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Aufgabe 1

1.1 Reduzierte Pendelldnge

Es soll berechnet werden, dass verschiedene Massen bei gleichbleibender Lénge eines Pen-
dels dessen Schwingungsdauer nicht verdndern.
Fiir das riicktreibende Drehmoment eines Pendels gilt:

M = —mgl - sin p

Wobei m die Masse des Korpers, [ dessen Abstand zum Rotationszentrum, g die Gravi-
tationskonsante und ¢ der Auslenkungswinkel des Pendels aus der Gleichgewichtslage ist.
Fiir kleine Winkel gilt sin ¢ ~ ¢:

M = —mgl - ¢

Wir wissen, dass M = O - ¢, wobei © das Tragheitsmoment ist. Wir konnen in obige
Gleichung einsetzen und erhalten:

l
.. L
@Y+ mg 5

Diese homogene DGL kénnen wir mit dem Exponentialansatz von ¢ = ¢q - ™! 16sen:

et
©

So ergibt sich eine Schwingungsdauer T" von:

T—or |2
mg
2

Das Tréagheitsmoment eines massiven Zylinders mit der Lénge s ist ©4 = %ms , wobei

s = % Das setzen wir in die obige Gleichung fiir die Schwingungsdauer ein und erhalten:

/21
T =27 .=
T 39

Die Schwingungsdauer eines mathematischen betrégt:

w

o~

l
T=2m-4]—
g

Man sieht also, dass fiir die reduzierte Pendellange gilt:

2
== -1
3



Nun sollen wir uns davon iiberzeugen, dass eine Massenanderung im Abstand [, vom Rota-
tionszentrum die Schwingungsdauer des Systems nicht veréndert. Hierzu bringen wir eine
Masse mg im Abstand [, an das Pendel an:

1 2 \?
@0:§ml2—|—m0- <§l>

Setzen wir das in die Schwingungsdauer ein erhalten wir:

Daraus folt:

Wie man sieht, wirkt sich die Masse nicht auf die Periodendauer aus. Auch die Klauen,
mit denen die Schneiden des Pendellagers am Stab befestigt sind, sollten nur geringfiigige
Abweichungen der Messwerte zur Folge haben.

1.2 Fallbeschleunigung am Reversionspendel

Die Fallbeschleunigung g erhélt man durch Umformen der Gleichung fiir das mathematische

Pendel:
47

g=1- Tz
In unserem Versuch bestimmen wir /.. Es muss darauf geachtet werden, dass wir ausrei-
chend kleine Auslenkungen wihlen (Kleinwinkeln&dherung).

Aufgabe 2

2.1 Fallbeschleunigung am Fadenpendel

Da das Fadenpendel dem mathematischen Modell nahe kommt, miissen wir hier nicht die
reduzierte Pendelldnge [, berechnen. Die Ausdehnung der Kugel mit Radius r hingegen
sollten wir nicht vernachlassigen.

Fiir das Trégheitsmoment des Pendels gilt:

O =0g+m-(+7)°

Wobei O das Tragheitsmoment der Kugel ist, O = %mrQ.
Nun setzen wir dieses Tragheitsmoment in die Gleichung fiir die Periodendauer ein und

erhalten:
S grrm~2+m-(l+r)2_27T 2r2 4 (I +7r)?
- mg - (I +7) N g-(l+r)




Dies 16sen wir nach g auf und erhalten:
4= ﬁ 2r2 4+ (I4r)?
T2 I+r

2.2 Schwingungsdauer und Schwingungsweite

Da es sich hier um grofe Auslenkungen handelt, gilt die Kleinwinkelndherung nicht mehr
und wir miissen eine neue Losung fiir die DGL finden:

O-p+mg-sinp =0

Dies fiihrt ndherungsweise zu einer Schwingungsdauer von:

B 292 4 (1 +7)2 1 ., (¢ 9 (0
T_QW\/Ml—+ﬂ(1+ZSID (5)"‘6—481H (5)‘{')

Wahrscheinlich werden unsere Messwerte jedoch von den theoretischen abweichen, da hier
z.B. Reibungskrafte vernachlassigt wurden.

Aufgabe 3

3.1 Gleiche Schwingungsdauer bei gleichartigen Pendeln

Hier sollen zwei gleichartige Pendel so eingestellt werden, dass sie die selbe Schwingungs-
dauer besitzen. Hierzu bleibt ein Pendel statisch und man verschiebt das Gewicht am
anderen so lange, bis das zweite Pendel synchron mit dem zweiten schwingt.

3.2 Gekoppelte Schwingung

In diesem Versuch untersuchen wir jene beiden Schwingungen der Pendel, bei denen keine
Schwebungen auftreten. Die ist der Fall, wenn die beiden Pendel gleichphasig oder gegen-
phasig schwingen. Wir messen dies fiir verschiedene Kopplungslingen [, wobei AT? < T2
gelten muss.

Die Bewegungsgleichungen fiir zwei gekoppelte Pendel lauten:

Gr4wier — Q- (p1—p2) = 0
G2+ wipa— Q- (p2—1) = 0

Wobei wy = \/%’L und Q = ,/%2.
Mit dem Exponentialansatz (siehe Aufgabe 1) erhdlt man:

(—w2 —f—wg + Q2) -1 — Qo
(—w2+w§+§22) cog — Q1 = 0



Damit dieses Gleichungssystem 1sbar ist, muss —w? + w2 + Q% = £0? sein. Die Pendel
schwingen fiir w? = w2 in Phase und fiir w? = w2 + 20? gegenphasig.

Wie man sieht, sind ist die gleichphasige Schwingung von der Feder unabhéngig. Das ist
logisch, denn bei einer gleichphasigen Schwingung beider Pendel wird die Feder weder
gestaucht noch gestreckt, manipuliert die Schingung des Systems also nicht.

3.2.1 Statische Bestimmung der Federkonstanten

Fiir die statische Bestimmung werden verschiedene Massen m an die Feder gehdngt und
es wird die Auslenkung = der Feder gemessen. Zur Berechnung wird folgende Formel ver-
wendet: mg
D=2
x

3.2.2 Dynamische Bestimmung der Federkonstanten

Hierzu wird eine Masse m an die Feder gehéngt, lenkt diese aus und beobachtet die resul-
tierende Schwingung. Wir wissen, dass

m
T =927,/ —
"\D
Also gilt fiir die Federkonstante:
2. M
D = 4n=. 7T2

3.3 Schwebungen

Versetzt man eines der beiden gekoppelten Pendel in Schwingung, so wird auch das an-
dere zu einer Schwingung angeregt, man spricht von einer erzwungenen Schwingung. Die
Schwingung des zweiten Pendels wird dabei immer starker, die des ersten wird schwa-
cher. Dann kommt das erste Pendel zur Ruhe, wahrend das zweite immer noch schwingt.
Dadurch regt das zweite Pendel wieder das erste zum Schwingen an und so weiter. Bei
Schwebungen sehen die Losungen der Bewegungsgleichungen folgendermafen aus:

1 1

T (po.cos(it.(Vw8+292—w0))‘008(§t'(\/w§+2§22+w0))
. 1 . 1

2= (po'sm(it'(\/w3+292—w0)>'SIH<§t'<\/w§+QQ2+w0))

Diese Gleichungen beschreiben zwei verschiedene Schwingungszustinde, und zwar:

1 /

Wmod 5 : < wg + 202 — wo)
1 2

Wosz 5 /W + 202 + wo



Aus diesen Kreisfrequenzen lassen sich T),,q und T,,. ableiten:

2

Wmod
2T - Tyeq
Tgl - Tgeg

2T
Wosz
2T - Tyeq
Tgl + Tgeg

Tmod =

Tosz =

Diese Rechnung sollen wir nun im Versuch bestéatigen.
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1 Reversionspendel

1.0 Eichmessung

Bevor wir unsere Messreihen zum Reversionspendel aufnehmen konnten mussten wir zu-
néchst eine Eichmessung vornehmen, um Messfehler des Messgerédtes miteinbeziehen zu
konnen. Dafiir mafen wir die Zeit in Abhéngigkeit zur Anzahl der Schwingungen des Pen-
dels.
T/2ins
60
50
40
30

20

10

\ \ \ L N(T/2
20 40 60 80 (1/2)

T
Ausgleichsgerade: 3 ~ 0.026s + 0.807s - N

Aus der Geradengleichung ermitteln wir nun einen Messgerat-Offset von 0.026s. Um dar-
aus resultierende Verfilschungen der Messwerte auszuschliefsen ziehen wir zukiinftig genau
diesen Offset-Wert ab.

1.1 Reduzierte Pendelldnge

Dieser Versuch wurde bereits ausfiihrlich in der Vorbereitung abgehandelt.



1.2 Fallbeschleunigung

Wir wollen nun mit hilfe der Messdaten des Reversionspendels die Erdbeschleunigung ¢
experimentell bestimmen. Hier gilt: g = [, - 4Ti22. Wir variierten den Abstand zwischen einer
festen oberen Schneide und einer verstellbaren unteren Schneide und mafen jeweils die
Schwingdauern bei oberer und unterer Aufhéngung.

Tins
162
160
158 . 0
T S Y I SO S e xinm
0.61 0.62 063 0.64 0.65 0.66
AusgleichsgeradenT:

Rot(untere Aufth.) — T ~ 2.254s + ~1.052-> - T
m

Blau(obere Aufh.) — T & 1.406s + 0.280- -
m

Um den Schnittpunkt der beiden Kurven, und damit die reduzierte Pendelldnge, zu be-
rechnen haben wir sie mit Graden angendhert, wobei wir bei der Kurve fiir die untere
Aufhdngung nur die nichsten Messwerte zum Schnittpunkt gefittet haben, da sonst kei-
ne lineare Regression moglich gewesen wére. Durch Gleichsetzen der Ausgleichsgeraden
erhalten wir [, =~ 0.636m. Nach Einsetzten in einer der Geradengleichungen erhalten wir
wiederum 7' = 1.608s. Nun ergibt sich fiir die Erdbeschleunigung;:

472 2

41 m
e = 0.636m - ———— ~ 10.01 =
g T° " 1.608s)2 5?2

Bei einem Literaturwert von g = 9.817% macht das eine Abweichung von 2%.



2 Fadenpendel

2.0 Eichmessung

Auch hier mussten wir wieder eine Eichmessung durchfithren um den Offset des Messgerites
zu ermitteln.

Tins
250

200

150

100

50

\ \ \ L N
20 40 60 80

Ausgleichsgerade: T' = 0.0259s 4 3.0715s - N
Der Offset betragt 0.0259s.

2.1 Fallbeschleunigung

Nun wollen wir die Erdbeschleunigung mithilfe eines mathematischen Pendels bestimmen.
Hierfiir bendtigen wir das Tragheitsmoment © des Pendels, welches wir dann in die Glei-
chung fiir die Periodendauer 7" einsetzen. Mit der Formel aus der Vorbereitung konnen wir
dann g berechnen.

2
0 = —mR*+m(l + R)*

5
L, R+ (I+R)?  An? %006hn2+(23&n—%006hnffwlOlSm
9= I+ R (3.072s)2 2.36m + 0.061m T

Hier weicht unser Wert um 3.3% vom Literaturwert ab.



2.2 Schwingungsdauer und Schwingungsweite

Bei grofen Winkeln gilt die Kleinwinkelndherung nicht mehr (wer hétte das gedacht?).
Deshalb ndhern wir die Schwingungsdauer nun iiber eine Reihenentwicklung an und nennen

sie TTheo:
22 2 4
=+ (I +7)? lo. %9 9w |°
Trheo = 21y | 22— [ 1+ = —| + = —
Th T S 4Sln 5 648111 5

Mit unseren Messwerten konnten wir folgendes Schaubild machen:

Tins

325/
3201
315

310}

I I I I | I I I I | I I I I | I I I I | I I I I | I I I I | ¢ |n Grad
0 10 20 30 40 50 60

Die blaue Kurve entspricht hierbei dem theoretischen Verlauf (bei gleicher Fallbeschleuni-
gung g). Die roten Werte sind unsere Messwerte (nicht gefitted, nur verbunden).
Urspriinglich lagen unsere Mess-

Auslenkung | Thess in's | Trpeo ins | AT in s werte iiber dem theoretischen Ver-
60 3.292 3.291 0.0016 lauf. Nachdem wir jedoch einen
55 3.257 3.255 0.0022 Offset von 0.0259s (aus Aufgabe
50 3.224 3.222 0.0016 2.0) abzogen, lagen sie fast ge-
45 3.200 3.193 0.0069 nau auf der theoretischen Kurve.
40 3.170 3.167 0.0028 Wir konnten bei dieser Messung
35 3.149 3.145 0.0046 nicht sehen, dass die Differenz zwi-
30 3.124 3.125 -0.0008 schen theoretischem und ermittel-
25 3.109 3.108 0.0007 tem Wert bei grofseren Auslenkun-
20 3.094 3.095 -0.0010 gen ansteigt, wie es eigentlich zu
15 3.084 3.085 -0.0006 erwarten wire.

10 3.075 3.077 -0.0023
5 3.070 3.073 -0.0029




3 Gekoppeltes Pendel

3.1 Einstellen der Pendel

Um die Schwingungen der beiden einzelnen Pendel aneinander anzupassen verdnderten
wir eines so wie in der Vorbereitung beschrieben. Nach etwas Ausprobieren erreichten wir
nahezu identische Schwingdauern. So maften wir bei 10 ganzen Schwingungen fiir das linke
Pendel 77,0 = 18.40s und fiir das rechte 7}.;p = 18.48s. Das macht eine Differenz von
AT, = 0.008s die bei unseren Versuchsbedingungen absolut vernachléssigbar gering ist.

3.2 Koppeln der Pendel

Nun koppelten wir beide Pendel mit einer Feder bei unterschiedlichen Absténden von
Drehpunkt zu Federhalterung. Wir maften die Periodendauern sowohl fiir gleich- als auch
fiir gegenphasige Schwingung:

Schwingung | Periodendauer (in s) bei Abstand

L; = 36.8cm Lo =52cm
gleichphasig 1.811 1.835
gegenphasig 1.639 1.34

Unsere Messergebnisse zeigen deutlich, das bei gleichphasiger Schwingung die Feder kei-
nerlei Arbeit verichtet und deshalb auch nicht die Periodendauer beinflusst. Sie entspricht
der Schwingdauer des ungekoppelten Pendels 77 = 1.848s. Demnach ist es auch egal, an
welcher Stelle des Pendels sie befestigt ist. Bei gegenphasiger Schwingung hingegen ist diese
kopplungsabhéngig, da die Feder gestreckt und gestaucht wird und somit Arbeit am Pendel
verichtet. Desweiteren zeigt unsere Auswertung, das bei groferem Abstand die Schwing-
dauer deutlich abnimmt, was darauf zuriickzufiihren ist, dass die Feder an einem tieferen
Punkt weiter ausgelenkt wird.

MgLsi. 2 _ D 2 _ o o2 _
Tva - @z7w = w5 w -

Jetzt sollen wir folgende Grofen berechnen: w? = ol eq

w? +20% 0; D.
Dafiir miissen wir zundchst noch den Abstand Drehpunkt-Schwerpunkt Lg; sowie die Mas-
se M des Pendels bestimmen:

k
M = Mistap+MSeheise+Mtufhaengung = (0.00744 -2 107.75¢m)+1.1466kg+0.044kg ~ 1.99kg

cm
I o 1 I I LStab
Sy — M((mScheibe : S’cheibe) + (mAufhaengung : 2) + (mStab : 9 ))
=
107.75
Ls1 = To0r ((1.1466kg~91.25cm)+(0.044kg~36.8cm)+(0.8264kg-Tcm)) ~ 75.76cm
99kg
107.75
Lgs = ((1.1466kg - 91.25¢m) + (0.044kg - 52cm) + (0.8264kg - Tcm)) ~ 76.1cm

1.99kg



Hiermit lassen sich nun die Rechnungen durchfiihren, bei denen wir zu folgenden Ergeb-

nissen kommen:

Kopplungslénge [, = 36.8cm | Kopplungslange lo = 52cm
36.8 cm 52 cm
Wy =W 12.04 - 572 11.72-572
wf]eg 14.7 - 572 21.99 - 572
02 1.33 572 5.14 - 572
S} 0.753kgm? 0.774kgm?
D 7.395- & 14713 - X

Wir erkennen zunéchst, dass die Federkonstante D nicht wie erwartet gleichbleibt, sondern
scheinbar mit der Kopplungsldnge steigt. Dies fithren wir auf ungenaues Messen zurtick.
Das Tragheitsmoment © hingegen bleibt relativ konstant.

Jetzt wollen wir unsere ermittelte Federkonstante mit theoretisch bestimmten Werten ver-
gleichen. Dafiir berechnen wir D auf zwei unterschiedlichen Wegen.

Zunéichst belasten wir die Feder mit unterschiedlichen Gewichten und berechnen D mit
der Formel: D = =4,

Gewicht (in kg) | Auslinkung x (in cm) | D (inZ)
0.1 0.04 24.53
0.2 0.08 24.53
0.3 0.12 24.53

Anstatt diese statische Bestimmung durchzufiihren, kann man auch eine dynamische

wihlen. Hierzu lassen wir die Feder schwingen und benutzen die Formel: D = 472 - 77 -

Gewicht (in kg) | Schwingdauer (in s) | D (ins)
0.1 0.44 20.39

0.2 0.59 22.68

Das ergibt einen Durchschnittswert von D = 21.535%. Wir erkennen deutlich den Unter-
schied der statischen, wie auch der dynamischen Bestimmung zu den Ergebnissen aus den
Messungen zum gekoppelten Pendel. So haben wir folgende Abweichungen:

‘ statisch dynamisch
69.9% 65.7%
40% 31.7%

Ly
L,

Als letztes in dieser Aufgabe wollen wir noch das Tragheitsmoment des Pendels iiber die
Tréagheitsmomente der einzelnen Pendelkomonente berechnen.

@ges - ®Scheibe + @Stabpben + @Stab,unten + @Aufhaengung-

Dabei gilt fiir die einzelnen Komponente:

1
=M Scheibe * R2 + MScheibe * (LScheibe)2 ~ 102]{5977?2

@Scheibe = 9



1

2 2
@Stab,oben = ngtab,oben : (LScheibe - R) ~ 016/€9m
1 2
@Stab,unten - ngtab,unten : (LStab - (LScheibe + R)) + Mgtabunten (LStab
1

—§(Lsmb — (LScheibe + R)))2 ~ 0.16kgm2

O Aufhaengung = MAufhaengung - Li = L1 = 0.016kgm?; Ly :~ 0.023kgm>

Eingesetzt erhalten wir:
Ogesizy ~ 1.356kgm?; O 4es.1, ~ 1.363kgm?

Somit ergeben sich Abweichungen von 44.5% fiir L; und 43.2% fiir L, im Vergleich zu den
experimentell ermittelten Werten, was wie bei der Federkonstanten darauf hindeutet, dass
unsere Messdaten sehr ungenau waren.

3.3 Angeregtes, gekoppeltes Pendel

In der letzten Aufgabe sollten wir die, in der Vorbereitung aufgefithrten, Zusammenhénge
zwischen T, Tinod, Ty und Ty, tiberpfiift werden. Gemessen wurden bei 63.8cm Aufhan-
gungsabstand folgende Werte: T,s, = 1.636s; T},0,q = 16.42s.

T, T 1.811s - 1.639s
Tosz == g 99— ~ 17.257
T, —T 1.811s — 1.639s °

gl = tgeg

2Ty - Tyey  2-1.811s-1.639s
Ty + Tyey  1.811s +1.639s

Mit jeweils einer Abweichung von 5.1% sowohl bei T,,, als auch bei T,,,; konnen die
Zusammenhange als korrekt angesehen werden.

~ 1.721s

Tmod -

4 Fehlerrechnung

4.1 Reversionspendel

Mathematica gab uns fiir die beiden Geraden jeweils die Standardabweichung an:

Variable Wert o
my 0.28 s/m | 0.0076 s/m
1 1.406 s 0.0048 s
ms -1.052 s/m | 0.0212 s/m
Co 2.254 s 0.0134 s




Den statistischen Fehler berechneten wir nun aus diesen Werten und der Formel fiir [, =

—2—"- mit Hilfe der gaukschen Fehlerfortpflanzung:
N _ Ac? N Ach N (—c1 + ) 2Am? N (—c1 + ¢2) 2Am)
e (my—ma)* ~ (m1—my)? (my —ma)* (my —mg)?

= \/ 0.564Act + 0.564Ac3 + 0.228Amj] + 0.228Am;
=0.015m

Zu diesem statistischen kommt noch ein durch den Versuchsaufbau bedingter systema-
tischer Fehler dazu, dieser ist auf dem Aufgabenblatt angegeben mit 0.2 mm. Auferdem
kommt hier noch die Messungenauigkeit beim Einstellen des Abstands hinzu. Diese haben

wir auf 0.1 mm geschétzt. So ergibt sich fiir unser [, also letztendlich:

[, =63.6493cm + 0.03 cm £ 1.5146 cm

Den Fehler auf die Periodendauer berechnen wir analog. Fiir den statistischen Fehler gilt:

CoMny — C1Mo
T =—-"-
my —Mmg

= \/ 0.623768Ac] + 0.0441883Ac3 + 0.252703Am? + 0.0179017Am;
= 0.0067's

Hier haben wir einen systematischen Fehler von 0.2%. T, ist also:
T, = 1.58425 4+ 0.0032s 4 0.0067 s

Nun muss der Fehler fiir g berechnet werden.

Der statistische Fehler ergibt sich aus:

Ag = \/16W4A13,5ta‘c + 64W4l?edAT?,stat
Trid Tr(?ed

= \JUTAIBAL , + 159.T6TAT,,,,
= 0.2528 ms~*
Und der systematische Fehler ergibts sich mit:

1674 AL 647412 | AT?
Agsys _ . T,SyS + re - 7,8yS
Tred Tred

7,SyS r,Sys

= 0.0403 ms 2

_ \/ 947 438A12 4 159.767TAT?

10



Also haben wir fiir g einen Wert von:

¢ =10.0121 ms 2 4 0.0403 ms ™2 4 0.2528 ms >

2

Wir sehen, dass der Literaturwert von 9.81 ms™ in dem von uns gemessenen Bereich liegt.

4.2 Fadenpendel

Der statistische Fehler entspricht hier genau dem Fehler auf die Steigung der Ausgleichs-
geraden. Die Steigung gab uns Mathematica an als:

m = 3.07153s £ 0.000 04 s

Das ist zwar eine sehr kleine Abweichung, allerdings ligen unsere Werte auch sehr gut auf
der Ausgleichsgeraden. Der systematische Fehler entspricht wieder den 0.2% Messungenau-
igkeit, hat also einen Wert von 0.0061s. Das ergibt nun fiir unsere Schwingungsdauer:

T = 3.07153s £ 0.00004 s = 0.0061 s

Die Léange des Aufhéngefadens des Pendels war angegeben mit [ = 2.36 m 4+ 0.003 m. Den
Radius der Pendelkugel haben wir ausgemessen, dieser Betrug r = 0.061m + 0.001 m.
Unsere Formel fiir g lautet:

4n? (% +(1+ r)2)
(l+7r)T?

Den statistischen Fehler berechnen wir nur mit dem Fehler auf die Steigung (beim Rest
handelt es sich um systematische Fehler):

r2 2
AGstar = 87r2\/(2T +(+ T>2) AT?

g:

(I +7)2T°
= 6.59825V AT?
= 0.00026 ms ™ (2)

Beim systematischen Fehler miissen wir nun den systematischen Fehler bei der Zeitmessung,
beim Messen, und beim Ablesen der Werte berticksichtigen.

Agays = V17.5016A1% + 18.2145A1° + 43 53TAT?
= 0.0426 ms >

Wir haben den Term fiir die gaufsche Fehlerfortpflanzung hier nicht aufgefiihrt, das dieser
riesig ist. Es sei aber angemerkt, dass die Rechnung analog zu allen anderen hier verlief.
Zusammengefasst erhalten wir also:

g =10.1334ms ™% £ 0.0426 ms ™2 £ 0.000 26 ms >

11



Leider liegt der Literaturwert nicht im Bereich unseres Fehlers. Es konnte sein, dass sich
verschiedene Reibungskréfte auf den Versuch ausgewirkt haben, die wir nicht berticksichti-
gen konnten (z.B. Luftreibung, Reibung an der Aufhdngung). Merkwiirdig ist dabei jedoch,
dass unser Wert fiir die Fallbeschleunigung gréfier als der Literaturwert ist. Dafiir haben
wir eigentlich keine Erklarung. Mdéglicherweise waren die Messwerte nicht optimal.
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