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Theoretische Grundlagen
Wir schaffen zunächst alle theoretischen Grundlagen, dienotwendig sind, um die Bewegungen eines

Kreisels vollständig zu verstehen und beschreiben zu können. Dabei gehen wir nicht nur ausführlich auf

die Trägheitsmomente eines Körpers ein, sondern auch aufgrundlegende Begriffe, die im Zusammen-

hang mit Rotationsbewegungen stets vorkommen.

Tr ägheitsmoment und Tr̈agheitstensor
Das Trägheitsmoment stellt für Rotationsbewegungen dasAnalogon der trägen Masse in Translations-

bewegungen dar. Es beschreibt also den Widerstand eines beliebigen Körpers gegenüber Rotationsbewe-

gungen. Im Gegensatz zur trägen Masse ist das Trägheitsmoment allerdings nicht nur von der Masse des

Körpers selbst abhängig, sondern zusätzlich noch von der Masseverteilung sowie von der Drehachse.

Es hat sich daher als notwendig erwiesen, den TrägheitstensorΘ ∈ R
3×3 für beliebige dreidimensionale

Körper einzuführen, dessen ElementeΘij mit i, j ∈ {1, 2, 3} die einzelnen Trägheitsmomente ausge-

zeichneter Richtungen sind. Durch die Verwendung des Tensors berücksichtigt man die Drehachsen, um

die man die Rotation auf den Körper aufträgt.

Zur Berechnung einzelner Trägheitsmomente ist die Kenntnis der Massenverteilungρ (~r), sprich die

ortsabhängige Dichte, von Nöten. Man erhält das Trägheitsmoment dann über

Θij =

∫

V

r2ρ (~r) d3x

wobei r stets senkrecht zur betrachteten Achse stehe. Die Integration erfolgt über das ganze Volumen

dV = d3x. Als ein Beispiel sei hier das Trägheitsmoment eines Vollzylinders, der um seine Symmetrie-

achse rotiere, genannt.

Seir der Radius sowiem die Masse des Vollzylinders, welcher um seine Symmetrieachse rotiere, dann

ist dessen TrägheitsmomentΘVZ nach Ausführen des obigen Integrals gegeben durch:

ΘVZ =
1

2
mr2

Tr ägheitsellipsoid und Hauptträgheitsachsen
Führt man obiges Integral für den allgemeinsten Fall eines unbekannten Körpers aus, indem man drei

verschiedene Winkel für die Raumrichtungen sowie drei beliebige Abstände einführt, so erhält man eine

Gleichung für das Trägheitsmoment, die eine Fläche zweiter Ordnung im Raum beschreibt. Veranschau-

lichen kann man sich diese Fläche als den Trägheitsellipsoiden. Nachfolgend ist ein solcher Ellipsoid

dargestellt.
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Im allgemeinsten Fall besitzt der Ellipsoid drei verschiedene Hauptachsen. Die drei Figurenachsen~xi

werden auch als Hauptträgheitsachsen des Körpers bezeichnet. Führt man eine geeignete Hauptach-

sentransformation durch, legt man also die Achsen des verwendeten Koordinatensystems durch die

Hauptträgheitsachsen, so vereinfacht sich der Trägheitstensor, da er als symmetrischer Tensor mit Rang

3 stets diagonalisiert werden kann. Die drei Elemente dieser Diagonalmatrix nennt man dann Haupt-

trägheitsmomente.

Man kann sich den Ellipsoiden als Hilfsmittel zur Beschreibung der Trägheitseigenschaften des Körpers

vorstellen. Im Falle eines symmetrischen Kreisels sind zwei der drei Hauptträgheitsmomente identisch.

Der Ellipsoid wird daher eine ausgezeichnete Symmetrieachse haben, anschaulich wird er
”
zigarrenför-

mig“.

Stimmt auch das dritte Hauptträgheitsmoment mit den anderen beiden überein, so wird der Ellipsoid zu

einer Kugel. Es gibt dann keine ausgezeichnete Achse mehr, die Trägheitsachsen des Körpers sind alle

gleichberechtigt. Beispiele für entsprechende Kreisel wären dann eine Kugel oder ein Würfel, den man

um Achsen rotieren lässt, die durch dessen Flächenmittelpunkte gehen.

Satz von Steiner
Möchte man das MassenträgheitsmomentΘij eines starren Körpers bezüglich einer Drehachse berech-

nen, die nicht durch dessen Schwerpunkt geht, so nutzt man den Satz von Steiner. Es bezeichneΘKörper

das Trägheitsmoment des starren Körpers der Massem bezüglich einer Drehachse durch dessen Schwer-

punkt. Die eigentliche Drehachse seil von der Schwerpunktachse entfernt. Das Trägheitsmoment ergibt

sich dann zu:

Θij = ΘKörper+ml2

Grundbegriffe der Rotationsbewegungen
Im Laufe des Versuchs begegnen und zahlreiche Begriffe, dieRotationsbewegungen charakterisieren,

daher soll ein kurzer̈Uberblick über diese vorgenommen werden. Da Translations- und Rotationsbe-

wegungen ähnliche Verhaltensweisen haben, soll in einem kurzenÜberblick immer derÜbergang zu

Gesetzmäßigkeiten der Translation zu denen der Rotation geschaffen werden.

Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung

In Translationsbewegungen beschreibt man die Geschwindigkeit eines Körpers über~v. Rotiert ein Körper

in Entfernung~r mit dieser Geschwindigkeit um eine Achse, so ist es zweckmäßig, die Winkelgeschwin-

digkeit ~ω als Pseudovektor einzuführen. Sie beschreibt die gerichtete zeitlicheÄnderungϕ̇ des Winkels

ϕ zwischen einer festgelegten Achse und~r und ist definiert über

~ω = ~r × ~v

mit ω = ϕ̇. Leitet man die Winkelgeschwindigkeit zeitlich ab, so erh¨alt man die Winkelbeschleunigung:

~α = ~̇ω

Drehimpuls

Der Drehimpuls~L stellt das Analogon zum Impuls~p dar. SeiΘ der Trägheitstensor eines Körpers, so

finden wir den Drehimpuls über:
~L = ~r × ~p = Θ~ω
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Ganz analog zum Impuls in der Translation ist der Drehimpulsin der Rotation eine Erhaltungsgröße. Mit

der Rechte-Hand-Regel kann man die Drehrichtung des Körpers erkennen, wenn man den Daumen in

Richtung~L zeigen lässt. Für diëAnderung des Drehimpulses ist ein Drehmoment nötig.

Drehmoment

Um in der Translation eine Impulsänderung zu erzielen, muss auf den Körper eine Kraft~F wirken. In

der Rotation entspricht dieser Kraft gerade dem Drehmoment~M mit:

~M = ~r × ~F = Θ~α

Genauso, wie für die Translation~F = ~̇p gilt, gilt in der Rotation auch:

~M = ~̇L

Existieren keine äußeren Drehmomente, so ist~L = const.

Eulersche Kreiselgleichungen
Zur mathematischen Beschreibung der Rotation starrer Körper verwendet man üblicherweise die Euler-

schen Kreiselgleichungen. Sie stellen ein System von Differentialgleichungen im Hauptachsensystem

des starren Körpers dar. Bezeichnet man die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit~ω mit ωi, die des

Drehmoments~M mit Mi und die Hauptträgheitsmomente mitΘi, so lauten die Gleichungen:

M1 = Θ1ω̇1 − (Θ2 −Θ3)ω2ω3

M2 = Θ2ω̇2 − (Θ3 −Θ1)ω3ω1

M3 = Θ3ω̇3 − (Θ1 −Θ1)ω1ω2

Aufgabe 1: Drehimpulserhaltung
Es sollen von uns zunächst einige Versuche zur Drehimpulserhaltung durchgeführt werden. Dazu werden

wir einen Fahrradkreisel sowie einen Drehschemel verwenden. Der Experimentator setzt sich zu Beginn

eines jeden Teilversuchs stets auf den Drehschemel und bildet mit ihm zusammen ein geschlossenes

System. Der Fahrradkreisel wird von uns entweder von Hand oder mit einer geeigneten Nylonschnur so

schnell wie nötig aufgezogen und dadurch in Rotation versetzt. Es ist dabei von uns darauf zu achten,

dass der Schemel ungefähr eben ausgerichtet wird, um äußere Drehmomente zu vermeiden.

Da der Drehschemel nur eine Rotationsachse erlaubt, die hier ohne Beschränkung der Allgemeinheit in

z-Richtung zeige, betrachten wir zur Drehimpulserhaltung auch nur die vertikale KomponenteLz des

Drehimpulses, denn nur diese ist die wirksame Komponente.

Aufgabe 1.1: Experimentator hält zu Beginn den ruhenden Kreisel
Zunächst werden wir zwei verschiedene Versuche durchführen, bei denen der Experimentator bereits zu

Beginn den ruhenden Fahrradkreisel in der Hand hält. Das Aufziehen des Kreisels geschieht also erst,

nachdem der Experimentator zusammen mit dem Kreisel in Ruheim System verharrt sind. Variiert wird

dann der Winkelα zwischen der Achse des Fahrradkreisels und der Horizontalen.
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Aufgabe 1.1.1: Horizontale Achse (α = 0◦)

Der Experimentator hält zu Beginn die Achse so, dass sie ungefähr horizontal liegt. Dann wird der Kreisel

angeworfen und die Achse wird kontinuierlich in vertikale Lage verkippt. Es ist dabei zu erwarten, dass

der Experimentator zu Beginn in Ruhe verbleibt. Sobald er jedoch die Drehachse in vertikale Position

bringt, wird der Drehschemel in eine Rotationsbewegung versetzt, deren Drehsinn dem Fahrradkreisel

genau entgegengesetzt ist.

Grund für diese Bewegung ist die Drehimpulserhaltung. Zu Beginn ist der Gesamtdrehimpuls wie auch

Lz gleich Null. Durch das Anwerfen von außen wird dem System auch von außen Drehimpuls zugeführt.

Hält man den Kreisel mit der Achse in horizontaler Richtung, so zeigt auch der neu hinzugekommene

Drehimpuls in diese Richtung. Da der Drehimpuls in dieser Richtung senkrecht zuLz ist, trägt er nichts

zum System bei.

Bringt der Experimentator dann aber die Kreiselachse parallel zuLz an, so findet sich im System plötzlich

eine KomponenteLz 6= 0 vor. Nach der Drehimpulserhaltung muss diese Komponente von einer gleich

großen in−Lz-Richtung kompensiert werden. Diese wirkt auf den Experimentator und lässt ihn auf dem

Schemel in einer dem Kreisel entgegengesetzten Richtung rotieren.

Aufgabe 1.1.2: Vertikale Achse (α = 90◦)

Die Aufgabe ist analog zu 1.1.1, allerdings hält der Experimentator hier die Achse zu Beginn vertikal

und verkippt sie in horizontale Position. Wir werden hier bereits beim Anwerfen eine dem Fahrradkreisel

entgegengesetzte Drehbewegung bemerken, die aufhören wird, sobald sich die Achse in horizontaler

Position befindet.

Das Phänomen ist ganz analog zu Aufgabe 1.1.1, nur ist zum Zeitpunkt des Anwerfens des Kreisels

wegen der vertikal angebrachten Kreiselachse sofort ein Drehimpuls vonLz 6= 0 vorhanden, weshalb

die entgegengesetzte Rotation des Experimentators auf demSchemel instantan einsetzt und erst dann

aufhört, wenn er die Kreiselachse horizontal ausrichtet.

Aufgabe 1.2: Experimentator nimmt den rotierenden Kreiselin Empfang
Der zweite Versuchsteil basiert darauf, dass der Experimentator den Kreisel erst übergeben bekommt,

wenn er sich bereits in Rotation befindet. Da so bereits von vornherein ein Drehimpuls im Kreisel vor-

handen ist, muss man diesen in der Drehimpulserhaltung ber¨ucksichtigen.

Wir haben also in allen Fällen eine Komponente des Drehimpulses, die bereits zu Beginn des Versuchs

ungleich Null ist, im Gegensatz zu Aufgabe 1.1, wo zu Beginn für alle KomponentenLi = 0 galt.

Aufgabe 1.2.1: Horizontale Achse (α = 0◦)

Der Experimentator nimmt den rotierenden Kreisel mit horizontal liegender Achse in Empfang und wird

weiterhin in Ruhe verharren. Er soll dann die Achse umα = ±90◦ verkippen. Es ist dabei zu erwarten,

dass sich dieselben Beobachtungen wie in Aufgabe 1.1.1 ergeben werden.

Da der aufgezogene Kreisel so übergeben wird, dass die Drehimpulsachse horizontal liegt, hat das Ge-

samtsystem aus Experimentator, Drehschemel und Drehkreisel zu BeginnLz = 0. Sobald man den

Kreisel in eine andere Position bringt, stellt sichLz 6= 0 ein, daher muss analog zu Aufgabe 1.1.1 ein

entgegengesetzter Drehimpuls aufgetragen werden, der denSchemel in entgegengerichtete Bewegung

versetzt.
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Aufgabe 1.2.2: Vertikale Achse (α = 90◦)

Dem Experimentator wird schließlich der rotierende Kreisel mit vertikal liegender Achse übergeben. Es

ist zu erwarten, dass er dabei zunächst in Ruhe verharrt. Verkippt er die Achse nun kontinuierlich über

α = 0◦ bisα = −90◦, so wird der Drehschemel in eine immer stärker werdende Rotation versetzt, die

denselben Drehsinn besitzen wird wie der Fahrradkreisel.

Dieser Fall unterscheidet sich nun von den vorigen. Der Kreisel wird mit vertikal liegender Achse

übergeben, daher ist zu BeginnLz 6= 0. Der Drehschemel bleibt dennoch in Ruhe, denn der gesamte

Drehimpuls steckt in der Kreiselbewegung. Bringt der Experimentator die Kreiselachse nun in horizon-

tale Lage, so liefert der Kreisel plötzlich keinen Beitragmehr zurLz-Komponente.

Da diese aber erhalten bleiben muss, wird ein gleichgerichteter Drehimpuls auf den Drehschemel über-

tragen. Daher rotiert der Experimentator nun in derselben Richtung wie der Kreisel zuvor.

Aufgabe 1.3: Pirouetteneffekt
Der Experimentator sitzt mit zwei Gewichten in den ausgestreckten Händen auf dem Drehschemel und

wird von außen in Rotation versetzt. Zieht er die Arme an sichheran, so ist zu erwarten, dass die Win-

kelgeschwindigkeitω seiner Drehbewegung zunehmen wird. Dieser Effekt liegt an der Impulserhaltung.

Der gesamte DrehimpulsL mit

L = Θ · ω

bleibt erhalten. Durch das Anziehen der Arme verringert sich das TrägheitsmomentΘ des Experimenta-

tors. Da aberL erhalten ist, muss somit die Winkelgeschwindigkeitω ansteigen, et vice versa.

Aufgabe 2: Freie Achsen
Im zweiten Versuchsteil beschäftigen wir uns mit der Rotation einer quaderförmigen Zigarrenschach-

tel um verschiedene Achsen. Die Schachtel besitzt mehrereÖsen, an denen man sie mit Hilfe eines

Drahts mit einem Elektromotor verbinden und so in Bewegung versetzen kann. Dadurch ergibt sich die

Möglichkeit, mit verschiedenen Rotationsachsen zu experimentieren. Wir werden an der Zigarrenschach-

tel insbesondere die Hauptträgheitsachsen sowie deren Rotationseigenschaften untersuchen.

Es ist dabei zu erwarten, dass die Rotation um zwei der drei Achsen stabil bzw. metastabil und um die

dritte labil ablaufen wird. Die (meta-)stabilen Achsen, auch freie Achsen genannt, sind dabei diejenigen

Achsen des größten und kleinsten Trägheitsmoments. In obiger Skizze sind sie mit1 und3 gekennzeich-

net. Zur labilen Achse2 gehört das mittlere Trägheitsmoment.

Möchte man diesen Fall mit den eulerschen Kreiselgleichungen beschreiben, so setzt man dort für eine

beliebige Komponentėωj = 0. Für die übrigen Komponenten ergeben sich Differentialgleichungen der

Form

ω̈i + cωi = 0
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wobeic eine Konstante ist, die diverse Trägheitsmomente enthält. Für c > 0 sind die Lösungen harmo-

nische Schwingungen, fürc < 0 exponentiell ansteigende Funktionen.

Wir werden beobachten, dass die Rotation um Achse3 metastabil ablaufen wird. Bei vernachlässigbar

kleinen Störungen schwingt der Körper in seiner Drehbewegung um seine Hauptträgheitsachse. Wird die

Störung zu groß, so kippt der Körper in eine horizontale Lage und rotiert um die stabile Achse1, also um

die Achse des größten Trägheitsmoments. Diese beiden Fälle entsprechenc > 0. Wir werden außerdem

feststellen, dass die Rotation um die Achse2 des mittleren Trägheitsmoments instabil abläuft. Bereits

bei kleinsten Störungen wird der Körper stark taumeln. Dies entspricht dem Fallc < 0.

Man kann diesen Zusammenhang imÜbrigen auch beobachten, wenn man den Quader auf verschiedene

Weisen angedreht in die Luft wirft. Es ergeben sich je nach Achse, um die gedreht wird, die obigen drei

Wurffiguren. Auch hier sieht man, dass nur die Rotation um dieAchsen 1 und 3 stabil verlaufen.

Aufgabe 3: Kräftefreier Kreisel
Nachdem wir uns nun mit den Grundlagen der Rotation starrer Körper beschäftigt haben, werden wir in

dieser und allen nachfolgenden Aufgaben Versuche an einem Kardankreisel durchführen. Dieser besteht

im Wesentlichen aus einem Kreiselkörper, welcher in einerkardanischen Aufhängung gelagert ist. Die

nachfolgende Skizze soll dies verdeutlichen:

Zunächst wollen wir im Falle des symmetrischen Kreisels die Nutationsfrequenz in Abhängigkeit von

der Drehfrequenz um die Figurenachse bestimmen. Dazu stellen wir den Versuchsaufbau so ein, dass sich

die äußeren Kräfte auf den Kreisel gerade aufheben und keine weiteren Drehmomente auf ihn auswirken,

sodass man ihn als kräftefrei bezeichnen kann.

Stellt sich bei der Rotationsbewegung der Fall ein, dass dieDrehachse nicht in eine der Hauptachsen

des Körpers fällt, so bilden sich Nutationsbewegungen aus. Dies liegt darin begründet, dass die Dreh-

sowie die Figurenachse (die ebenfalls nicht zusammenfallen müssen) Figuren um die Drehimpulsachse,
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die im Raum erhalten bleibt, beschreiben. Experimentell ist es uns auf einfachen Mitteln nur möglich,

die Bewegung der Figurenachse zu registrieren.

Die oben stehende Skizze illustriert die Poinsotsche Kegeltheorie, die die Bewegung der Winkelge-

schwindigkeit~ω auf einem Rastpolkegel und die Rotation der Figurenachse auf einem Nutationskegel

darstellt. Der Gangpolkegel ist körperfest und wird durchdas Abrollen auf dem Rastpolkegel beschrie-

ben.

Es soll von uns die Nutationsfrequenz in Abhängigkeit der Rotationsfrequenz bestimmt werden. Dazu

stehen uns Fototransistoren mit geeigneten Schaltungen zur Verfügung. Der Kreiselkörper ist schwarz

gefärbt und besitzt einen hellen Streifen, welcher bei Beleuchtung durch die Fototransistoren als Recht-

ecksignal registriert wird. Die Nutationsfrequenz können wir bestimmen, wenn wir den Kreisel wie folgt

positionieren:

Er unterbricht dann im nutationsfreien Fall stets den Lichtstrahl. Ergibt sich jedoch eine Nutation, so

schwingt der innere Rahmen um die innere Kardanachse und gibt so den Weg des Lichtstrahls zum

Fototransistor periodisch frei. Es soll nun kurz der Zusammenhang zwischen der Nutationsfrequenz

ωN und der Rotationsfrequenzω hergeleitet werden. Dabei bezeichnenδ und µ die Öffnungswinkel

des Nutations- respektive Gangpolkegels. Der verwendete Kreisel ist dergestalt symmetrisch, dass bei

gewählter Richtung der AchsenΘx = Θy gelte.
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Man findet die Zusammenhänge

sinµ =
ωx

ω
, tan µ =

ωx

ωz

sowie

sin δ =
ωx

ωN
, tan δ =

Lx

Lz
=

Θx · ωx

Θz · ωz
=

Θx

Θz
tan µ

Die gesuchte Nutationsfrequenz ergibt sich somit zu:

ωN =
ωx

sin δ

≈
Θz

Θx
· ω =

Θz

Θy
· ω

Die Umformung im letzten Schritt ergibt sich nach Bearbeitung durch trigonometrische Gesetzmäßig-

keiten sowie Kleinwinkelnäherungen. Diese Gleichung gilt allerdings nur im idealisierten Fall, wenn die

Kardanrahmen vernachlässigbares Gewicht besitzen. Diesist hier sicherlich nicht der Fall, abgesehen

davon wollen wir im zweiten Versuchsteil dieser Aufgabe dieRahmen zusätzlich beschweren. Wir finden

daher, wie in der Vorbereitungshilfe angegeben, die korrigierte Formel

ωN =
Θz

√

Θx,korr ·Θy,korr
· ω (1)

mit den korrigierten Trägheitsmomenten:

Θx,korr = ΘKreisel+Θinnen+Θaußen

Θy,korr = ΘKreisel+Θinnen

Die Kreisfrequenz des Kreisels wird während dieser Aufgabe aufω = 1000min−1 ≈ 17Hz eingestellt.

Gemessen wirdωN bei einer Messzeit des Drehfrequenzzählers von∆t = 0, 5 s in einem Abstand von

etwa∆ω = 0, 5Hz.

Als Variation werden wir anschließend zylindrische Zusatzgewichte auf den äußeren Kardanrahmen an-

bringen und die Messungen damit wiederholen.

Aufgabe 4: Dämpfung des Kreisels
In der vierten Aufgabe wollen wir die Dämpfung des Kreiselsbestimmen. Dazu beschleunigen wir ihn zu

Beginn auf eine Kreisfrequenz vonω = 2000min−1 ≈ 33Hz und nehmen alle30 Sekunden, analog zu
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Aufgabe 3, die Drehfrequenz mit Hilfe der Lichtschranke auf, bis der Kreisel zum Stillstand gekommen

ist. Die Messzeit sollte dabei auf∆t = 0, 5 s gestellt werden.

Da es sich bei einem Kreisel im Grunde genommen um einen harmonischen Oszillator handelt, wie wir

bereits in Aufgabe 2 festgestellt haben, ist bei einem zusätzlichen Dämpfungsterm durch die Reibung zu

erwarten, dass die gemessene Kreisfrequenz exponentiell abfallen wird.

Aufgabe 5: Einflussäußerer Drehmomente
Neben der Nutation gibt es noch eine weitere, für Kreisel typische Bewegungsform, die wir in dieser

Aufgabe näher untersuchen wollen: die nutationsfreie Pr¨azession. Diese tritt immer dann auf, wenn der

Kreisel einer äußeren Kraft ausgesetzt ist, welche permanent ein Drehmoment auf ihn auswirkt. Im

Versuch werden wir dies durch das Anbringen einer Stahlstange mitm = m1 + m2 (m1 = 330 ± 1 g

für die Stange,m2 = 375 ± 1 g für ein zusätzliches Gewicht) an den Lagerrahmen erreichen. Dadurch

ergibt sich über die Gewichtskraft~FG ein Drehmoment~M auf den Hebelarm~r zu ~M = ~r × ~FG.

Es soll nun eine Gleichung für die PräzessionsfrequenzωP hergeleitet werden. Wir legen o.B.d.A. die

Richtung der Schwerkraft in negativex-Richtung. Das verursachte Drehmoment~M liegt stets senkrecht

auf dem Drehimpuls~L des Kreisels. Daraus folgt, dass
∥

∥

∥

~L
∥

∥

∥ und damit insbesondere~L2 erhalten sind.

Da der Hebelarm~r in der yz-Ebene liegt und~FG in negativex-Richtung zeigt ist außerdem klar, dass

Mx = 0 gilt, woraus unmittelbarLx = const folgt.

Setzt man voraus, dass
∥

∥

∥

~M
∥

∥

∥
konstant ist, so folgen aus obigenÜberlegungen direkt die Gleichungen

L2
y + L2

z = const , L̇2
y + L̇2

z = const

Nutzt man die erste Gleichung nach einmaliger Differentiation nach der Zeit zur Elimination einer Im-

pulskomponente in der zweiten Gleichung, so erhält man letztlich das Drehmoment

~M = ~̇L = ωP







0

−Lz

Ly







Dabei wurde die gesuchte, konstante PräzessionsfrequenzωP aus obigen Konstanten zusammengesetzt.

Diese Gleichung beschreibt die Präzessionsbewegung des Kreisels, die einer Rotation um diex-Achse

entspricht. Bildet man~M2 sowohl von dieser Gleichung wie auch von~M = ~r × ~FG und setzt diese

gleich, so ergibt sich

mgr · sinΦ = ωP ·
√

L2
y + L2

z

wobeir = ‖~r‖ sowie der WinkelΦ zwischen der Figuren- und derz-Achse eingeführt wurde. Für kleine

Winkel gilt außerdem
√

L2
y + L2

z =
∥

∥

∥

~L
∥

∥

∥ sinΦ = ω ·Θz · sinΦ

wennω die Kreisfrequenz des Kreisels undΘz das Hauptträgheitsmoment der Figurenachse ist. Diese

Gleichungen liefern letztlich die gesuchte Präzessionsfrequenz:

ωP =
mgr

ω ·Θz
(2)

13



Im Versuch wollen wir den Kreisel zu Beginn aufω = 1000min−1 ≈ 17Hz beschleunigen. Der Dreh-

zahlmesser wird auf einen Zeitabschnitt von∆t = 2 s eingestellt und es werden Messungen bis zum

Stillstand des Kreisels durchgeführt. Wir nehmen dabei die Präzessionsfrequenz in Abhängigkeit von

der Drehfrequenz um die Figurenachse auf. Die genaue Durchführung der Messung ist aufgrund der

Größe der aufzubringenden Stange nicht ganz einfach. Es empfiehlt sich dabei das in der Vorbereitungs-

hilfe angeführte Messverfahren, welches nachfolgend kurz erläutert wird.

Es wird zunächst der innere Kardanrahmen des rotierenden Kreisels in einer gegenüber der Horizontalen

erhöhten Position festgehalten. Bevor man den Rahmen loslässt, versetzt man ihm einen geringen Stoß

in die zu erwartende Präzessionsrichtung, um die Nutationso gering wie möglich zu halten. Letztere

wird dann von uns zusätzlich gedämpft. Dann messen wir dieZeit, die der äußere Kardanrahmen für

eine halbe Umdrehung benötigt. Daraus lässt sich die Präzessionsfrequenz bestimmen.

Es ist zusätzlich zu beachten, dass wir dadurch nur einen Mittelwert fürωP erhalten. Damitω im selben

Zeitraum als Mittel genommen wird, messen wir die Kreisfrequenz des Kreisels zu Beginn und am Ende

der Messung und nehmen daraus das arithmetische Mittel.

Aufgabe 6: Haupttr ägheitsmomente
In dieser Aufgabe werden nun die Ergebnisse aus den Aufgaben3 und 5 verwertet, um die Haupt-

trägheitsmomente zu bestimmen. Dazu werden wir mit OriginAusgleichsgeraden durch die Messergeb-

nisse legen. Mit der so gefundenen SteigungζP wird Gleichung(2) zu

ωP =
mgr

Θz
·
1

ω
= ζP · ω

−1

oder nach dem TrägheitsmomentΘz der Hauptachse umgeformt:

Θz =
mrg

ζP

Bei Benutzung zusätzlicher Gewichte zum Stab ist darauf zuachten, dass das Produktmr am Schwer-

punkt genommen wird. Dazu nutzen wir unter Umständen auch den Satz von Steiner.

Die Berechnung der anderen Hauptträgheitsmomente erfolgt zunächst über Gleichung (1), welche durch

die Ausgleichsgeraden umgeschrieben werden kann als:

ωN =
Θz

√

Θx,0 ·Θy
ω = ζN,0 · ω , ωN =

Θz
√

Θx,1 ·Θy
ω = ζN,1 · ω

Dabei nutzen wir nach der Bemerkung in Aufgabe 3 die Bezeichnung Θx,1 = Θx,0 + Θgew, wenn

Θgew das Trägheitsmoment der zusätzlich angebrachten Gewichte ist, die wir über den Satz von Steiner

berechnen können. Dividieren wir obige Gleichungen durcheinander und formen nach dem gesuchten

TrägheitsmomentΘx,0 um, so erhalten wir

Θx,0 =
Θgew

(

ζN,0
ζN,1

)2

− 1

womit sich das zweite Hauptträgheitsmoment berechnet lässt. Das dritte HauptträgheitsmomentΘy er-

gibt sich dann aus den anderen beiden unmittelbar aus Gleichung (1) und der in Origin bestimmten

Steigung der Ausgleichsgeraden.
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Aufgabe 7: Beschleunigtes Bezugssystem
Nachdem wir uns in den vorigen Aufgaben ausgiebig mit den verschiedenen Bewegungsformen des Krei-

sels beschäftigt haben, lernen wir abschließend noch den Kreiselkompass kennen, welcher eine wichtige

Anwendungsmöglichkeit der erlernten Gesetzmäßigkeiten darstellt. Ein Kreiselkompass stellt sich auf

der Erde immer stets so ein, dass seine Figurenachse in Nord-Süd-Richtung zeigt. Damit ist er ein inter-

essantes Werkzeug zur Navigation.

Es ist zunächst in unserem Versuchsaufbau notwendig, eineder Drehachsen, nämlich diejenige, welche

durch den inneren Kardanrahmen gegeben ist, zu fesseln. Dadurch wird diese inelastisch an die Hori-

zontale gebunden. Wir betrachten kurz die Theorie eines Kreiselkompasses. Dazu stellen wir ihn uns so

ausgerichtet vor, dass dessen Achse anfangs parallel zur Erdoberfläche in Ost-West-Richtung stehe.

Einmal in Rotation versetzt, ist der Kreisel bestrebt, die Richtung seiner Drehimpulsachse~L im phy-

sikalischen Raum beizubehalten. Durch die Erdrotation mit~ωE wird die Horizontale von der Erde aus

gesehen relativ zum physikalischen Raum verschoben, da aber ~L beibehalten wird, könnte man sich vor-

stellen, dass die Kreiselachse immer schräger zur Erdoberfläche ausgerichtet wird.

Durch das Schrägstellen des Kreisels relativ zur Erde bewirkt die im Kreiselzentrum angreifende Schwer-

kraft nun aber ein Drehmoment~M , welches die Kreiselachse auf eine Horizontale relativ zurErde

drücken will. Dieser neuen Rotationsbewegung ist ebenfalls ein Drehimpuls zugeordnet, welcher senk-

recht auf dem Drehimpuls des Kreisels steht. Durch vektorielle Addition erhält man so einen Drehimpuls,

der schräg in eine Richtung zeigt, die zwischen Süden und Westen respektive Norden und Osten zeigt.

Der Kreisel wird sich nun auf diese neue Drehimpulsachse einstellen, die Kreiselachse verschiebt sich al-

so in oben genannte Richtung. Dies passiert so lange, bis dieKreiselachse genau in Nord-Süd-Richtung

weist. Dann sorgt die Erdrotation nämlich nicht mehr für eine Veränderung des Drehimpulses~L des

Kreisels im physikalischen Raum, sodass der Kreisel stets unter dem Einfluss der Schwerkraft in diesel-

be Richtung zeigt.

Kreiselkompasse sind so also nützliche Navigationsinstrumente, denn sie stellen sich stets in eine Nord-

Süd-Richtung ein. Dieses Prinzip soll in nachfolgenden noch kurz mathematisch gefasst werden.

Wir wollen den Winkel zwischen~ωE und ~L mit Φ bezeichnen. In einer geographischen Breiteα 6= 0◦

ergeben sich so die Komponenten des wirksamen Drehmoments zu:
∥

∥

∥

~M⊥

∥

∥

∥
= Θz · ω · ωE · sinΦ · cosα ,

∥

∥

∥

~Mq

∥

∥

∥
= Θz · ω · ωE · sinΦ · sinα

Das Drehmoment~M dreht den Kreisel also um die äußere Kardanachse, bis die Figurenachse in Nord-

Süd-Richtung zeigt. Dann ist nämlichΦ = 0, woraus sich ein Minimum für das resultierende Drehmo-
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ment ergibt.

Im Experiment werden wir diesen Effekt durch die Erdrotation nicht sichtbar machen können, da die-

se zu gering ist, um den grob gelagerten Kardankreisel in Nord-Süd-Richtung auszulenken. Stattdessen

verwenden wir einen Drehtisch, welcher eine wesentlich höhere Rotationsgeschwindigkeit ermöglicht.

Mit einem Holzkeil simulieren wir außerdem eine geographische Breite vonα = 30◦. Dies ist unbedingt

nötig, da sich sonst der Kreiselkompass am
”
Nordpol“ des Drehtisch-Systems befinden würde. Dort ist

eine Ausrichtung in Nord-Süd-Richtung aus ersichtlichenGründen unmöglich.

Quellenverzeichnis
Vorbereitungshilfen zum Versuch P2-71,74 Kreisel

Meschede, D.: Gerthsen Physik

Eichler, Kronfeldt, Sahm: Das neue physikalische Grundpraktikum

Demtröder, W.: Experimentalphysik Band 1 - Mechanik und W¨arme

Skizze zu den Eulerwinkeln:

http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Eulerangles.svg

Skizze zur Rotation des Quaders:

http://lp.uni-goettingen.de/get/text/1202

Skizze zum Nutationskegel:

https://lp.uni-goettingen.de/get/image/4209

Skizze zum Kardankreisel und zum Kreiselkompass:

Vorbereitungshilfen zum Versuch P2-71,74 Kreisel
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Aufgabe 1: Drehimpulserhaltung
Wir haben die in unserer Vorbereitung angeführten Demonstrationsversuche zur Drehimpulserhaltung

durchgeführt. Dabei war es trotz sorgfältigerÜberprüfung nicht ganz möglich, den Drehschemel exakt

eben auszurichten, sodass auf den Experimentator stets durch die Schwerkraft ein zusätzliches Drehmo-

ment wirkte.

In den einzelnen Versuchsteilen haben sich alle Voraussagen, die wir in der Vorbereitung ausgiebig dis-

kutiert haben, bestätigt. Besonders deutlich zu sehen wardabei die sich einstellende Drehung in Aufgabe

1.2.2, als dem Experimentator der bereits rotierende Kreisel mit vertikal stehender Achse übergeben

wurde. Auch der in Aufgabe 1.3 besprochene Pirouetteneffekt war sehr deutlich sichtbar.

Zur genaueren Erklärung sei auf die Diskussionen in der Vorbereitung verwiesen. Wir haben so in den

Demonstrationsversuchen gezeigt, dass der Drehimpuls im System Experimentator - Kreisel - Drehsche-

mel stets erhalten blieb.

Aufgabe 2: Freie Achsen
Der zweite Demonstrationsversuch diente uns dem Studium der Rotationsachsen einer quaderförmigen

Schachtel, auf deren Seitenflächen jeweils eineÖse befestigt waren. Mit Hilfe eines Drahtes konnten

wir je eine derÖsen mit einem Elektromotor verbinden und somit die Rotation um die entsprechenden

Achsen simulieren.

Zunächst befestigten wir den Draht an der Achse des kleinsten Trägheitsmoments, also an derÖse, die an

der kleinsten Quaderfläche befestigt war. Die Rotation desQuaders verlief bei kleinen Winkelgeschwin-

digkeiten stabil, bei einer größeren Motorleistungen konnten wir durch eine Störung von außen erreichen,

dass der Quader in der Luft umkippte und anschließend um die Achse des größten Trägheitsmoments ro-

tierte.

Danach befestigten wir den Quader an derÖse, die an der größten Fläche befestigt war. Die sich dann

einstellende Rotation um die Achse des größten Trägheitsmoments war stabil. Anschließend ließen wir

den Quader noch um die Achse mittleren Trägheitsmoments rotieren. Bereits bei kleinen Drehgeschwin-

digkeiten fing der Körper stark an zu taumeln, sobald die Motorleistung höher geregelt wurde, kippte der

Quader um und rotierte erneut um die Achse des größten Trägheitsmoments.

Damit ließen sich unsere Vermutungen aus der Vorbereitungen bestätigen. Rotationen um die Achse des

kleinsten Trägheitsmoments verlaufen metastabil, die umdie Achse des größten Trägheitsmoments sta-

bil. Rotationen um die Achse mittleren Trägheitsmoments verlaufen stets höchst instabil und führen zu

starken Taumelbewegungen.

Aufgabe 3: Kräftefreier Kreisel
Nachdem wir uns in den ersten beiden Aufgaben mit den Grundlagen von Rotationsbewegungen im

Allgemeinen beschäftigt haben, wurde von uns nun in dieserund in den nachfolgenden Versuchen am

Kardankreisel experimentiert. Zunächst haben wir uns mitder grundlegenden Bedienung des Kreisels

vertraut gemacht.
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Über einen Motor war es uns möglich, den Kreisel bis zu einergewissen Frequenz zu beschleunigen.

Die Frequenzmessung selbst erfolgte über einen Lichtsensor, der auf einen auf dem Kreisel befindli-

chen, dünnen Reflektorstreifen reagierte. Der Sensor selbst war über eine geeignete Schaltung mit einem

Messverstärker verbunden, von dem wir direkt die gemessenen Frequenzen ablesen konnten.

Ziel dieser Versuchsreihe war nun die Bestimmung der NutationsfrequenzνN des Kreisels in Abhängigkeit

von seiner aktuellen Drehfrequenzν. Am äußeren Kardanrahmen war eine rechteckige Reflektorfl¨ache

aufgeklebt. Wir nahmen einen zweiten Lichtsensor und richteten ihn so aus, dass er zunächst über diese

Reflektorfläche hinausragte.

Wir beschleunigten den Kreisel dann, bis eine Frequenz vonν = 25, 0Hz erreicht war. Immer nach

einem Frequenzintervall von∆ν = 0, 5Hz gaben wir dann dem Kardanrahmen einen kräftigen Stoß,

sodass sich Nutationsfiguren einstellen. Dadurch taumelteder Rahmen stets auf und ab, was der zweite

Lichtsensor registrieren konnte. So konnten wir direkt dieNutationsfrequenz bestimmen.

Nachfolgend sind unsere Messwerte dargestellt. Wir haben dabei zwei Messreihen durchgeführt, um den

statistischen Fehler zu minimieren.

Anschließend haben wir für beide Messreihen gemeinsam dieNutationsfrequenz über der Kreiselfre-

quenz aufgetragen. Dabei ergab sich das nachfolgende Schaubild.
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Es ergibt sich also ein linearer Zusammenhang zwischenνN undν. In der Vorbereitung haben wir Glei-

chung(1) zur Herleitung dieses linearen Zusammenhangs betrachtet.Wälzt man die Gleichung von den

Kreisfrequenzen auf die Frequenzen um, so ergibt sich:

νN =
Θz

√

Θx,korr ·Θy,korr
· ν = ζN,0 · ν

Origin lieferte uns die Steigung der Regressionsgeraden zu:

ζN,0 = 0, 519 ± 0, 003

Wir haben anschließend an den äußeren Kardanrahmen zwei zusätzliche, zylindrische Gewichte ange-

bracht, deren Massen laut Aufgabenblatt zu jeweilsm = (1000 ± 1) g gegeben waren. Durch das An-

bringen dieser Gewichte erhöht sich das Trägheitsmomentbei der für die Nutationsbewegung relevanten

Rotationsachse.

Die Messungen wurden von uns nun wiederholt. Erneut haben wir zwei Messreihen aufgenommen, um

den statistischen Fehler so niedrig wie möglich zu halten.Unsere Messwerte sind nachfolgend darge-

stellt.
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Eine Auftragung vonνN überν gemeinsam für beide Messreihen ergab das nachfolgende Schaubild.
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Es ergab sich wieder ein linearer Zusammenhang, sodass erneut eine mit Origin durchgeführte Regres-

sion gerechtfertigt war. Die SteigungζN,1 war dann gegeben zu:

ζN,1 = 0, 293 ± 0, 003

Im Vergleich zur Messung ohne zusätzliche Gewichte ist zu sagen, dass es uns vor allem im Bereich nied-

riger Kreiselfrequenzen sehr schwer fiel, noch vernünftige Messwerte aufzunehmen. Dies lag vor allem

an der zunehmend schwächer ausgeprägten Nutationsbewegung. Außerdem wurde durch das größere

Trägheitsmoment die Nutation stärker gedämpft, sodasswir stärker auf den Rahmen schlagen mussten,
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um diese noch relativ ausgeprägt sichtbar machen zu können.

Wir werden die von uns hier bestimmten Steigungen abschließend in Aufgabe 6 benutzen, um die Haupt-

trägheitsmomente des von uns verwendeten Kreisels zu bestimmen.

Aufgabe 4: Dämpfung des Kreisels
Ziel der Aufgabe war es, die Dämpfungsform des Kreisels zu analysieren und zu beschreiben. Dazu be-

schleunigten wir den Kreisel auf die Maximalfrequenz vonνmax = 47, 0Hz und maßen dann, beginnend

ab einer Frequenz vonνmax = 46, 0Hz, in einem Zeitintervall von∆t = 30 s die aktuelle Drehfrequenz

des Kreisels. Es ergaben sich dabei die nachfolgend dargestellten Messwerte.

Zur Veranschaulichung haben wir die Frequenzν des Kreisels über der seit dem Messbeginn abgelaufe-

nen Zeitt aufgetragen. Dabei ergab sich folgendes Schaubild.
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f
A 51,00066 0,18272
R0 -8,11521E-4 8,37452E-6

Man erkennt sehr schön, dass die Kreiselfrequenz exponentiell mit der Zeit abfällt. Dies deckt sich auch

gut mit unseren Vermutungen aus der Vorbereitung. Da wir denKreisel als eine Form des harmoni-

schen Oszillators betrachten können, ergibt sich aufgrund der auftretenden Reibungen eine exponentielle

Dämpfung der Frequenz.

Aufgrund der Tatsache, dass der von uns verwendete Kreisel erst nach einer Zeit vont = 42min zum

Stillstand kam kann man davon ausgesehen, dass die Kreiselachse hervorragend gelagert und der Kreisel

selbst gut austariert waren.

Aufgabe 5: Einflussäußerer Drehmomente
In der nachfolgenden Versuchsreihe war es unser Ziel, die Präzession des Kreisels näher zu untersuchen,

die neben der Nutation eine weitere typische Bewegungsformaller Kreiselkörper darstellt. Damit der

Kreisel Präzessionen ausführt, muss er einem permanenten äußeren Drehmoment unterliegen. Dies ha-

ben wir dadurch erreicht, dass wir, wie in der Vorbereitung angegeben, eine Stahlstange an den Rand des

inneren Kardanrahmens geschraubt haben.

Das von uns durchgeführte Messverfahren wurde im Vergleich zu dem in der Vorbereitung diskutierten

leicht variiert. Wir haben zunächst am Anfang einer jeden Messung die Stange, und damit die Kreise-

lachse, so fixiert, dass eine am äußeren Kardanrahmen angebrachte Markierung deckungsgleich war zur

entsprechenden Markierung am Standfuß des Kreisels.

Dann wurde von uns die momentane Kreiselfrequenzν gemessen. Direkt nach der Messung haben wir

die Stange losgelassen und die Zeitt gestoppt, die der Kreisel für eine vollständige Präzession benötigte.

Die Stange wurde von uns wieder festgehalten und erneut die Kreiselfrequenz gemessen.

Damit ergaben sich bei uns pro Messdurchgang drei Messwerte. Da wir die Präzessionsfrequenz direkt
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aus der Umlaufzeitt bestimmen, diese aber in Abhängigkeit von der momentanen Kreiselfrequenz ange-

ben wollen, müssen wir letztere aus den beiden gemessenen Werten der Kreiselfrequenz mitteln. Dann

erhalten wir also die Präzessionsfrequenz in Abhängigkeit von der mittleren Kreiselfrequenz je Umlauf.

In der nachfolgenden Tabelle sind die von uns aufgenommenenMesswerte abgebildet. Die Kreiselfre-

quenzν ist hierbei direkt die nach obigem Verfahren gemittelte Frequenz der beiden gemessenen Werte

je Durchgang. Auch hier haben wir zwei Messreihen durchgef¨uhrt, um die Genauigkeit zu erhöhen.

Tragen wir die Präzessionsfrequenz über die reziproke Kreiselfrequenz für beide Messreihen gemeinsam

auf, so erhalten wir das nachfolgende Schaubild.
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Es ergibt sich dabei, wie wir es in der Vorbereitung hergeleitet haben, ein linearer Zusammenhang. Auch

hier wollen wir die von uns aufgestellte Gleichung(2) noch auf die Frequenzen umwälzen:

νP =
mgr

4π2Θz
· ν−1 = ζP,0 · ν

−1

Origin lieferte uns durch lineare Regression die Steigung:

ζP,0= 2, 014 ± 0, 037

Wir variierten den Versuch noch dergestalt, dass wir auf dieStange ein zusätzliches zylindrisches Ge-

wicht aufgebracht haben, sodass sich das auf den Kreisel wirkende, äußere Drehmoment erhöhte. Nach

Absprache mit unserem Betreuer haben wir den Abstandd des Kreiselzentrums zum Zentrum des zylin-

drischen Gewichts von Hand gemessen und kamen aufd = (38, 5 ± 0, 1) cm.

Wir haben die Messungen wie zuvor durchgeführt, dieses Malaber nach Absprache mit unserem Betreu-

er auf eine zweite Messreihe verzichtet. Nachfolgend sind wieder unsere Messwerte abgedruckt.

Auch hier haben wir wieder die Präzessionsfrequenz über der reziproken Kreiselfrequenz aufgetragen.
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Die lineare Regression in Origin lieferte uns die Steigung:

ζP,1= 4, 678 ± 0, 222

Man erkennt im Vergleich zur ersten Versuchsreihe ohne zus¨atzliches Gewicht, dass sich eine größere

Streuung der Messwerte ergab. Dies führen wir auf die erhöhte Präzessionsfrequenz zurück, die ein

genaues Stoppen der Periodendauer erschwerte.

Es ergaben sich außerdem bei allen Messungen Fehler durch zusätzliche Nutationen, die sich von uns

trotz größter Sorgfalt nicht verhindern ließen. Diese waren im zweiten Versuchsteil bei aufgestecktem

Zusatzgewicht so erheblich ausgeprägt, dass eine genaue Messung der Zeit nicht mehr möglich war.

In der nachfolgenden Aufgabe werden wir die von uns bestimmten Steigungen nun zur Bestimmung der

Hauptträgheitsmomente verwenden.

Aufgabe 6: Haupttr ägheitsmomente
Mit den Ergebnissen aus Aufgabe 3 und 5 können wir nun die Hauptträgheitsmomente des Kreisels be-

stimmen. Verwenden lassen sich davon die Steigungen der Regressionsgeraden. Diese sind hier nochmals

mit ihren statistischen Fehlern aufgelistet.

Weiterhin werden noch einige Abstände und Massen benötigt. Diese wurden bis aufrS und lG alle aus

der Vorbereitunsmappe entnommen.

Mit all diesen Angaben ist es uns nun möglich die Hauptträgheitsmomente des Kreisels zu bestimmen.

Berechnung vonΘx

Bevor wirΘx berechnen können, müssen wir zunächst noch das TrägheitsmomentΘGew der Zylinderge-

wichte bestimmen. Dazu wenden wir den Satz von Steiner auf das Trägheitsmoment der beiden einzelnen
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Gewichte an und nehmen dieses mal zwei:

ΘGew = 2

(

1

2
mZ

(

dZ

2

)2

+mZ (lZ +
dZ

2
)2

)

= 0, 0575 kg m2

Den zugehörigen systematischen Fehler∆ΘGew erhalten wir mit der arithmetischen Fehlerfortpflanzung

und den Fehlern bereits angegebenen Strecken und Massen:

∆ΘGew =

∣

∣

∣

∣

∂ΘGew

∂mZ

∣

∣

∣

∣

∆mZ +

∣

∣

∣

∣

∂ΘGew

∂dZ

∣

∣

∣

∣

∆dZ +

∣

∣

∣

∣

∂ΘGew

∂lZ

∣

∣

∣

∣

∆lZ

= 2

(

3

8
d2Z + dZ lZ + l2Z

)

∆mZ +

(

3

2
dZmZ + 2lZmZ

)

∆dZ + 2(dZ + 2lZ)mZ ∆lZ

= 0, 00077 kg m2

Das äußere Trägheitsmoment der beiden Zylindergewichteergibt sich so also zu

ΘGew = (0, 0575 ± 0, 0008) kg m2

In der Vorbereitung wurden bereits Gleichungen hergeleitet, über welche wir mit den SteigungenζN,i aus

den Graphen von Aufgabe 3 das TrägheitsmomentΘx bestimmen können:

Θx =
ΘGew

(

ζN,0
ζN,1

)2

− 1
= 0, 0269 kg m2

Hierzu kann ein systematischer sowie ein statistischer Fehler angegeben werden.

Systematischer Fehler

∆Θx =

∣

∣

∣

∣

∂Θx

∂ΘGew

∣

∣

∣

∣

∆ΘGew

=
∆ΘGew

(

ζN,0
ζN,1

)2

− 1

= 0, 00037 kg m2

Statistischer Fehler

σΘx =

√

(

∂Θx

∂ζN,0
σζN,0

)2

+

(

∂Θx

∂ζN,1
σζN,1

)2

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2ΘGew ·
ζN,0

ζ2N,1
(

(

ζN,0
ζN,1

)2

− 1

)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

(

σζN,0

)2
+

(

ζN,0

ζN,1
σζN,1

)2

= 0, 0004 kg m2

Somit ergibt sich unserΘx zu

Θx = (0, 0269 ± 0, 0004 ± 0, 0004) kg m2
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Berechnung vonΘz

Mit den Ergebnissen aus Aufgabe 5 können wir das TrägheitsmomentΘz um die Figurenachse des

Kreisels bestimmen. Dies erfolgt ein mal für den Fall mit dem zusätzlichen Gewicht am Stab und ein

mal nur mit dem Stab. Die Formel hierzu wurde bereits in der Vorbereitung hergeleitet. Wieder benutzen

wir die SteigungenζP,i der Regressionsgeraden aus den Graphen.

Θz =
mrg

4π2ζP,i

Wir müssen die beiden Fälle mit und ohne Zusatzgewicht am Stab hierbei einzeln betrachten.

Stab ohne Zusatzgewicht

Zunächst haben wir die Messung nur mit dem Stab, ohne ein zusätzliches Gewicht durchgeführt. So

erhalten wir für das TrägheitsmomentΘz,0:

Θz,0 =
mSg(rS + riR)

4π2ζP,0
= 0, 0116 kg m2

Systematischer Fehler

∆Θz,0 =

∣

∣

∣

∣

∂Θz,0

∂mS

∣

∣

∣

∣

∆mS +

∣

∣

∣

∣

∂Θz,0

∂rS

∣

∣

∣

∣

∆rS +

∣

∣

∣

∣

∂Θz,0

∂riR

∣

∣

∣

∣

∆riR

=

∣

∣

∣

∣

Θz,0

mS

∣

∣

∣

∣

∆mS +

∣

∣

∣

∣

mSg

4π2ζP,0

∣

∣

∣

∣

(∆rS +∆riR)

= 0, 0001 kg m2

Statistischer Fehler

σΘz,0 =

√

(

∂Θz,0

∂ζP,0
σζP,0

)2

=
Θz,0

ζP,0
σζP,0

= 0, 0002 kg m2

Somit ergibt sich das TrägheitsmomentΘz,0 ohne Gewicht am Stab zu

Θz,0 = (0, 0116 ± 0, 0001 ± 0, 0002) kg m2

Stab mit Zusatzgewicht

Als Variation der Messung haben wir im AbstandlG = (38, 5 ± 0, 1) cm vom Kreiselschwerpunkt ein

zusätzliches Gewicht der MassemG = (375 ± 1) g angebracht. Dieses muss nun in der Berechnung

des Trägheitsmomentes berücksichtigt werden.

Θz,1 =
mS g (rS + riR) +mG g lG

4π2ζP,1
= 0, 0128 kg m2
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Systematischer Fehler

∆Θz,1 =

∣

∣

∣

∣

∂Θz,1

∂mS

∣

∣

∣

∣

∆mS +

∣

∣

∣

∣

∂Θz,1

∂rS

∣

∣

∣

∣

∆rS +

∣

∣

∣

∣

∂Θz,1

∂riR

∣

∣

∣

∣

∆riR +

∣

∣

∣

∣

∂Θz,1

∂mG

∣

∣

∣

∣

∆mG +

∣

∣

∣

∣

∂Θz,1

∂lG

∣

∣

∣

∣

∆lG

=
g

4π2ζP,1
[(rS + riR)∆mS +mS(∆rS +∆riR) + lG∆mG +mG∆lG]

= 0, 0012 kg m2

Statistischer Fehler

σΘz,1 =

√

(

∂Θz,1

∂ζP,0
σζP,0

)2

=
Θz,1

ζP,1
σζP,1

= 0, 0006 kg m2

So erhalten wir für das TrägheitsmomentΘz,1 mit Gewicht am Stab

Θz,1 = (0, 0128 ± 0, 0012 ± 0, 0006) kg m2

Bildet man den Mittelwert der beiden Ergebnisse, ergibt sich das TrägheitsmomentΘz der Figurenachse

des Kreisels, welches wir für weitere Berechnungen verwenden werden.

Θz = (0, 0122 ± 0, 0007 ± 0, 0004) kg m2

Berechnung vonΘy

Das letzte verbliebene Trägheitsmoment können wir schließlich über die beiden anderen Trägheitsmomente

mit folgender Beziehung aus der Vorbereitung berechnen:

νN =
Θz

√

ΘxΘy

ν = ζN,0 ν

⇒ Θy =
Θ2

z

ζ2N,0 Θx

= 0, 0205 kg m2

Systematischer Fehler

∆Θy =

∣

∣

∣

∣

∂Θy

∂Θx

∣

∣

∣

∣

∆Θx +

∣

∣

∣

∣

∂Θy

∂Θz

∣

∣

∣

∣

∆Θz

= Θy

(

1

Θx

∆Θx +
2

Θz

∆Θz

)

= 0, 0033 kg m2
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Statistischer Fehler

σΘy =

√

(

∂Θy

∂ζN,0
σζN,0

)2

+

(

∂Θy

∂Θx

σΘx

)2

+

(

∂Θy

∂Θz

σΘz

)2

= Θy

√

(

2

ζN,0
σζN,0

)2

+

(

1

Θx

σΘx

)2

+

(

2

Θz

σΘz

)2

= 0, 0003 kg m2

Somit ergibt sich das TrägheitsmomentΘy zu

Θy = (0, 0205 ± 0, 0033 ± 0, 0003) kg m2

Im Vergleich dazu das TrägheitsmomentΘx

Θx = (0, 0269 ± 0, 0003 ± 0, 0004) kg m2

Eigentlich sollten diese beiden Werte recht nahe bei einander liegen, da es sich um einen ziemlich sym-

metrischen Kreisel handelte.Θy hat bereits einen sehr großen systematischen Fehler, der auf die unge-

naue Messung vonΘz zurückzuführen ist, jedoch reicht dieser Fehlerbereichnicht aus umΘx abzu-

decken. DaΘy vonΘz abhängt, welches wir zuvor ebenfalls experimentell bestimmt haben, kommt hier

eine gewisse Ungenauigkeit zustande, welche bereits zuvordiskutiert wurde. Die beiden WerteΘz,0 und

Θz,1, aus welchen der Mittelwert gebildet wurde, weichen ziemlich voneinander ab. Wir vermuten, dass

wir mit einer weiteren Messreihe vonΘz bei einem anderen Abstand des Gewichtes einen noch höheren

Wert erzielt hätten, welcher wiederumΘy näher anΘx heranbringen würde.

Ein weiterer Grund könnte die leichte Beschädigung des Kugellagers sein, die auf nicht korrekte Monta-

ge des Kreisels zurückzuführen ist. Der Kreisel war zu Beginn des Versuchs falsch montiert, wurde dann

aber von den Technikern repariert. Es ist nicht auszuschließen, dass er dabei teilweise seine Symmetrie

verloren hat.

MassemR des Rotors
Abschließend können wir nun die Masse des Rotors aus dem Tr¨agheitsmoment der Zylinderscheibe

berechnen.

Θz =
1

2
mR

(

dR

2

)2

⇔ mR =
8 Θz

d2R
= 5, 36 kg

Auch hier lassen sich wieder ein statistischer und ein systematischer Fehler angeben:

Systematischer Fehler

∆mR =

∣

∣

∣

∣

∂mR

∂dR

∣

∣

∣

∣

∆dR +

∣

∣

∣

∣

∂mR

∂Θz

∣

∣

∣

∣

∆Θz

= mR

(

2

dR
∆dR +

1

Θz

∆Θz

)

= 0, 40 kg
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Statistischer Fehler

σmR
=

√

(

∂mR

∂Θz

σΘz

)2

=
mR

Θz

σΘz

= 0, 26 kg

Die Masse des Rotors ergibt sich zu

mR = (5, 36 ± 0, 40 ± 0, 26) kg

Aufgrund der Ungenauigkeit vonΘz haben wir auch hier einen recht großen systematischen sowiestati-

stischen Fehler. Die Abschätzung der Rotormasse halten wir daher nicht für sonderlich genau.

Aufgabe 7: Beschleunigtes Bezugssystem
Wir betrachteten als abschließenden Demonstrationsversuch noch einen Kreiselkompass, um dessen

Funktionsweise zu studieren. Entgegen den Angaben in der Vorbereitung haben wir dazu nicht den von

uns verwendeten Versuchskreisel benutzt, denn es stand bereits ein voll funktionstüchtiges Modell eines

Kreiselkompasses zur Verfügung.

Dieses bestand aus einem Kardankreisel mit gefesseltem horizontalem Rahmen, welches über ein Gestänge

schräg auf einem Drehteller platziert wurde. Wir haben denKreisel von Hand beschleunigt und den Mo-

tor des Drehtellers angestellt. Durch die Schräglage des Kreisels simulierten wir die geographische Breite

in Karlsruhe und durch die Rotation auf dem Drehteller eine um ein Vielfaches beschleunigte Erdrotati-

on.

Wir konnten dann beobachten, wie sich die Achse des Kardankreisels nach längerem Auspendeln in

Nord-Süd-Richtung ausrichtete, genau so, wie wir es in derVorbereitung vorhergesagt und erläutert ha-

ben. Die schnelle Rotation des Drehtellers ist aufgrund derrelativ niedrigen Kreiselfrequenz von Nöten.

Wollte man mit demselben Kompass tatsächlich eine Nord-S¨ud-Ausrichtung nur aufgrund der Erdrota-

tion durchführen, so hätten wir ihn auf sehr viel höhere Frequenzen beschleunigen müssen, als dies uns

möglich gewesen wäre.
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