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FAKULTAT FUR PHYSIK, Universitat Karlsruhe (TH) gg(l-r
Physikalisches Praktikum P2 fiir Physiker und Lehramtskandidaten

Versuch P2-71,74 Kreisel Raum F1-11

Dieser Versuch soll Thnen ein Verstindnis fiir die Bewegungsformen rotierender starrer Kdrper vermitteln.
Im ersten Teil des Versuchs haben Sie die Gelegenheit, sich eingehend mit dem Erhaltungssatz fiir den Dreh-
impuls auseinanderzusetzen. Im zweiten Teil beobachten Sie anhand eines kardanisch gelagerten Kreisels die
unterschiedlichen Bewegungsformen des starren Korpers und deuten diese mit Hilfe der Theorie. Als wich-
tige technische Anwendung der Kreiselgesetze wird Ihnen der Kreiselkompall im Modell vorgestellt.

Eine Zusammenfassung des notwendigen theoretischen Hintergrundes zu diesem Versuch sowie besondere
Hinweise zur Durchfithrung der folgenden Aufgaben werden Thnen in einer Vorbereitungshilfe zu diesem
Versuch gegeben.

Beachten Sie die Gefihrlichkeit des rotierenden Kreisels! Langes Haar muss gesichert werden
(Kopftuch, Stirnband o.4.)!

Hinweise:

Den Antriebsmotor fiir den Kreisel immer im Rechtslauf und im Drehzahlbereich 0-3500 min™ betreiben und
vor jedem Kreiselanwurf die Drehzahl auf Null zuriickstellen! Vergewissern Sie sich vor jedem Kreisel-
anwurf, daBl die biegsame Welle am Motorflansch fest aufsitzt und dafl sie moglichst wenig gebogen ist.
Sorgen Sie durch geeignetes Andriicken fiir einen guten mechanischen Kontakt der Sdgezahnkupplung.
Wenn Sie die biegsame Welle nicht bendtigen, lagern Sie diese bitte in gestreckter Haltung.

Beachten Sie:

Der Kreisel ist sehr teuer und empfindlich - behandeln Sie ihn mit Sorgfalt. Zum abbremsen des
Kreisels niemals ,,grobe Hebel“ ansetzen, sondern nur mit den Handschuhen an der Welle zupacken.
Der Kreiselkorper ist tabu.

Aufgaben:

1. Die Drehimpulserhaltung. Uberlegen Sie sich Versuche zur Demonstration der Drehimpulserhaltung
anhand eines Drehschemels und eines Fahrradkreisels (Fahrradfelge mit Bleieinlage und Handgriffen an der
Achse). Fiihren Sie diese Versuche durch.

2. Freie Achsen. In den Mittelpunkten der Seitenflichen einer 'Zigarrenkiste' sind Osen angebracht.
Héangen Sie die Kiste an jeweils einer dieser Osen mit einem Draht an die Achse eines Elektromotors.
Beobachten Sie das Verhalten der Kiste, wenn sie in Rotation versetzt wird. Deuten Sie Ihre Beobachtungen.

3. Der kriftefreie Kreisel. Messen Sie die Nutationsfrequenz des symmetrischen Kreisels in Abhéngigkeit
von der Drehfrequenz um die Figurenachse. Wiederholen Sie diese Messung nach Anbringen der zylind-
rischen Zusatzgewichte an den &uBleren Kardanrahmen. Tragen Sie die gemessenen Werte in einem Dia-
gramm auf.

4. Die Dampfung des Kreisels. Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels um die Figuren-
achse als Funktion der Zeit. Tragen Sie die gemessenen Werte in einem Diagramm auf.

5. Der Kreisel unter dem Einfluf} fiuflerer Drehmomente. Messen Sie beim nutationsfreien, sym-
metrischen Kreisel die Priazessionsfrequenz in Abhingigkeit von der Drehfrequenz um die Figurenachse.
Tragen Sie die gemessenen Werte in einem Diagramm auf.

6. Die Haupttrigheitsmomente. Berechnen Sie aus den gemessenen Priazessions- und Nutationsfrequenz-
en die Haupttrigheitsmomente des symmetrischen Kreisels unter Beriicksichtigung der zusétzlichen Trag-
heitsmomente der Kardanrahmen. Geben Sie eine Abschétzung fiir die Masse des Rotors an.



7. Der Kreisel im beschleunigten Bezugssystem. Fesseln Sie den inneren Kardanrahmen mittels der Arre-
tiervorrichtungen an die Horizontalebene. Stellen Sie den Holzkeil auf den Drehtisch und plazieren Sie den
Kreisel darauf. Weshalb der Holzkeil? Beobachten und deuten Sie die Bewegung der Figurenachse nach
Handanwurf des Kreisels und anschlieBendem Einschalten der Drehtischrotation.

Angaben:

Massen:

m (zyl. Gewicht) = (1000 £+ 1) g pro Stiick

aufschraubbarer Stab (330 + 1) g mit verschiebbarem Gewicht 375+ 1) g

Strecken:

Kreiselschwerpunkt - aufgeschraubtes zylindrisches Gewicht: (14.9 £0.1) cm
Durchmesser des zylindrischen Gewichtes: (4.00 +0.01) cm

Kreiselschwerpunkt - duflerer Rand des inneren Kardanrahmens: (10.91 +0.03) cm
Durchmesser des Rotors: (13.50 +0.01) cm

Fehlerrechnung:
Zu Aufgabe 6 kann im Rahmen der obligatorischen Fehlerrechnungen im P2 und nach Absprache mit dem
Betreuer eine ausfiihrliche Fehlerrechnung durchgefiihrt werden.

Zubehor:

Drehstuhl und Fahrradkreisel,

Kérper in Form einer Zigarrenkiste mit Osen zum Aufhéingen an den drei verschiedenen Seiten
und Antriebsmotor dazu,

Kreisel in kardanischer Authdngung mit diversen Zusatzteilen,
Antriebsmotor fiir den Kreisel mit biegsamer Welle und Motorsteuerung,
Drehtisch mit Antriebsmotor,

Holzkeil fiir den geneigten Aufbau des Kreisels auf dem Drehtisch,

2 schwanenhalsgelagerte Photosensoren (mit integrierter Lichtquelle),

2 Frequenzzihler (Hameg HM8021-4) ,

Stoppuhr

Literatur:

Budo: Theoretische Mechanik, Par. 51, 58

Miiller-Pouillet: Mechanik punktférmiger Massen, 1929, Bd. 1, Teil 1, Kap. 6, Par. 5--7, 9
Falk-Ruppel: Mechanik Relativitit Gravitation, Par. 27

Bergmann-Schifer: Lehrbuch der Experimentalphysik, Bd. 1, Par. 39

Pohl: Mechanik, Akustik und Wérmelehre, Par. 51, 52, 55, 56

Magnus: Kreisel, Theorie und Anwendungen

Grammel: Der Kreisel, seine Theorie und seine Anwendungen, 1950, Bd. 1 & 2
Goldstein: Klassische Mechanik, Kap. 5
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Theoretische Grundlagen

Wir schaffen zunachst alle theoretischen Grundlagenndtevendig sind, um die Bewegungen eines
Kreisels vollstandig zu verstehen und beschreiben zaddnDabei gehen wir nicht nur ausfuhrlich auf
die Tragheitsmomente eines Korpers ein, sondern auchraonfllegende Begriffe, die im Zusammen-
hang mit Rotationsbewegungen stets vorkommen.

Tragheitsmoment und Tiagheitstensor

Das Tragheitsmoment stellt fir Rotationsbhewegungenfstedogon der tragen Masse in Translations-
bewegungen dar. Es beschreibt also den Widerstand einebigeh Korpers gegeniiber Rotationsbewe-
gungen. Im Gegensatz zur tragen Masse ist das Tragheiteniallerdings nicht nur von der Masse des
Kdrpers selbst abhangig, sondern zusatzlich noch voiMidsseverteilung sowie von der Drehachse.
Es hat sich daher als notwendig erwiesen, den Tragheststénc R3*3 fiir beliebige dreidimensionale
Korper einzufuhren, dessen Elemesag mit 7,7 € {1,2,3} die einzelnen Tragheitsmomente ausge-
zeichneter Richtungen sind. Durch die Verwendung des Tefmyiicksichtigt man die Drehachsen, um
die man die Rotation auf den Korper auftragt.

Zur Berechnung einzelner Tragheitsmomente ist die Késirdar Massenverteilung (), sprich die
ortsabhangige Dichte, von Noten. Man erhalt das Tragmme@ment dann tber

Ojj :/ 7“2p(77)d3X
\%

wobei r stets senkrecht zur betrachteten Achse stehe. Die In@yratfolgt iber das ganze Volumen
dV = d>x. Als ein Beispiel sei hier das Tragheitsmoment eineszwtiiders, der um seine Symmetrie-
achse rotiere, genannt.

Seir der Radius sowien die Masse des Vollzylinders, welcher um seine Symmetrigachtiere, dann
ist dessen Tragheitsmomeat,z; nach Ausfuhren des obigen Integrals gegeben durch:

1
@VZ = §m7°2

Tr agheitsellipsoid und Haupttragheitsachsen

Fuhrt man obiges Integral fur den allgemeinsten Fall ®imebekannten Korpers aus, indem man drei
verschiedene Winkel fur die Raumrichtungen sowie dréebae Abstande einfuihrt, so erhalt man eine
Gleichung fur das Tragheitsmoment, die eine Flachetarv€irdnung im Raum beschreibt. Veranschau-
lichen kann man sich diese Flache als den Tragheitseitlps. Nachfolgend ist ein solcher Ellipsoid
dargestellt.




Im allgemeinsten Fall besitzt der Ellipsoid drei versclieel Hauptachsen. Die drei Figurenachsen
werden auch als Haupttragheitsachsen des Korpers beetid=hrt man eine geeignete Hauptach-
sentransformation durch, legt man also die Achsen des welsten Koordinatensystems durch die
Haupttragheitsachsen, so vereinfacht sich der Tragibeior, da er als symmetrischer Tensor mit Rang
3 stets diagonalisiert werden kann. Die drei Elemente diBs&&gonalmatrix nennt man dann Haupt-
tragheitsmomente.

Man kann sich den Ellipsoiden als Hilfsmittel zur Beschuei@p der Tragheitseigenschaften des Korpers
vorstellen. Im Falle eines symmetrischen Kreisels sindi zige drei Haupttragheitsmomente identisch.
Der Ellipsoid wird daher eine ausgezeichnete Symmetrgablaben, anschaulich wird gigarrenfor-
mig".

Stimmt auch das dritte Haupttragheitsmoment mit den amdeeiden Uberein, so wird der Ellipsoid zu
einer Kugel. Es gibt dann keine ausgezeichnete Achse miehfraégheitsachsen des Korpers sind alle
gleichberechtigt. Beispiele fur entsprechende Kreisilen dann eine Kugel oder ein Wirfel, den man
um Achsen rotieren lasst, die durch dessen Flachenmitigte gehen.

Satz von Steiner

Mochte man das Massentragheitsmom@gteines starren Korpers bezuglich einer Drehachse berech-
nen, die nicht durch dessen Schwerpunkt geht, so nutzt maSakz von Steiner. Es bezeich®erper
das Tragheitsmoment des starren Korpers der Madseziglich einer Drehachse durch dessen Schwer-
punkt. Die eigentliche Drehachse $&ion der Schwerpunktachse entfernt. Das Tragheitsmonngitit e
sich dann zu:

Ojj = Okeorper + mi?

Grundbegriffe der Rotationsbewegungen

Im Laufe des Versuchs begegnen und zahlreiche BegriffeRdiationsbewegungen charakterisieren,
daher soll ein kurzetlberblick tiber diese vorgenommen werden. Da Translationd Rotationsbe-
wegungen ahnliche Verhaltensweisen haben, soll in einerrek Uberblick immer derUbergang zu
Gesetzmaligkeiten der Translation zu denen der Rotatischgffen werden.

Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung

In Translationsbewegungen beschreibt man die Geschvkieitligines Korpers tUbet. Rotiert ein Kdrper
in Entfernung mit dieser Geschwindigkeit um eine Achse, so ist es zwe&kgydie Winkelgeschwin-
digkeit & als Pseudovektor einzufithren. Sie beschreibt die getietzeiticheAnderungy des Winkels
© zwischen einer festgelegten Achse utand ist definiert tiber

X U

=3

0=
mitw = ¢. Leitet man die Winkelgeschwindigkeit zeitlich ab, soatmian die Winkelbeschleunigung:

=

Q1

Drehimpuls

Der Drehimpulsﬁ stellt das Analogon zum Impujg dar. Sei© der Tragheitstensor eines Korpers, so
finden wir den Drehimpuls Uber:

-

L=rxp=06d



Ganz analog zum Impuls in der Translation ist der Drehimjpudier Rotation eine Erhaltungsgrof3e. Mit
der Rechte-Hand-Regel kann man die Drehrichtung des K&mgxr&ennen, wenn man den Daumen in
RichtungE zeigen lasst. Firr diBnderung des Drehimpulses ist ein Drehmoment nétig.

Drehmoment

Um in der Translation eine Impulsanderung zu erzielen,svaug den Korper eine Kraff' wirken. In
der Rotation entspricht dieser Kraft gerade dem Drehmomh&ntit:

—

M=7xF=0d
Genauso, wie fir die Translation = 7 gilt, gilt in der Rotation auch:
M=1L

Existieren keine auf3eren Drehmomente, sd.ist const.

Eulersche Kreiselgleichungen

Zur mathematischen Beschreibung der Rotation starrepétdrerwendet man tiblicherweise die Euler-
schen Kreiselgleichungen. Sie stellen ein System von iffialgleichungen im Hauptachsensystem
des starren Korpers dar. Bezeichnet man die KomponentaWid&elgeschwindigkeiti mit w;, die des
Drehmoments\Z mit M; und die Haupttragheitsmomente réif, so lauten die Gleichungen:

My = 01w — (02 — O3) wows
MQ = @202)2 — (@3 — @1) w3aw1i
M3 = O3ws — (01 — O1) wiws

Aufgabe 1: Drehimpulserhaltung

Es sollen von uns zunachst einige Versuche zur Drehimghatang durchgefiuhrt werden. Dazu werden
wir einen Fahrradkreisel sowie einen Drehschemel verwerder Experimentator setzt sich zu Beginn
eines jeden Teilversuchs stets auf den Drehschemel unelt iid ihm zusammen ein geschlossenes
System. Der Fahrradkreisel wird von uns entweder von Haed it einer geeigneten Nylonschnur so
schnell wie notig aufgezogen und dadurch in Rotation ¥etsEs ist dabei von uns darauf zu achten,
dass der Schemel ungefahr eben ausgerichtet wird, unmeaDehmomente zu vermeiden.

Da der Drehschemel nur eine Rotationsachse erlaubt, diehime Beschrankung der Allgemeinheit in
z-Richtung zeige, betrachten wir zur Drehimpulserhaltunghanur die vertikale Komponente, des
Drehimpulses, denn nur diese ist die wirksame Komponente.

Aufgabe 1.1: Experimentator halt zu Beginn den ruhenden Kreisel

Zunachst werden wir zwei verschiedene Versuche durcéfijtbei denen der Experimentator bereits zu
Beginn den ruhenden Fahrradkreisel in der Hand halt. Ddgighen des Kreisels geschieht also erst,
nachdem der Experimentator zusammen mit dem Kreisel in Ral8ystem verharrt sind. Variiert wird
dann der Winkek zwischen der Achse des Fahrradkreisels und der Horizontale



Aufgabe 1.1.1: Horizontale Achse ¢ = 0°)

Der Experimentator halt zu Beginn die Achse so, dass siefahghorizontal liegt. Dann wird der Kreisel
angeworfen und die Achse wird kontinuierlich in vertikalage verkippt. Es ist dabei zu erwarten, dass
der Experimentator zu Beginn in Ruhe verbleibt. Sobald @ogh die Drehachse in vertikale Position
bringt, wird der Drehschemel in eine Rotationsbewegungetet, deren Drehsinn dem Fahrradkreisel
genau entgegengesetzt ist.

Grund fur diese Bewegung ist die Drehimpulserhaltung. £giBn ist der Gesamtdrehimpuls wie auch
L, gleich Null. Durch das Anwerfen von au3en wird dem Systennaon aulen Drehimpuls zugefihrt.
Halt man den Kreisel mit der Achse in horizontaler Richtusg zeigt auch der neu hinzugekommene
Drehimpuls in diese Richtung. Da der Drehimpuls in diesehRing senkrecht zil, ist, tragt er nichts
zum System bei.

Bringt der Experimentator dann aber die Kreiselachse lghrai L, an, so findet sich im System plotzlich
eine Komponentd.; # 0 vor. Nach der Drehimpulserhaltung muss diese Komponemieesirger gleich
grof3en in—L,-Richtung kompensiert werden. Diese wirkt auf den Expenitatr und lasst ihn auf dem
Schemel in einer dem Kreisel entgegengesetzten Richtuiggeno.

Aufgabe 1.1.2: Vertikale Achse & = 90°)

Die Aufgabe ist analog zu 1.1.1, allerdings halt der Experitator hier die Achse zu Beginn vertikal
und verkippt sie in horizontale Position. Wir werden hierdits beim Anwerfen eine dem Fahrradkreisel
entgegengesetzte Drehbewegung bemerken, die aufhdrdnsebald sich die Achse in horizontaler
Position befindet.

Das Phanomen ist ganz analog zu Aufgabe 1.1.1, nur ist zutpubkt des Anwerfens des Kreisels
wegen der vertikal angebrachten Kreiselachse sofort eéhibwpuls vonZ, # 0 vorhanden, weshalb
die entgegengesetzte Rotation des Experimentators aufStdemel instantan einsetzt und erst dann
aufhort, wenn er die Kreiselachse horizontal ausrichtet.

Aufgabe 1.2: Experimentator nimmt den rotierenden Kreiselin Empfang

Der zweite Versuchsteil basiert darauf, dass der Expetiet@nden Kreisel erst tibergeben bekommt,
wenn er sich bereits in Rotation befindet. Da so bereits vonhayein ein Drehimpuls im Kreisel vor-
handen ist, muss man diesen in der Drehimpulserhaltungckgichtigen.

Wir haben also in allen Fallen eine Komponente des Drehisesu die bereits zu Beginn des Versuchs
ungleich Null ist, im Gegensatz zu Aufgabe 1.1, wo zu Begiinrefle Komponenterd; = 0 galt.

Aufgabe 1.2.1: Horizontale Achse ¢ = 0°)

Der Experimentator nimmt den rotierenden Kreisel mit hamial liegender Achse in Empfang und wird
weiterhin in Ruhe verharren. Er soll dann die Achseams +90° verkippen. Es ist dabei zu erwarten,
dass sich dieselben Beobachtungen wie in Aufgabe 1.1.bengeerden.

Da der aufgezogene Kreisel so Uibergeben wird, dass didrbpatsachse horizontal liegt, hat das Ge-
samtsystem aus Experimentator, Drehschemel und DrebkmisBeginnL, = 0. Sobald man den
Kreisel in eine andere Position bringt, stellt sith # 0 ein, daher muss analog zu Aufgabe 1.1.1 ein
entgegengesetzter Drehimpuls aufgetragen werden, deScleemel in entgegengerichtete Bewegung
versetzt.



Aufgabe 1.2.2: Vertikale Achse { = 90°)

Dem Experimentator wird schlie3lich der rotierende Kreisi vertikal liegender Achse tibergeben. Es
ist zu erwarten, dass er dabei zunachst in Ruhe verhamkipge er die Achse nun kontinuierlich Uber

a = 0° bisa = —90°, so wird der Drehschemel in eine immer starker werdendati®ot versetzt, die
denselben Drehsinn besitzen wird wie der Fahrradkreisel.

Dieser Fall unterscheidet sich nun von den vorigen. Der d€teivird mit vertikal liegender Achse
Uibergeben, daher ist zu Begiin # 0. Der Drehschemel bleibt dennoch in Ruhe, denn der gesamte
Drehimpuls steckt in der Kreiselbewegung. Bringt der Eipentator die Kreiselachse nun in horizon-
tale Lage, so liefert der Kreisel plotzlich keinen Beitraghr zurL,-Komponente.

Da diese aber erhalten bleiben muss, wird ein gleichgetiehDrehimpuls auf den Drehschemel tiber-
tragen. Daher rotiert der Experimentator nun in derselkiehtBng wie der Kreisel zuvor.

Aufgabe 1.3: Pirouetteneffekt

Der Experimentator sitzt mit zwei Gewichten in den ausgeg&ten Handen auf dem Drehschemel und
wird von auf3en in Rotation versetzt. Zieht er die Arme an &iefan, so ist zu erwarten, dass die Win-
kelgeschwindigkeitu seiner Drehbewegung zunehmen wird. Dieser Effekt liegtearirdpulserhaltung.
Der gesamte Drehimpuls mit

L=06 w

bleibt erhalten. Durch das Anziehen der Arme verringett gigs Tragheitsmomef des Experimenta-
tors. Da abel. erhalten ist, muss somit die Winkelgeschwindigke#nsteigen, et vice versa.

Aufgabe 2: Freie Achsen

Im zweiten Versuchsteil beschaftigen wir uns mit der Rotakiner quaderférmigen Zigarrenschach-
tel um verschiedene Achsen. Die Schachtel besitzt mel®dsen, an denen man sie mit Hilfe eines
Drahts mit einem Elektromotor verbinden und so in Bewegugrgetzen kann. Dadurch ergibt sich die
Maoglichkeit, mit verschiedenen Rotationsachsen zu expatieren. Wir werden an der Zigarrenschach-
tel insbesondere die Haupttragheitsachsen sowie der@tidtseigenschaften untersuchen.

‘s

2

Es ist dabei zu erwarten, dass die Rotation um zwei der drieséc stabil bzw. metastabil und um die
dritte labil ablaufen wird. Die (meta-)stabilen Achsencladreie Achsen genannt, sind dabei diejenigen
Achsen des grof3ten und kleinsten Tragheitsmoments.igrenBkizze sind sie mit und3 gekennzeich-
net. Zur labilen Achs@ gehort das mittlere Tragheitsmoment.

Mochte man diesen Fall mit den eulerschen Kreiselgleigearbeschreiben, so setzt man dort fiir eine
beliebige Komponente; = 0. Fir die Ubrigen Komponenten ergeben sich Differenigadyungen der
Form

Wi +cwj =0



wobeic eine Konstante ist, die diverse Tragheitsmomente emtiéi ¢ > 0 sind die Losungen harmo-
nische Schwingungen, figr< 0 exponentiell ansteigende Funktionen.

Wir werden beobachten, dass die Rotation um Achseetastabil ablaufen wird. Bei vernachlassigbar
kleinen Storungen schwingt der Korper in seiner Drehlgguag um seine Haupttragheitsachse. Wird die
Storung zu grol3, so kippt der Korper in eine horizontalgd.and rotiert um die stabile Achgealso um
die Achse des grofiten Tragheitsmoments. Diese beidndfasprecher > 0. Wir werden aul3erdem
feststellen, dass die Rotation um die Acl2sdes mittleren Tragheitsmoments instabil ablauft. Berei
bei kleinsten Storungen wird der Korper stark taumelresntspricht dem Fatl < 0.

1 2 \ 3 ;

6 o K.

Man kann diesen Zusammenhanglthrigen auch beobachten, wenn man den Quader auf versokiede
Weisen angedreht in die Luft wirft. Es ergeben sich je nachs&¢cum die gedreht wird, die obigen drei
Wurffiguren. Auch hier sieht man, dass nur die Rotation umAdiesen 1 und 3 stabil verlaufen.

Aufgabe 3: Kraftefreier Kreisel

Nachdem wir uns nun mit den Grundlagen der Rotation starpepd&t beschaftigt haben, werden wir in

dieser und allen nachfolgenden Aufgaben Versuche an eiremfaldkreisel durchfuhren. Dieser besteht
im Wesentlichen aus einem Kreiselkorper, welcher in ekagdanischen Aufhangung gelagert ist. Die
nachfolgende Skizze soll dies verdeutlichen:

Zunachst wollen wir im Falle des symmetrischen Kreiseés Mutationsfrequenz in Abhangigkeit von
der Drehfrequenz um die Figurenachse bestimmen. Dazarsteil den Versuchsaufbau so ein, dass sich
die aueren Krafte auf den Kreisel gerade aufheben una ketiteren Drehmomente auf ihn auswirken,
sodass man ihn als kraftefrei bezeichnen kann.

Stellt sich bei der Rotationsbewegung der Fall ein, dasDdihachse nicht in eine der Hauptachsen
des Korpers fallt, so bilden sich Nutationsbewegungen Bies liegt darin begriindet, dass die Dreh-
sowie die Figurenachse (die ebenfalls nicht zusammenfalliégssen) Figuren um die Drehimpulsachse,

10



die im Raum erhalten bleibt, beschreiben. Experimentekssuns auf einfachen Mitteln nur moglich,
die Bewegung der Figurenachse zu registrieren.

Figurenachse
A

momentane
Drehachse

Impulsachse

Rastpolkegel

Nutationskegel

Gangpolkegel

Die oben stehende Skizze illustriert die Poinsotsche Keegetie, die die Bewegung der Winkelge-
schwindigkeits auf einem Rastpolkegel und die Rotation der Figurenachteiaem Nutationskegel
darstellt. Der Gangpolkegel ist korperfest und wird dudels Abrollen auf dem Rastpolkegel beschrie-
ben.

Es soll von uns die Nutationsfrequenz in Abhangigkeit detalonsfrequenz bestimmt werden. Dazu
stehen uns Fototransistoren mit geeigneten Schaltungevieriiigung. Der Kreiselkorper ist schwarz
gefarbt und besitzt einen hellen Streifen, welcher beeBehtung durch die Fototransistoren als Recht-
ecksignal registriert wird. Die Nutationsfrequenz kommgr bestimmen, wenn wir den Kreisel wie folgt
positionieren:

von oheu: Kresel im Strallengang

Er unterbricht dann im nutationsfreien Fall stets den ldthhl. Ergibt sich jedoch eine Nutation, so
schwingt der innere Rahmen um die innere Kardanachse undsgiden Weg des Lichtstrahls zum
Fototransistor periodisch frei. Es soll nun kurz der Zusaminang zwischen der Nutationsfrequenz
wn und der Rotationsfrequenz hergeleitet werden. Dabei bezeichnémind 1 die Offnungswinkel
des Nutations- respektive Gangpolkegels. Der verwendetisé#! ist dergestalt symmetrisch, dass bei
gewahlter Richtung der Achséh, = Oy gelte.
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Die gesuchte Nutationsfrequenz ergibt sich somit zu:

wWx
WN = —
N sine
O, O,
~ — W= — W
Oy Oy

Die Umformung im letzten Schritt ergibt sich nach Bearb®itulurch trigonometrische Gesetzmaliig-
keiten sowie Kleinwinkelnaherungen. Diese Gleichungajierdings nur im idealisierten Fall, wenn die
Kardanrahmen vernachlassigbares Gewicht besitzen.ifiéser sicherlich nicht der Fall, abgesehen
davon wollen wir im zweiten Versuchsteil dieser AufgabeRi@men zusatzlich beschweren. Wir finden
daher, wie in der Vorbereitungshilfe angegeben, die kianig Formel

O

vV ®x,korr : ®y,korr

w 1)

WN =

mit den korrigierten Tragheitsmomenten:

@x,korr = @Kreisel + @innen+ ®auf3en

@y,korr = @Kreisel + @innen
Die Kreisfrequenz des Kreisels wird wahrend dieser Auégabf.o = 1000 min~' ~ 17 Hz eingestellt.
Gemessen wirdyy bei einer Messzeit des Drehfrequenzzahlers &n= 0,5s in einem Abstand von
etwaAw = 0,5 Hz.

Als Variation werden wir anschlieRend zylindrische Zugatzichte auf den auf3eren Kardanrahmen an-
bringen und die Messungen damit wiederholen.

Aufgabe 4. Dampfung des Kreisels

In der vierten Aufgabe wollen wir die Dampfung des Kreidgstimmen. Dazu beschleunigen wir ihn zu
Beginn auf eine Kreisfrequenz ven= 2000 min~! ~ 33 Hz und nehmen all80 Sekunden, analog zu

12



Aufgabe 3, die Drehfrequenz mit Hilfe der Lichtschranke, &ig der Kreisel zum Stillstand gekommen
ist. Die Messzeit sollte dabei aft = 0, 5 s gestellt werden.

Da es sich bei einem Kreisel im Grunde genommen um einen megoi@n Oszillator handelt, wie wir
bereits in Aufgabe 2 festgestellt haben, ist bei einemtzlishen Dampfungsterm durch die Reibung zu
erwarten, dass die gemessene Kreisfrequenz exponemfigliez wird.

Aufgabe 5: Einflussaul3erer Drehmomente

Neben der Nutation gibt es noch eine weitere, fur Kreispisthe Bewegungsform, die wir in dieser
Aufgabe naher untersuchen wollen: die nutationsfreaz®sSion. Diese tritt immer dann auf, wenn der
Kreisel einer auBeren Kraft ausgesetzt ist, welche peemtagin Drehmoment auf ihn auswirkt. Im
Versuch werden wir dies durch das Anbringen einer Stahgstamitn = mq +mo (m; =330+ 1g

fur die Stangems = 375 £ 1g fur ein zusatzliches Gewicht) an den Lagerrahmen eregicBadurch
ergibt sich tiber die Gewichtskraft; ein Drehmomenf\/ auf den Hebelarn® zu M = 7 x Fg.

Es soll nun eine Gleichung fir die Prazessionsfrequanhergeleitet werden. Wir legen 0.B.d.A. die
Richtung der Schwerkraft in negativeRichtung. Das verursachte Drehmomaiitiegt stets senkrecht
auf dem Drehimpuld des Kreisels. Daraus folgt, da%:EH und damit insbesonder&? erhalten sind.

Da der Hebelarn¥ in der yz-Ebene liegt undfg in negativer-Richtung zeigt ist aul3erdem Klar, dass
My = 0 gilt, woraus unmittelba¥.y = const folgt.
Setzt man voraus, daﬁﬁ?l” konstant ist, so folgen aus obigétberlegungen direkt die Gleichungen

Ly + L; = const Ly + L7 = const

Nutzt man die erste Gleichung nach einmaliger Differeitiahach der Zeit zur Elimination einer Im-
pulskomponente in der zweiten Gleichung, so erhalt matligt das Drehmoment

. 0
Ly

Dabei wurde die gesuchte, konstante Prazessionsfrequeads obigen Konstanten zusammengesetzt.
Diese Gleichung beschreibt die Prazessionsbewegung rdésel§, die einer Rotation um dieAchse
entspricht. Bildet mani2 sowohl von dieser Gleichung wie auch vafi = 7 x Fg und setzt diese

gleich, so ergibt sich
mgr -sin® = wp - /L3 + L2

wobeir = ||7]| sowie der Winkekp zwischen der Figuren- und derAchse eingefuhrt wurde. Fir kleine

Winkel gilt au3erdem
JE+a=|L

wennw die Kreisfrequenz des Kreisels u@, das Haupttragheitsmoment der Figurenachse ist. Diese
Gleichungen liefern letztlich die gesuchte Prazessieqsienz:

‘sin@zw-@z-sinfb

mgr

W‘@z

(@)

wp =
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Im Versuch wollen wir den Kreisel zu Beginn auf= 1000 min~! ~ 17 Hz beschleunigen. Der Dreh-
zahlmesser wird auf einen Zeitabschnitt vesm = 2s eingestellt und es werden Messungen bis zum
Stillstand des Kreisels durchgefuihrt. Wir nehmen dabeiRliazessionsfrequenz in Abhangigkeit von
der Drehfrequenz um die Figurenachse auf. Die genaue Didmairig der Messung ist aufgrund der
Grole der aufzubringenden Stange nicht ganz einfach. Beht sich dabei das in der Vorbereitungs-
hilfe angefuhrte Messverfahren, welches nachfolgend kdautert wird.

Es wird zunachst der innere Kardanrahmen des rotierendeiseds in einer gegeniiber der Horizontalen
erhohten Position festgehalten. Bevor man den Rahmeiskisiversetzt man ihm einen geringen StoR3
in die zu erwartende Prazessionsrichtung, um die Nuta@gering wie mdglich zu halten. Letztere
wird dann von uns zusatzlich gedampft. Dann messen wiZdie die der auere Kardanrahmen flr
eine halbe Umdrehung benotigt. Daraus lasst sich dieeBsionsfrequenz bestimmen.

Es ist zusatzlich zu beachten, dass wir dadurch nur einéeliert firwp erhalten. Damitv im selben
Zeitraum als Mittel genommen wird, messen wir die Kreisfretg des Kreisels zu Beginn und am Ende
der Messung und nehmen daraus das arithmetische Mittel.

Aufgabe 6: Haupttragheitsmomente

In dieser Aufgabe werden nun die Ergebnisse aus den Aufgadhemd 5 verwertet, um die Haupt-
tragheitsmomente zu bestimmen. Dazu werden wir mit Ogiagleichsgeraden durch die Messergeb-
nisse legen. Mit der so gefundenen Steiggpgvird Gleichung(2) zu

_mgr 1
P o Cprw
oder nach dem Tragheitsmomedy der Hauptachse umgeformt:
mrg
O, = —
z CP

Bei Benutzung zusatzlicher Gewichte zum Stab ist darawfchien, dass das Produkt- am Schwer-
punkt genommen wird. Dazu nutzen wir unter Umstanden aeaohSatz von Steiner.
Die Berechnung der anderen Haupttragheitsmomente edolgichst tiber Gleichung (1), welche durch
die Ausgleichsgeraden umgeschrieben werden kann als:

0, O,
WWZCN,O‘W, wNZ\/ﬁWZQN,l'w
Dabei nutzen wir nach der Bemerkung in Aufgabe 3 die BezeiohrOy 1 = Oxo + Ogew, WENN
Ogew das Tragheitsmoment der zusatzlich angebrachten Genisthdie wir Uber den Satz von Steiner

berechnen konnen. Dividieren wir obige Gleichungen deirdmder und formen nach dem gesuchten
Tragheitsmomen®y o um, so erhalten wir

WN =

@gew
2
no YT
(CN,1) 1
womit sich das zweite Haupttragheitsmoment berechrsst.|®as dritte Haupttragheitsmomesy er-

gibt sich dann aus den anderen beiden unmittelbar aus @Gteagi) und der in Origin bestimmten
Steigung der Ausgleichsgeraden.

@x,O =
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Aufgabe 7: Beschleunigtes Bezugssystem

Nachdem wir uns in den vorigen Aufgaben ausgiebig mit descléedenen Bewegungsformen des Krei-
sels beschaftigt haben, lernen wir abschliel3end noch deisddkompass kennen, welcher eine wichtige
Anwendungsmoglichkeit der erlernten Gesetzmaligheik@rstellt. Ein Kreiselkompass stellt sich auf
der Erde immer stets so ein, dass seine Figurenachse in®larRichtung zeigt. Damit ist er ein inter-
essantes Werkzeug zur Navigation.

Es ist zunachst in unserem Versuchsaufbau notwendig deinBrehachsen, namlich diejenige, welche
durch den inneren Kardanrahmen gegeben ist, zu fesseluréradird diese inelastisch an die Hori-
zontale gebunden. Wir betrachten kurz die Theorie eines&lkompasses. Dazu stellen wir ihn uns so
ausgerichtet vor, dass dessen Achse anfangs parallel dobé&iflache in Ost-West-Richtung stehe.
Einmal in Rotation versetzt, ist der Kreisel bestrebt, diehRing seiner Drehimpulsachsfeim phy-
sikalischen Raum beizubehalten. Durch die Erdrotationaitvird die Horizontale von der Erde aus
gesehen relativ zum physikalischen Raum verschoben, daaimibehalten wird, kénnte man sich vor-
stellen, dass die Kreiselachse immer schrager zur Ertlablee ausgerichtet wird.

Durch das Schragstellen des Kreisels relativ zur Erdersedie im Kreiselzentrum angreifende Schwer-
kraft nun aber ein Drehmomerit/, welches die Kreiselachse auf eine Horizontale relativ Exde
drucken will. Dieser neuen Rotationsbewegung ist ebné&ih Drehimpuls zugeordnet, welcher senk-
recht auf dem Drehimpuls des Kreisels steht. Durch vekterdeddition erhalt man so einen Drehimpuls,
der schrag in eine Richtung zeigt, die zwischen Suden uest&¥ respektive Norden und Osten zeigt.
Der Kreisel wird sich nun auf diese neue Drehimpulsachsseadlan, die Kreiselachse verschiebt sich al-
so in oben genannte Richtung. Dies passiert so lange, blsrdiselachse genau in Nord-Siid-Richtung
weist. Dann sorgt die Erdrotation namlich nicht mehr filreeVeranderung des Drehimpulsésdes
Kreisels im physikalischen Raum, sodass der Kreisel stats dem Einfluss der Schwerkraft in diesel-
be Richtung zeigt.

Kreiselkompasse sind so also nitzliche Navigationsinsénte, denn sie stellen sich stets in eine Nord-
Siud-Richtung ein. Dieses Prinzip soll in nachfolgendechrkurz mathematisch gefasst werden.

v

Wir wollen den Winkel zwische@g und L mit ® bezeichnen. In einer geographischen Breitet 0°
ergeben sich so die Komponenten des wirksamen Drehmoments z

HMLH =0; - w-wg-sind®-cosa , HM,H =07 w-wg-sin®-sina

Das Drehmoment/ dreht den Kreisel also um die auRere Kardanachse, bis digdriachse in Nord-
Sid-Richtung zeigt. Dann ist namlidh = 0, woraus sich ein Minimum fur das resultierende Drehmo-
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ment ergibt.

Im Experiment werden wir diesen Effekt durch die Erdrotatiacht sichtbar machen konnen, da die-
se zu gering ist, um den grob gelagerten Kardankreisel in4$did-Richtung auszulenken. Stattdessen
verwenden wir einen Drehtisch, welcher eine wesentlidhehn® Rotationsgeschwindigkeit ermoglicht.
Mit einem Holzkeil simulieren wir auf3erdem eine geogragihésBreite vorix = 30°. Dies ist unbedingt
notig, da sich sonst der Kreiselkompass g@tordpol* des Drehtisch-Systems befinden wirde. Dort ist
eine Ausrichtung in Nord-Siuid-Richtung aus ersichtlickiinden unmoglich.

Quellenverzeichnis

Vorbereitungshilfen zum Versuch P2-71,74 Kreisel

Meschede, D.: Gerthsen Physik

Eichler, Kronfeldt, Sahm: Das neue physikalische Grurkijam
Demtroder, W.: Experimentalphysik Band 1 - Mechanik undrivé

Skizze zu den Eulerwinkeln:
http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Etdngles.svg

Skizze zur Rotation des Quaders:
http://Ip.uni-goettingen.de/get/text/1202

Skizze zum Nutationskegel:
https://Ip.uni-goettingen.de/get/image/4209

Skizze zum Kardankreisel und zum Kreiselkompass:
Vorbereitungshilfen zum Versuch P2-71,74 Kreisel
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Aufgabe 1: Drehimpulserhaltung

Wir haben die in unserer Vorbereitung angefuhrten Demmatishsversuche zur Drehimpulserhaltung
durchgefiihrt. Dabei war es trotz sorgfaltigéberpriifung nicht ganz moglich, den Drehschemel exakt
eben auszurichten, sodass auf den Experimentator stets dier Schwerkraft ein zusatzliches Drehmo-
ment wirkte.

In den einzelnen Versuchsteilen haben sich alle Voraussalig wir in der Vorbereitung ausgiebig dis-
kutiert haben, bestatigt. Besonders deutlich zu seheralzi die sich einstellende Drehung in Aufgabe
1.2.2, als dem Experimentator der bereits rotierende Blreist vertikal stehender Achse Ubergeben
wurde. Auch der in Aufgabe 1.3 besprochene Pirouettertefiak sehr deutlich sichtbar.

Zur genaueren Erklarung sei auf die Diskussionen in debaf@itung verwiesen. Wir haben so in den
Demonstrationsversuchen gezeigt, dass der Drehimpuly$te® Experimentator - Kreisel - Drehsche-
mel stets erhalten blieb.

Aufgabe 2: Freie Achsen

Der zweite Demonstrationsversuch diente uns dem StudiurRad&tionsachsen einer quaderformigen
Schachtel, auf deren Seitenflachen jeweils e befestigt waren. Mit Hilfe eines Drahtes konnten
wir je eine derOsen mit einem Elektromotor verbinden und somit die Ratatim die entsprechenden
Achsen simulieren.

Zunachst befestigten wir den Draht an der Achse des kigiriBtagheitsmoments, also an @ee, die an
der kleinsten Quaderflache befestigt war. Die RotationQigesders verlief bei kleinen Winkelgeschwin-
digkeiten stabil, bei einer groReren Motorleistungenriten wir durch eine Stérung von aul3en erreichen,
dass der Quader in der Luft umkippte und anschlieRend umdisdes grofiten Tragheitsmoments ro-
tierte.

Danach befestigten wir den Quader an Bese, die an der groRten Flache befestigt war. Die sich dann
einstellende Rotation um die Achse des grof3ten Tragheitgents war stabil. Anschliel3end lieRen wir
den Quader noch um die Achse mittleren Tragheitsmometiesen. Bereits bei kleinen Drehgeschwin-
digkeiten fing der Korper stark an zu taumeln, sobald diedvleistung hdher geregelt wurde, kippte der
Quader um und rotierte erneut um die Achse des grof3terh@itdghoments.

Damit liel3en sich unsere Vermutungen aus der Vorbereitubgstatigen. Rotationen um die Achse des
kleinsten Tragheitsmoments verlaufen metastabil, diaigchse des groRten Tragheitsmoments sta-
bil. Rotationen um die Achse mittleren Tragheitsmomemtdaufen stets hdchst instabil und filhren zu
starken Taumelbewegungen.

Aufgabe 3: Kraftefreier Kreisel

Nachdem wir uns in den ersten beiden Aufgaben mit den Grgedlaon Rotationsbewegungen im

Allgemeinen beschaftigt haben, wurde von uns nun in dieadrin den nachfolgenden Versuchen am
Kardankreisel experimentiert. Zunachst haben wir unsdaitgrundlegenden Bedienung des Kreisels
vertraut gemacht.
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Uber einen Motor war es uns moglich, den Kreisel bis zu egievissen Frequenz zu beschleunigen.
Die Frequenzmessung selbst erfolgte Uber einen Lichisedsr auf einen auf dem Kreisel befindli-
chen, diinnen Reflektorstreifen reagierte. Der Sensostsglr Uber eine geeignete Schaltung mit einem
Messverstarker verbunden, von dem wir direkt die gemessEnequenzen ablesen konnten.

Ziel dieser Versuchsreihe war nun die Bestimmung der Nantafrequenzy des Kreisels in Abhangigkeit
von seiner aktuellen Drehfrequenz Am aufReren Kardanrahmen war eine rechteckige Refledobil
aufgeklebt. Wir nahmen einen zweiten Lichtsensor und etelnt ihn so aus, dass er zunachst Uiber diese
Reflektorflache hinausragte.

Wir beschleunigten den Kreisel dann, bis eine Frequenzwea 25,0 Hz erreicht war. Immer nach
einem Frequenzintervall voAr = 0,5 Hz gaben wir dann dem Kardanrahmen einen kraftigen Stof3,
sodass sich Nutationsfiguren einstellen. Dadurch taurdett&kahmen stets auf und ab, was der zweite
Lichtsensor registrieren konnte. So konnten wir direktNligationsfrequenz bestimmen.

Nachfolgend sind unsere Messwerte dargestellt. Wir habbridwei Messreihen durchgefiihrt, um den
statistischen Fehler zu minimieren.

Messreihe 1: Messreihe 2:

vin Hz vy in Hz vinHz |VninHz v in Hz Vyin Hz vinHz [vwinHz
25,0 12,96 18,5 9,56 25,0 12,99 18,5 9,62
24,5 12,56 18,0 9,40 24,5 12,76 18,0 9,31
24,0 12,42 17,5 8,99 24,0 12,48 17,5 9,01
23,5 12,11 17,0 8,82 23,5 12,28 17,0 8,70
23,0 11,91 16,5 8,55 23,0 11,80 16,5 8,52
22,5 11,70 16,0 8,12 22,5 11,51 16,0 8,24
22,0 11,25 15,5 7,97 22,0 11,30 15,5 7,90
21,5 10,96 15,0 7,76 21,5 11,10 15,0 7,76
21,0 11,09 14,5 7,49 21,0 10,80 14,5 7,45
20,5 10,50 14,0 7,19 20,5 10,60 14,0 7,21
20,0 10,20 13,5 6,97 20,0 10,30 13,5 7,00
19,5 10,00 13,0 6,69 19,5 10,00 13,0 6,76
19,0 9,70 19,0 9,98

Anschlie3end haben wir fiur beide Messreihen gemeinsanNdiationsfrequenz tber der Kreiselfre-
guenz aufgetragen. Dabei ergab sich das nachfolgende [8ichau
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Schnittpunkt mit ~ -0,06141 0,06175
der Y-Achse

Steigung 0,51928 0,00319

Nutationsfrequenz v, in Hz

Rotationsfrequenz v in Hz

Es ergibt sich also ein linearer Zusammenhang zwischamdv. In der Vorbereitung haben wir Glei-
chung(1) zur Herleitung dieses linearen Zusammenhangs betradtégtt man die Gleichung von den
Kreisfrequenzen auf die Frequenzen um, so ergibt sich:

O, C
-V =(No"V
\/ @x,korr : @y,korr

Origin lieferte uns die Steigung der Regressionsgeraden zu

UN =

(no = 0,519 + 0,003

Wir haben anschlieBend an den aul3eren Kardanrahmen zsékliche, zylindrische Gewichte ange-

bracht, deren Massen laut Aufgabenblatt zu jeweils= (1000 + 1) g gegeben waren. Durch das An-

bringen dieser Gewichte erhoht sich das Tragheitsmotrerder fur die Nutationsbewegung relevanten
Rotationsachse.

Die Messungen wurden von uns nun wiederholt. Erneut habeawdi Messreihen aufgenommen, um

den statistischen Fehler so niedrig wie moglich zu haltémsere Messwerte sind nachfolgend darge-
stellt.
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Messreihe 1:

vin Hz vy in Hz vin Hz vy in Hz
25,0 7,50 18,5 5,57
24,5 7,30 18,0 5,41
24,0 7,21 17,5 5,29
23,5 7,06 17,0 5,03
23,0 6,90 16,5 4,85
22,5 6,70 16,0 4,72
22,0 6,61 15,5 4,66
21,5 6,48 15,0 4,57
21,0 6,30 14,5 4,38
20,5 6,10 14,0 4,22
20,0 6,01 13,5 4,08
19,5 5,86 13,0 3,97
19,0 5,75

Messreihe 2:

vin Hz vy in Hz vinHz [vninHz
25,0 7,54 18,5 5,53
24,5 7,34 18,0 5,43
24,0 7,23 17,5 5,19
23,5 7,04 17,0 5,18
23,0 6,90 16,5 5,01
22,5 6,73 16,0 4,63
22,0 6,54 15,5 4,72
21,5 6,53 15,0 4,60
21,0 6,32 14,5 4,40
20,5 6,17 14,0 4,12
20,0 6,02 13,5 4,34
19,5 5,92 13,0 4,31
19,0 5,74

Eine Auftragung vony Uberr gemeinsam fir beide Messreihen ergab das nachfolgendeilsich

8,0 1

7,5

6,5 -

6,0 -

Wert

Schnittpunkt mit 0,16007
der Y-Achse

Steigung

Standardfehler
0,06307

5,5

5,0 — 0,29264 0,00326

4,5

Nutationsfrequenz v in Hz

4,0 1

T T T T T

18 20

I T I T 1

T
16 22 24 26

Rotationsfrequenz v in Hz

Es ergab sich wieder ein linearer Zusammenhang, sodasg eine mit Origin durchgefiihrte Regres-
sion gerechtfertigt war. Die Steigurdg 1 war dann gegeben zu:

(na= 0,293 £ 0,003

Im Vergleich zur Messung ohne zusatzliche Gewichte isegen, dass es uns vor allem im Bereich nied-
riger Kreiselfrequenzen sehr schwer fiel, noch vernueftidpsswerte aufzunehmen. Dies lag vor allem
an der zunehmend schwacher ausgepragten NutationsiiegvefuRerdem wurde durch das groRere
Tragheitsmoment die Nutation starker gedampft, sodaisstarker auf den Rahmen schlagen mussten,
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um diese noch relativ ausgepragt sichtbar machen zu kdnne
Wir werden die von uns hier bestimmten Steigungen absanig Aufgabe 6 benutzen, um die Haupt-
tragheitsmomente des von uns verwendeten Kreisels zimimash.

Aufgabe 4: Dampfung des Kreisels

Ziel der Aufgabe war es, die Dampfungsform des Kreiselsmalygieren und zu beschreiben. Dazu be-
schleunigten wir den Kreisel auf die Maximalfrequenz wgiax = 47,0 Hz und mal3en dann, beginnend
ab einer Frequenz van,ax = 46, 0 Hz, in einem Zeitintervall vom\¢ = 30 s die aktuelle Drehfrequenz
des Kreisels. Es ergaben sich dabei die nachfolgend deligEstMesswerte.

tins vin Hz tins vin Hz tins vin Hz
0 46,0 870 19,1 1740 6,8
30 44,4 900 18,6 1770 6,5
60 43,1 930 18,0 1800 6,2
90 41,7 960 17,5 1830 5,9
120 40,5 990 16,9 1860 5,6
150 39,3 1020 16,4 1890 5,3
180 38,0 1050 15,8 1920 5,0
210 36,9 1080 15,3 1950 4,7
240 35,9 1110 14,7 1980 44
270 34,8 1140 14,3 2010 4,2
300 33,8 1170 13,8 2040 3,9
330 32,7 1200 13,4 2070 3,6
360 31,8 1230 12,9 2100 3,4
390 30,8 1260 12,5 2130 3,2
420 29,9 1290 12,1 2160 2,7
450 29,1 1320 11,7 2190 2,6
480 28,2 1350 11,3 2220 2,4
510 27,4 1380 10,9 2250 2,1
540 26,6 1410 10,5 2280 1,9
570 25,8 1440 10,2 2310 1,6
600 25,1 1470 9,8 2340 1,4
630 24,4 1500 9,4 2370 1,2
660 23,7 1530 9,1 2400 0,9
690 23,0 1560 8,7 2430 0,7
720 22,3 1590 8,4 2460 0,4
750 21,7 1620 8,1 2490 0,2
780 21,0 1650 7,7 2520 0,0
810 20,4 1680 7,4
840 19,7 1710 7,1

Zur Veranschaulichung haben wir die Frequertes Kreisels Uber der seit dem Messbeginn abgelaufe-
nen Zeitt aufgetragen. Dabei ergab sich folgendes Schaubild.
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Man erkennt sehr schon, dass die Kreiselfrequenz expielianit der Zeit abfallt. Dies deckt sich auch
gut mit unseren Vermutungen aus der Vorbereitung. Da wir Klesisel als eine Form des harmoni-
schen Oszillators betrachten kdnnen, ergibt sich authden auftretenden Reibungen eine exponentielle
Dampfung der Frequenz.

Aufgrund der Tatsache, dass der von uns verwendete Kraistahach einer Zeit voh = 42 min zum
Stillstand kam kann man davon ausgesehen, dass die Katiselaervorragend gelagert und der Kreisel
selbst gut austariert waren.

Aufgabe 5: Einflussaul3erer Drehmomente

In der nachfolgenden Versuchsreihe war es unser Ziel, dieeBsion des Kreisels naher zu untersuchen,
die neben der Nutation eine weitere typische Bewegungstilen Kreiselkdrper darstellt. Damit der
Kreisel Prazessionen ausfuhrt, muss er einem permanéanfseren Drehmoment unterliegen. Dies ha-
ben wir dadurch erreicht, dass wir, wie in der Vorbereitungegyeben, eine Stahlstange an den Rand des
inneren Kardanrahmens geschraubt haben.

Das von uns durchgefuihrte Messverfahren wurde im Vetgleicdem in der Vorbereitung diskutierten
leicht variiert. Wir haben zunachst am Anfang einer jedessMing die Stange, und damit die Kreise-
lachse, so fixiert, dass eine am auf3eren KardanrahmenracebMarkierung deckungsgleich war zur
entsprechenden Markierung am Standfuld des Kreisels.

Dann wurde von uns die momentane Kreiselfrequememessen. Direkt nach der Messung haben wir
die Stange losgelassen und die Zajestoppt, die der Kreisel fur eine vollstandige Praipessenotigte.

Die Stange wurde von uns wieder festgehalten und erneutrdisédfrequenz gemessen.

Damit ergaben sich bei uns pro Messdurchgang drei Messvizatevir die Prazessionsfrequenz direkt
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aus der Umlaufzeit bestimmen, diese aber in Abhangigkeit von der momentameis&frequenz ange-
ben wollen, missen wir letztere aus den beiden gemesseagrner Kreiselfrequenz mitteln. Dann
erhalten wir also die Prazessionsfrequenz in Abhandgigka der mittleren Kreiselfrequenz je Umlauf.
In der nachfolgenden Tabelle sind die von uns aufgenommbfesswerte abgebildet. Die Kreiselfre-
quenzv ist hierbei direkt die nach obigem Verfahren gemitteltegenz der beiden gemessenen Werte
je Durchgang. Auch hier haben wir zwei Messreihen duraliggf Um die Genauigkeit zu erhdhen.

Messreihe 1: Messreihe 2:
vin Hz tins vp in Hz viins vin Hz tins vpinHz |vlins
19,9 9,77 0,10 0,05 19,9 9,35 0,11 0,05
18,9 9,00 0,11 0,05 18,9 8,95 0,11 0,05
17,9 8,70 0,11 0,06 17,9 8,25 0,12 0,06
16,9 8,04 0,12 0,06 16,9 8,00 0,13 0,06
15,9 7,74 0,13 0,06 15,9 7,50 0,13 0,06
14,9 7,05 0,14 0,07 14,9 6,85 0,15 0,07
13,9 7,06 0,14 0,07 14,0 6,65 0,15 0,07
13,0 6,24 0,16 0,08 13,0 6,02 0,17 0,08
12,0 5,52 0,18 0,08 12,0 4,95 0,20 0,08
11,0 5,19 0,19 0,09 11,0 4,81 0,21 0,09
10,0 4,55 0,22 0,10 10,0 4,55 0,22 0,10
9,0 4,32 0,23 0,11 9,0 4,18 0,24 0,11
8,0 3,99 0,25 0,13 8,0 4,02 0,25 0,13
7,0 3,44 0,29 0,14 7,0 3,50 0,29 0,14
6,0 2,99 0,33 0,17 58 2,69 0,37 0,17
5,0 2,45 0,41 0,20 5,0 2,38 0,42 0,20

Tragen wir die Prazessionsfrequenz Uiber die reziprolksklfrequenz fir beide Messreihen gemeinsam

auf, so erhalten wir das nachfolgende Schaubild.

0,10

Steigung

Wert

Schnittpunkt mit  0,00757
der Y-Achse

2,01356

Standardfehler

0,00383

0,03652
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Es ergibt sich dabei, wie wir es in der Vorbereitung hergetdiaben, ein linearer Zusammenhang. Auch
hier wollen wir die von uns aufgestellte Gleichuf®) noch auf die Frequenzen umwalzen:

vp =

mgr
4720,

v =(po- v

Origin lieferte uns durch lineare Regression die Steigung:

(po= 2,014 + 0,037

1

Wir variierten den Versuch noch dergestalt, dass wir aufSdange ein zusatzliches zylindrisches Ge-
wicht aufgebracht haben, sodass sich das auf den Kreidetwde, aulRere Drehmoment erhohte. Nach
Absprache mit unserem Betreuer haben wir den Abstiaahels Kreiselzentrums zum Zentrum des zylin-
drischen Gewichts von Hand gemessen und kamed auf38,5 £ 0, 1) cm.

Wir haben die Messungen wie zuvor durchgefiihrt, diesesdidat nach Absprache mit unserem Betreu-
er auf eine zweite Messreihe verzichtet. Nachfolgend siredier unsere Messwerte abgedruckt.

Messreihe 1:
vin Hz tins vpin Hz viins
19,9 3,68 0,27 0,05
18,9 3,42 0,29 0,05
17,9 3,19 0,31 0,06
16,9 2,97 0,34 0,06
15,9 2,84 0,35 0,06
15,0 2,74 0,36 0,07
14,0 2,41 0,41 0,07
13,0 2,38 0,42 0,08
12,0 2,35 0,43 0,08
11,0 2,08 0,48 0,09
10,0 1,88 0,53 0,10
9,0 1,81 0,55 0,11

Auch hier haben wir wieder die Prazessionsfrequenz Uberatiproken Kreiselfrequenz aufgetragen.

Wert

Schnittpunkt mit 0,05643
der Y-Achse

Steigung

4,62755

Standardfehler

0,01685

0,22235

T
0,05

T
0,06

T
0,07

1
\Y%

T
0,08

ins
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Die lineare Regression in Origin lieferte uns die Steigung:
(p1=4,678 £ 0,222

Man erkennt im Vergleich zur ersten Versuchsreihe ohnatzlishies Gewicht, dass sich eine groere
Streuung der Messwerte ergab. Dies fuhren wir auf die reeh®razessionsfrequenz zuriick, die ein
genaues Stoppen der Periodendauer erschwerte.

Es ergaben sich auRerdem bei allen Messungen Fehler dwsételithe Nutationen, die sich von uns

trotz groRter Sorgfalt nicht verhindern lieRBen. Dieseamaim zweiten Versuchsteil bei aufgestecktem
Zusatzgewicht so erheblich ausgepragt, dass eine genassully der Zeit nicht mehr moglich war.

In der nachfolgenden Aufgabe werden wir die von uns bestanr8teigungen nun zur Bestimmung der
Haupttragheitsmomente verwenden.

Aufgabe 6: Haupttragheitsmomente

Mit den Ergebnissen aus Aufgabe 3 und 5 kdnnen wir nun digptidagheitsmomente des Kreisels be-
stimmen. Verwenden lassen sich davon die Steigungen dees&gnsgeraden. Diese sind hier nochmals
mit ihren statistischen Fehlern aufgelistet.

Steigungen

Ino 0,519 + 0,003
Una 0,293 + 0,003
G 2,014 £ 0,037
(P 4,628 +0,222

Weiterhin werden noch einige Abstande und Massen ben@igse wurden bis aufs undls alle aus
der Vorbereitunsmappe entnommen.

Massenin g

Zylindergewichte (m,) 1000 + 1
Stab (mg) 3301
verschiebbares Gewicht (mg) 375+ 1

Abstande in mm

Durchmesser Zylindergewicht (d) 40+0,1
Kreiselschwerpunkt - aufgeschraubtes Zylindergewicht (I,) 149 +1
Kreiselschwerpunkt - duferer Rand des inneren Kardanrahmens (r;g) 109,1+0,3
Schwerpunkt Stab - Rahmen (r) 1751
Durchmesser der Kreiselscheibe (dg) 135+0,1
verschiebbares Gewicht - Kreiselschwerpunkt () 385+ 1

Mit all diesen Angaben ist es uns nun moglich die Haupttgiigmomente des Kreisels zu bestimmen.

Berechnung vono,

Bevor wir©, berechnen kdnnen, miissen wir zunachst noch das Ttaglwnen©ge,, der Zylinderge-
wichte bestimmen. Dazu wenden wir den Satz von Steiner aufdagheitsmoment der beiden einzelnen
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Gewichte an und nehmen dieses mal zwei:

1 (dg\? d
Ocew = 2 <§mz (g) +myz (7 + 7Z)Q> =0,0575kg m?

Den zugehorigen systematischen Feld& e, erhalten wir mit der arithmetischen Fehlerfortpflanzung
und den Fehlern bereits angegebenen Strecken und Massen:

a@Gew
Oomyz

89Gew
ddy

89Gew
oly

AGGew = ' AlZ

Amz%—'

Adz%—‘

3 3
=2 <§d2Z +dyzly + l%) Amz + <§dzmz + 2lzmz> Ady + Q(dz + QZz)mZ Aly
= 0,00077 kg m?
Das aul3ere Tragheitsmoment der beiden Zylindergewilgiibt sich so also zu

Ocew = (0,0575 £ 0,0008) kg m?

In der Vorbereitung wurden bereits Gleichungen herge|diteer welche wir mit den Steigungég,; aus
den Graphen von Aufgabe 3 das Tragheitsmontgnbestimmen kdnnen:

®Gew
2
No YT
(&) -1

Hierzu kann ein systematischer sowie ein statistischeleFahgegeben werden.

Oy = =0, 0269 kg m?

Systematischer Fehler

00,
89Gew
AGGew

2
o T
(&) -1

= 0,00037 kg m?

Statistischer Fehler

(0O 2+ 00, 2
O — a(N,O ¢No 8CN,1 dN
¢NO
_ 2@GEW.E (J )2+ (MU )2
2 ¢No Nt Nt

((22)"-1)

= 0,0004 kg m?

Somit ergibt sich unse®,,. zu

©, = (0,0269 =+ 0,0004 + 0,0004) kg m?
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Berechnung vono,

Mit den Ergebnissen aus Aufgabe 5 kdnnen wir das Tragheitsent©, um die Figurenachse des
Kreisels bestimmen. Dies erfolgt ein mal fir den Fall mitrdeusatzlichen Gewicht am Stab und ein
mal nur mit dem Stab. Die Formel hierzu wurde bereits in deb¥teitung hergeleitet. Wieder benutzen
wir die Steigungernp; der Regressionsgeraden aus den Graphen.

mrg

©: = 42 (pj

Wir missen die beiden Falle mit und ohne Zusatzgewicht tah Bierbei einzeln betrachten.

Stab ohne Zusatzgewicht

Zunachst haben wir die Messung nur mit dem Stab, ohne eitiches Gewicht durchgefiihrt. So
erhalten wir fir das Tragheitsmomeat :

msg(rs + rir)

Q0= —22 T/ —(,0116 kg m?
Z,O 47T2<-P’O bl g m
Systematischer Fehler
AO, = 892'0 Amg + 892'0 Arg + 892'0 Arir
' omg org Orir
©2,0 msg
= | == Arg + Ar
‘ o - 4m2¢po (Ars + Ar)
=0,0001 kg m?

Statistischer Fehler

o _ 8@210 o 2
O2,0 aCP,O ¢Po
_ 920
po PO

= 0,0002kg m?
Somit ergibt sich das Tragheitsmomedy o ohne Gewicht am Stab zu
©20=(0,0116 + 0,0001 + 0,0002) kg m?

Stab mit Zusatzgewicht

Als Variation der Messung haben wir im Abstakgd= (38,5 + 0,1) cm vom Kreiselschwerpunkt ein
zusatzliches Gewicht der Masse; = (375 + 1)g angebracht. Dieses muss nun in der Berechnung
des Tragheitsmomentes beriicksichtigt werden.

ms g (rs +rir) + ma g la

=0,0128kg m?
4m2(p1 &

@z,l =
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Systematischer Fehler

8@211

00
A@z,l = ‘ ams 21

Org

86z,l

TiR

a@z,l

Arir + ' 9921
oma

dlg

Alg

Ams—{—‘

AT5—|—‘

Amg—F‘

= 47('2<P 1 [(7”5 + TiR)AmS + mS(ATS + AT'iR) + lG’AmG + m(;Al(;]

=0,0012kg m?

Statistischer Fehler

(082 )
92,1 8CP,O ¢Po

_ @z,l o
Cpa P

=0, 0006 kg m?
So erhalten wir fur das Tragheitsmomet ; mit Gewicht am Stab
0,1 =(0,0128 + 0,0012 £ 0,0006) kg m?

Bildet man den Mittelwert der beiden Ergebnisse, ergiti gias Tragheitsmomeft, der Figurenachse
des Kreisels, welches wir fiir weitere Berechnungen vedsarwerden.

©, = (0,0122 + 0,0007 + 0,0004) kg m>

Berechnung vono,

Das letzte verbliebene Tragheitsmoment konnen wir eBhith Uber die beiden anderen Tragheitsmomente
mit folgender Beziehung aus der Vorbereitung berechnen:

S
0,0

v=(NoV

<

@2
@ — z
T T g6,

=0,0205kg m?
Systematischer Fehler

00,
90,

00,
00,

AO, = ‘ A®,

26, +|

1 2

= 0,0033kg m?
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Statistischer Fehler
o2 = 0 Y o, i + 0 Y o i + 9 y o i
Oy a(N,O Cno 6®m Oz 6®Z =

o (e Yoo (oY i (20
- Yy (N,O O-CN,O @:13 00, ®z 0o,

= 0,0003 kg m?

Somit ergibt sich das Tragheitsmomédy zu

0, = (0,0205 + 0,0033 + 0,0003)kg m?
Im Vergleich dazu das Tragheitsmoméng

0, = (0,0269 + 0,0003 £ 0,0004) kg m?

Eigentlich sollten diese beiden Werte recht nahe bei eimaliehen, da es sich um einen ziemlich sym-
metrischen Kreisel handelt®,, hat bereits einen sehr groen systematischen Fehler, tidieaunge-
naue Messung vo®, zurlckzufihren ist, jedoch reicht dieser Fehlerbereiicit aus ume, abzu-
decken. D&, von O abhangt, welches wir zuvor ebenfalls experimentell basti haben, kommt hier
eine gewisse Ungenauigkeit zustande, welche bereits diskutiert wurde. Die beiden Wert®, o und
©,1, aus welchen der Mittelwert gebildet wurde, weichen ziemiioneinander ab. Wir vermuten, dass
wir mit einer weiteren Messreihe vad, bei einem anderen Abstand des Gewichtes einen noch hdheren
Wert erzielt hatten, welcher wiederudy, naher arB,. heranbringen wirde.

Ein weiterer Grund konnte die leichte Beschadigung degallagers sein, die auf nicht korrekte Monta-
ge des Kreisels zuriickzufuhren ist. Der Kreisel war zuiBedes Versuchs falsch montiert, wurde dann
aber von den Technikern repariert. Es ist nicht auszustdiedass er dabei teilweise seine Symmetrie
verloren hat.

Massem des Rotors

AbschlieRend kdnnen wir nun die Masse des Rotors aus dagh&itsmoment der Zylinderscheibe

berechnen.
1 dr\2
o= (%)
C)
& mp = d—zz =5,36kg
R

Auch hier lassen sich wieder ein statistischer und ein syatischer Fehler angeben:

Systematischer Fehler

amR 8mR
Amp = | 228 | Ad AO,
MR\ Bag | ST ' 90,
2 1
= — A — A
mp (dR dr + 0. @Z>
— 0,40kg
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Statistischer Fehler

Omp 2
Tme =\ 90, 7°
z
mp
= O’ez

O,
=0,26kg

Die Masse des Rotors ergibt sich zu
mp = (5,36 = 0,40 £ 0,26) kg

Aufgrund der Ungenauigkeit voB, haben wir auch hier einen recht groRen systematischen stetie
stischen Fehler. Die Abschatzung der Rotormasse haltedalier nicht fir sonderlich genau.

Aufgabe 7: Beschleunigtes Bezugssystem

Wir betrachteten als abschlieRenden Demonstrationsstersach einen Kreiselkompass, um dessen
Funktionsweise zu studieren. Entgegen den Angaben in déex&itung haben wir dazu nicht den von
uns verwendeten Versuchskreisel benutzt, denn es staeitisbain voll funktionstiichtiges Modell eines
Kreiselkompasses zur Verfugung.

Dieses bestand aus einem Kardankreisel mit gefesseltamohtalem Rahmen, welches lUiber ein Gestange
schrag auf einem Drehteller platziert wurde. Wir haben Kienisel von Hand beschleunigt und den Mo-
tor des Drehtellers angestellt. Durch die Schraglage deis&ls simulierten wir die geographische Breite
in Karlsruhe und durch die Rotation auf dem Drehteller eimeain Vielfaches beschleunigte Erdrotati-
on.

Wir konnten dann beobachten, wie sich die Achse des Kard@gts nach langerem Auspendeln in
Nord-Siid-Richtung ausrichtete, genau so, wie wir es ildepereitung vorhergesagt und erlautert ha-
ben. Die schnelle Rotation des Drehtellers ist aufgrundelativ niedrigen Kreiselfrequenz von Noten.
Wollte man mit demselben Kompass tatsachlich eine Namd-Stisrichtung nur aufgrund der Erdrota-
tion durchfiihren, so hatten wir ihn auf sehr viel hdheregqaenzen beschleunigen miissen, als dies uns
moglich gewesen ware.
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