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Interpolation

# Gegeben: n Messpunkte {z1, 22, ..., 2z, } und dazugehdrige Messwerte
{ylvaa s 7yn}

Gesucht: Geeignete Interpolationsfunktion f(z)

Naheliegende Méglichkeit: Polynominterpolation

Einfaches Beispiel: Zwei Messwerte = Beschreibung durch eine lineare
Funktion f(x) = ag + a1z (Polynom 1. Grades)

# Bestimmung von ag und a; trivial

L I )

!
flz1) = ao + a1z1 = y1,

!
f(z2) = ap +a1xa = yo

@ Somit
Y2 — 1 T1Y2 — T2Y1
= ) ap =
T2 — T1 Tl — T2

Xr — To xr — X

flz) = Y1+ Yo

Typ — T2 T2 — X1
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# Analog fur 3 Messwerte und ein Interpolationspolynom 2. Grades
f(x) = ap + a1z + axx?

!

f(x1) = ag + a1z + aga? =y,
!

f(x2) = ag + a1z + agas = ya,
!

fz2) = a0 + a123 + axxi = ys

@ Man erhilt

(z —x2) (2 — x3) (z —x1)(x — x3) .t (z —x1)(2 — 22)
(z1 — z2)(z1 — 23) (z2 — z1)(22 — 73) (z3 — z1)(z3 — 22)

fz) =

Y2

#® Verallgemeinernd ergibt sich fur n Stutzstellen die Langrangesche
Interpolationsformel

f@) =Y )b, Litw) =] =5 fa)=u
i=1 k=1""
k#i
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#® Problematisch bei Lagrange: Neubestimmung der Gewichte beim

Hinzufligen neuer Stiitzstellen
# Newtonscher Algorithmus: Alte Gewichte kdnnen beibehalten werden
p(z) = by + bi(x — x9)
+ bo(x — x0)(x — 1)
+ b3(r — x0)(x — x1)(z — 22)

+ ...
# Die bereits berechneten Gewichte dndern sich nicht, wenn man neue

Stitzstellen dazu nimmt.
0 = by + b1 (1‘0 — l‘o) +by (370 — .270)(1‘0 — 1'1) + ..
—— ——

=0 =0

y1 =bo + b1 (l‘l — .730) + (1'1 — xo)bg (.CCl — 56’1) +
N

=0

y2:—|—

# Viele weitere Methoden, z.B. der Algorithmus von Neville-Aitken
3710
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# Beschreibung aller Messwerte durch ein einzelnes Polynom nicht immer
maoglich/sinnvoll

# Lineare Interpolation: Der Wert von z zwischen z; und z ;41 wird durch
eine Gerade approximiert

#® Beispiel: 3 Stutzstellen x1, x2, x3

T — T2 T — T

fi2(z) = Y1+ Y2,
Tr1 — T2 T2 —I1
xr — X3 xr — X2

fas(z) = Y2 + Y3
T2 — I3 T3 — T2

# Verallgemeinernd: Nehme jeweils m benachbarte Stiutzstellen und
beschreibe sie durch ein Polynom (m — 1). Grades
# Beispiel: bei 6 Stitzstellen gibt es folgende Interpolationsméglichkeiten
# 5 lineare Funktionen fi2(z), fos(x), fsa(x), fas(x), fs6(x)
@ 4 Polynome 2. Grades fi23(x), f234(x), faas5(x), fase(z)
® 3 Polynome 3. Grades f1234(£€), f2345 (:C), f3456 (:C)
® 2 Polynome 4. Grades fi2345(), f23456(T)
# 1 Polynome 5. Grades fi23456(x)
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# Nachteile der Polynominterpolation

# Bei hohen Polynomgraden wird die Interpolation schlechter (Runges
Phanomen)

# Die Interpolationsfunktionen sind stetig aber i.d.R. nicht stetig
differenzierbar

# Probleme mit den unstetigen Ableitungen lassen sich durch
Spline-Interpolation vermeiden

¢

Idee: Approximiere den Wert von x zwischen z; und z;; durch ein
Polynom hoheren Grades (mind. 3)

# Bei der Bestimmung der Gewichte werden nicht nur benachbarte,
sondern alle Stutzstellen einbezogen.

# Die Ableitungen sind bis zu einer bestimmten Ordnung garantiert stetig

)

Haufig benutzt man dabei Polynome 3. Grades, d.h. kubische Splines
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# Beispiel: Kubische Splines bei 4 Stitzstellen. Interpolationsfunktionen:

fr2(z) =1+ bi(x — 21) + er(x — 1) + dy(x — 21)°,
fas(x) = ya + ba(x — 32) + co(x — 22)? + da(z — 32)°,
f34(z) = ys + bs(z — 23) + o — 23)* + do(x — 23)°

# 9 Unbekannte, man braucht also 9 Gleichungen
# Stetigkeit der Interpolationsfunktion: 3 Gleichungen

f12($2) = Y2, f23(333) = Y3, f34(96‘4) = Y4

# 1. und 2. Ableitungen an den inneren Stitzstellen missen auch stetig
sein: 4 Gleichungen

f{Z(xQ) = f2/3(x2), f§3(953) = fé4(=’53)
1o(22) = faz(x2),  fas(w3) = f3y(xa)

#® Es fehlen noch 2 Bedingungen!
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® Mogliche Wahl: Verschwinden der 2. Ableitungen an den &uBeren
Stutzstellen = natirliche Splines

1o(x1) =0, f3y(xa) =0
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Nachbesprechung Ubungsaufgaben

# Aufgabe 10: Der Einheitskreis passt nicht in ein Einheitsquadrat, dafir
aber ein Viertelkreis — a10-pi-monte-carlo.cc

# Aufgabe 11: Einfach bereits Gelerntes anwenden — al1l-progwett.cc
® Aufgabe 12: Munzwerte: {1, 3,8, 20, 50,100, 250}
# Beispiel: Rickgeld betragt 75 Cent

. Iteration: 75/250 =0, 75 mod 250 = 75,
. Tteration: 75/100 =0, 75 mod 100 = 75,
. Tteration: 75/50 =1, 75 mod 50 = 25,

. Iteration: 25/20 =1, 25 mod 20 =5,

. Iteration: 5/8 =0, 5 mod 8 =5,

. Tteration: 5/3 =1, 5 mod 3 =2,

. Iteration: 2/1 =2, 2mod1=0

N O Ot s W N

® Somit75=50x14+20x1+3x1+1x2— al2-muenzen.cc
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Vorbesprechung Ubungsaufgaben
# Aufgabe 14: Beispiel fir eine vollkommene Zahl

1+24+3+4+5+6+7=28

@ Fir jede Zahl n kann man die Teilersumme berechnen, d.h. die Summe
aller Zahlen durch die n ohne Rest teilbar ist

#® Der GrofBte Teiler muss kleiner als die Halfte von n sein.
# Aufgabe 15: Numerische Ausléschung ohne Pivotsuche

1 a|c - 1 a c
10" b|d 0 b—10"a —10"¢

# Mit Pivotsuche wiirde man zuerst die beiden Zeilen vertauschen
d
c

d] _ [10" b dl _[1om b
c 0 a-—b/10" | c—d/10™ |~ 0 a
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# Einlesen der Matrix, Bildschirmausgabe — unkompliziert
# Struktur des Algorithmus bereits vorgegeben (siehe Pseudocode aus
der Vorlesung)
# AuBere Schleife geht die Matrix Zeile fiir Zeile durch (3)
# Pivotsuche in der Spalte unter mat [i] [i]
@ Gibt es (mat[il[i] == 0) trotz Pivotsuche?
# Elimination der Eintrdge unter mat [1] [i]: Man addiert ein geeignetes
Vielfaches der Zeile i zur Zeile j
# AnschlieBend folgen das Rickwértseinsetzen und die Ausgabe des
Losungsvektors

# Bei Unklarheiten: ein 3 x 3 LGS aufstellen und auf Papier mit
GauB-Elimination 16sen!
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