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Aufgabe 16: Kommutatoren in der Quantenmechanik Programmtestat

In der Quantenmechanik werden Messgroflen wie Ort &, Zeit ¢, Impuls g, Energie E¥ usw. nicht
mehr als blose Zahlen, sondern als Operatoren aufgefasst. Eine wichtige Eigenschaft von Opera-
toren ist, dass diese im Allgemeinen nicht miteinander vertauschen 0102 # O30, (sie erfiillen
also kein Kommutativgesetz unter Multiplikation). Diese Eigenschaft wird durch den Kommu-
tator [O1, O2] angegeben, der iiber [O1, 02] = 0105 — 0201 definiert ist.

Die Operatoren X und P erfiillen folgende grundlegenden Gleichungen:

[XZ',XJ‘] == [PZ,PJ] =0 und [XZ,P]] == ’LFL(SZ] (1—2)

Weiterhin gelten fiir Operatoren die allgemeinen Zusammenhénge (wobei ¢ eine gewdhnliche,
kommutierende Zahl sei):

[Ca O] =0, [07 O] =0, [Ol + 02, 03] = [Ola 03] + [027 03]7 (3_8)
[cO1,02) = ¢[01,02], [01,02] = —[02,01], (0102, 03] = 01[02, 03] + (01, 03] Os.

(a) Implementieren Sie in Mathematica mittels der Gleichungen (1-2) und (3-8) die Moglich-
keit, Kommutatoren beliebiger Polynome in X , P und nicht-operatorwertiger Symbole zu
berechnen. Das Ergebnis sollte keine Kommutatoren mehr enthalten und vereinfacht wer-
den. Werten Sie in dieser Weise die Polynome [X2, P?], [P, (1 + X)3] und [X + P, X + P]
aus.

(b) Verifizieren Sie die Drehimpulsalgebra (die Kommutatorrelationen des quantenmechani-
schen Drehimpulses L=Xx P bzw. L; = €1, X; Py):

[Li, L;] = iheijiLy, und [L2 L;] = 0.

(c) Verifizieren Sie die Jacobi-Identitét:

[A,[B,C]] +[B,[C, A]] + [C, [A, B]] = 0.

Anleitung und Hinweise:

Schreiben Sie innerhalb Thres Programmes den Kommutator als Funktion comm[A,B] fiir die Sie
keinerlei Definitionen setzen (das erlaubt eine leichter nachzuvollziehende Auswertung). Uber-
geben Sie Ausdriicke mit Kommutatoren stattdessen an eine Funktion calcComm, welche die
notwendigen Umformungen mithilfe von Ersetzungsregeln vornimmt.

Zunichst sollten Sie eine Routine schreiben, die feststellt, ob ein Ausdruck Operatoren enthélt
oder nicht (diese kénnen einfach iiber Eintrége in einer globalen Liste als solche identifiziert
werden).

Neben der Container-Funktion comm benétigen Sie auflerdem eine Funktion mul [A, B, ...],die



nicht-kommutative Multiplikation symbolisiert. Die grundlegenden Eigenschaften dieser Multi-
plikation (normale Multiplikation fiir nicht-operatorwertige Symbole) sollen ebenfalls iiber Er-
setzungsregeln implementiert werden.

Eine Strategie, Ausdriicke auf moglichst einfache Form zu bringen, ist:

1. Anwendung der allgemeinen Kommutator-Eigenschaften (3-8),
2. Benutzung der kanonischen Kommutator-Relationen (1-2),
3. Ausnutzung von Eigenschaften der nicht-kommutativen Multiplikation,

4. Wiederholung der Schritte 1 - 3 solange bis keine weitere Umformung mehr vorgenommen
werden kann.

Folgende Mathematica-Befehle konnen in dieser Aufgabe hilfreich sein: KroneckerDelta, FreeQ,
MemberQ, Apply (@@), Map (/@) und Select. Weiterhin sind die entsprechenden Mathematica
Dokumentationsseiten, bzw. Abschnitte aus den Einfiihrungs-Notebooks zu Pattern-Matching
hier von grofiem Nutzen.

Aufgabe 17: Doppelpendel freiwillig

Betrachten Sie ein (mathematisches) Doppelpendel mit Massen m; und mg und Fadenléingen
1 und [y (siehe Skizze). Die unabhéngigen Variablen sind die Auslenkwinkel ¢ und ¢, die
folgendem System von gekoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung gehorchen:

(m1 +ma) |1}y + gl sin(@1)] +malils | cos(61 = 62) + (o) sin(61 — ¢2)] = 0, (1)
m2l2 [12(52 + ll(.b.l COS(¢1 - (bg) — ll((bl)2 sin((bl — (ﬁg) + gSin((bg)} = 0. (2)
Waihlen Sie der Einfachheit halber g =1, [y = 2 und [y = 3.

(a) Losen Sie die Differentialgleichungen fiir die Anfangsbedin-
gungen ¢1(0) = @7, ¢2(0) = ¢3, ¢1(0) = 0 und $(0) = 0
mit Hilfe des Befehls NDSolve. Stellen Sie die Losungen
¢1(t) und ¢o(t) fiir t zwischen 0 und 60 graphisch dar.
Wiihlen Sie dabei verschiedene Werte fiir ¢9 und ¢3 und
betrachten Sie u.a. die Grenzfille grofler und kleiner Werte
von my/mas.

(b) Stellen Sie Ihre Losung auch in Form eines animierten Pen-
dels graphisch dar. Sie kénnen sich dabei an dem entspre-
chenden Vorlesungsbeispiel orientieren.

(c) Wie sehen die Differentialgleichungen in (1) und (2) im
Grenzfall kleiner Winkel ¢; und ¢o aus? Untersuchen Sie
,experimentell“, fiir welche numerischen Werte von ¢ und
#9 die Approximation gut ist. Schauen Sie sich dabei so-
wohl ¢1(t) und ¢2(t) als auch die Animation fiir die exakte
Losung und die Approximation an.

Hinweis: Folgende zusétzliche Mathematica-Befehle erweisen sich in dieser Aufgabe als niitzlich:
D, NDSolve, Evaluate, Line, Point, Text und Animate.




