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Anwendungen der Monte Carlo-Methode

Aufgabe 15: Zufallszahlen mit beliebiger Verteilungsdichte * fiir Bachelor

Ausgehend von im Intervall [0, 1) gleichverteilten Zufallszahlen (gRandom->Rndm() in ROOT oder
numpy . random.rand () in Python), sollen Zufallszahlen erzeugt werden, die anderen Verteilungs-
dichten folgen.

Hinweis: Zu dieser Aufgabe gibt es wieder Vorlagen, PDFs-pyroot.py bzw. PDFs.C'. Da nur die
Histogramm-Funktionen aus ROOT benotigt werden, kénnen Sie die Struktur der pyroot-Vorlage
auch fiir Losungen in python verwenden.

a) Streuwinkelverteilung

Erzeugen Sie 10’000 Zufallszahlen mit der Verwerfungsmethode geméafl der Verteilungsdichte
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und fiillen Sie die Zufallszahlen in ein Histogramm?.
Schreiben Sie eine allgemeine C++- oder Python-Funktion zur Implementierung der Verwer-
fungsmethode.

b) Cauchy-Verteilung

Verwenden Sie die Transformationsmethode und fiillen Sie ein Histogramm mit 10’000 Zufalls-
zahlen, die einer Cauchy-Verteilungsdichte® folgen; diese ist gegeben durch
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c) Zufallszahlen gemifl empirischer Verteilung aus Histogramm

In der Datei ,elefant.dat” finden Sie die Eintrége in 64 Bins einer vorgegebenen Verteilung.
Erzeugen und histogrammieren Sie 10’000 Zufallszahlen, die dieser Verteilung folgen. Beispiel-
code zum Einlesen der Datei in C++ oder Python ist in den Vorlagen enthalten.

d) Majoranten-Methode (,,Importance Sampling*)

Fiillen Sie ein Histogramm mit 10’000 Zufallszahlen, die geméf

flx) = g sin?(mz) exp(—z), 0 < z < oo

1Falls Sie in C++ arbeiten und Thr C++-Makro iibersetzen wollen, verwenden Sie ,make SOURCE=PDFs.

*mit = = cos @ ergibt sich die Verteilung des Streuwinkels (z.B. fiir den Drell-Yan-Prozess)

3Bei Physikern/Physikerinnen ist die Cauchy-Verteilung auch als Lorentz- oder Breit-Wigner-Verteilung be-
kannt zur gendherten Beschreibung von Resonanzen.
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verteilt sind und die wir im Intervall [0, 27) betrachten wollen. Verwenden Sie exponentiell ver-
teilte, mit der Transformationsmethode erzeugte Zufallszahlen als Majorante, m(x) o exp(—z).
Sie konnen die im Aufgabenteil a) erstellte Funktion wiederverwenden bzw. geeignet erweitern,
um statt der gleichverteilten Zufallszahlen exponentiell verteilte zu verwenden.

Aufgabe 15L: Volumen von Hyper-Kugeln * nur fiir Lehramt

Mit Hilfe der Monte Carlo-Methode kénnen recht einfach hochdimensionale, bestimmte Integrale
néherungsweise numerisch berechnet werden. In dieser Aufgabe soll das Volumen V; von Hyper-
Kugeln in Abhéngigkeit von der Anzahl der Dimensionen d berechnet werden.

Als Basis schauen Sie sich die Scripte pi.py aus den Beispielen zur Vorlesung an: darin wird
ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des Verhéltnisses der Flichen eines Viertelkreis und
des Einheitsquadrats benutzt: zufillig gewéhlte Punkte werden auf der Fliache verteilt, und der
Anteil der Punkte innerhalb des Kreises wird gezéhlt.

a) Erweitern Sie diesen Code, so dass Sie mit dem Verfahren das d-dimensionale Kugelvolumen
fiir d € [1,10] berechnen kénnen. Arbeiten Sie zunéichst mit 10’000 gleichméfig im Hyperkubus
mit Kantenldnge 1 verteilten Punkten. Berechnen Sie aus dem so bestimmten Volumen des
Kugelsegments im Einheits-Hyperkubus das Volumen der vollen Hyperkugel.

b) Bestimmen Sie jeweils die statistische Unsicherheit oy, der Ergebnisse. Nutzen Sie dazu aus,
dass bei N Versuchen die Anzahl Nj;, der innerhalb der Kugel liegenden Punkte einer Bino-
mialverteilung B(N;n; N, p) folgt. Die Unsicherheit ergibt sich aus der (aus CGDA) bekannten
Varianz der Binomialverteilung mit der Ndherung p ~ p = N;,/N.

c) Tragen Sie Ihre Ergebnisse fiir V; und die Unsicherheit oy, in ein Diagramm ein. Die Vorlage
VKugel.py enthilt die Funktion VolSphere(d, r=1.), die das mit mathematischen Integrati-
onsmethoden berechnete Volumen von Hyperkugeln angibt. Tragen Sie auch dieses ,,theoreti-
sche“ Ergebnis in Thre Grafik ein.

Aufgabe 16: Vergleich von zwei Verteilungen mit der Bootstrap-Methode *

In dieser Aufgabe sollen zwei Stichproben S7 und Sy der Gréflen n; und ns darauf hin untersucht
werden, ob sie statistisch signifikant unterschiedliche Mittelwerte haben. Die Stichproben finden
Sie in den Dateien samplel.dat und sample2.dat.

Zur Quantifizierung des Unterschieds berechnet man eine Priifgréfle d, die auf einen moglichen
Unterschied der beiden Proben empfindlich ist, typischerweise den Betrag der Differenz der Mit-
telwerte pp und po, die man auf die erwartete statistische Unsicherheit normiert:

d = |p1 — po|/o mit o = \/o12/n1 + 022/ns.

Mit Hilfe der Bootstrap-Methode lésst sich die erwartete Verteilung von d bestimmen. Zum Test
auf Gleichheit wird ein Hypothesentest durchgefiihrt, bei dem man annimmt, dass die beiden
Stichproben aus der gleichen Grundgesamtheit stammen, und bestimmt die Verteilung von d
unter dieser Annahme. Der in den urspriinglichen Stichproben beobachtete Wert wird dann
mit dieser Verteilung verglichen, d.h. man bestimmt die Wahrscheinlichkeit, auf Grund von
statistischen Fluktuationen einen grofleren Wert von d zu erhalten als den beobachteten Wert
dops, den sogenannte p-Wert.

Implementieren Sie eine Funktion zur Berechnung der oben definierten Grofle d. Bestimmen Sie
dann mit der Bootstrap-Methode die Verteilung von d, indem Sie aus der Vereinigungsmenge der
beiden Stichproben S; und S durch zufilliges Ziehen mit Zuriicklegen 10’000 neue Probenpaare
S} und S} der Liangen ny und ny erzeugen. Berechnen Sie fiir jedes Probenpaar die Priifgrofie
d; fir ¢ = 1,...,10°000 und zéhlen Sie, wie oft sich Werte d; > dps ergeben. Sind die Proben
statistisch signifikant unterschiedlich?

Hinweis: Wenn Sie die urspriinglichen Proben und die durch Bootstrap gewonnenen Verteilung
von d grafisch darstellen, bekommen Sie einen sehr klaren Eindruck von der Methodik.

Anmerkung: Sie haben eine Verallgemeinerung des ,,Studentschen ¢-Tests“ implementiert. Beim



eigentlichen ¢-Test wird zusétzlich davon ausgegangen, dass es sich bei den zu testenden Vertei-
lungen um Gaufverteilungen mit gleicher Standardabweichung handelt.

Hinweis: Mit dem Rechnernamen fphctssh.physik.uni-karlsruhe.de kénnen Sie von iiberall
aus mittels ssh/scp Programm per Netzwerk auf einen Poolrechner zugreifen.




