Rechnernutzung in der Physik

Block 3:
Statistische Methoden der Datenanalyse

* Einfiihrung

* Wabhrscheinlichkeit

* diskrete und kontinuierliche Verteilungen
* Varianz und Kovarianzmatrix

* Variablentransformation

* Fehlerfortpflanzung

* Monte-Carlo-Methode

* Parameterschiatzung

* Hypothesentests und Klassifikation
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Statistik: Einfuhrung

Vorhersehbar

Einfache (klassische) physikalische Prozesse:
Ergebnis exakt vorhersagbar

- Ursache erzeugt eine eindeutige Wirkung,

- Determinismus

Beispiele hierfur sind:

- Pendel
- Planetenbahnen,
- Billard 4

- Elektromagnetismus...




Statistik: Einfuhrung

Zufall

Rein zufallige Ereignisse sind prinzipiell nicht vorhersagbar
(auch bei genauer Kenntnis der Ausgangssituation!)

Beispiele hierfur sind:

* Lottozahlen (zu viele
EinflussgrofRen, determi-
nistisches Chaos)

* radioaktiver Zerfall R
(Quantenmechanik) )) Neutrino*
230Pa

* Elektronisches Rauschen

* Mel¥fehler und
apparative Auflésung "% Tellchen-fe




Zufall in der Physik !?

Schon in der klassischen Physik:

- Einfluss unkontrollierbarer Grof3en (Ablesegenauigkeit, Fertigungsgenauigkeit von
Messgeriten, ,,Rauschen* usw.) wird als ,,Messfehler* statistisch behandelt

- in Vielteilchensystemen: statistische Mechanik betrachtet Eigenschaften von
Verteilungen statt (Energie, Impuls usw.) statt aller Koordinaten von Teilchen

In der Quantenphysik:
- Vorhergesagt werden Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Observablen

— nur statistische Aussagen

z.B. ,, mittlere Lebensdauer eines Zustands‘ oder ,, Erwartungswert des Aufenthaltsortes

— Wahrscheinlichkeitsaussage, Statistik.

[Ziel: Extraktion der vorhersagbaren Komponente J




Uberpriifung von physikalischen Modellen

Physik beschreibt die Wirklichkeit mit (theoretischen) Modellen
- Modellvorhersagen enthalten Naherungen und numerische Fehler
- Uberpriifung der Modelle durch Experimente (=fehlerbehaftete Messungen)

- fast immer existier(t)en alternative Modelle
(das 1st immer so an der vordersten Front der physikalischen Forschung)

Vergleich von Theorie (=Modell) und Experiment
erfordert statistische Methoden

z.B.: linearer Zusammenhang ? Wenn ja: Steigung bestimmen!
Wenn nein: Modell falsch, Steigung irrelevant!
( in unseren Praktika wird die erste Frage leider fast immer ausgeblendet)

Ziel: 1. Hypothesentest: stimmt das Modell
2. Bestimmung von Modellparametern




Zufall und statistische Methoden anderswo

- Medizin: Wirksamkeit von Therapien und Medikamenten
- Umfragen: Wihler-, Kunden-, Studentenbefragungen o.A.
- Qualitatssicherung in der Produktion

- Risikobewertung be1 Versicherungen

- Angebotsplanung 1m Handel

- Glucksspiel

- Aktienmarkt und Kursentwicklung

sowie viele, viele andere Beispiele



Statistik: Einfuhrung

Run 13816 Event 2618 16 Jun 2000 05:34:19

Quantenmechanik:

jedes Mal passiert
etwas anderes!

OPAL Experiment am LEP

Centre-of-Mass Energy 205 GeV

e'e” - Kollisionen im Opal-Experiment am LEP-Collider 8



Statistik: Einfuhrung

i 2
2500_‘ 3678 + 99 y(2S) M(ﬂ:’ﬂ:) = 500 MeV/c
] l Mass: 3685.67 + 0.08 (staﬂ MeV/c
] c: 3.41 £ 0.09 (stat) MeV/d
2000_: 704 + 67 Candidates
Mass: 3871.4 £ 0.7 (stat) MeV/

1500- o (Fixed) 4 3 MeW/c ©

1000

Number of Candidates/ 5 MeV/c °

365 37 375 38 38 39 395 4
Mass of J/yn ' n-Candidates [GeV/c E]
Fehlerbehaftete Messdaten und Parameter-abhéangiges Modell

Zahl der beobachten Ereignisse mit einer invarianten Masse in einem
bestimmten Intervall ist ein Zufallsereignis




Statistik: Einfuhrung

(Zufalls-)Ereignis im Sinne der Statistik:
durch spezifische Eigenschaften definiertes Ergebnis eines Prozesses

Beispiele:

- eine ,,3° wirfeln

- ein Tor fallt in den ersten flinf Minuten eines Ful3ballspiels

- beim Angeln einen Hecht fangen

- eine ,,2° und dann eine ,,5 wiirfeln

- eine Zahl grofer als ,,3* wiirfeln

- Messung eines Werts fiir e zwischen 1.60¢10" C und 1.61107°C
Kompatible Ereignisse:

- eine gewiirfelte Zahl i1st ,,>3* und ,,5“ (,,>3* N ,,5%)

- eine Karte aus einem Kartenspiel ist rot und ein As ,,rot (,,rot“ N, ,As*)

- eine Karte ist ein As oder eine Dame (,,As* U ,,Dame®)

- Karte 1st As oder kein As (gilt fiir beliebige, d.h. alle Karten!)
Exklusive Ereignisse:

- ,,3“ und gleichzeitig ,,5* wiirfeln

- eine Karte ist ein As und eine Dame (gilt fiir keine Karte)

10



Statistik: Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit

11



Statistik: Wahrscheinlichkeit

Frequentist-Wahrscheinlichkeit = ,,objektive” Definition

fur beliebig wiederholbare Ereignisse oder bei
Vohandensein von Symmetrien anwendbar

auch ,,Klassische Statistik* genannt

Bayes-Wahrscheinlichkeit = ,,subjektive’” Definition
auch fur einmalige Ereignisse anwendbar

Streit der Schulen zwischen Frequentisten und Bayesianern bis heute
Physiker nehmen meist einen pragmatischen Standpunkt ein —
Anwendung “hybrider” Verfahren

12



Statistik: Wahrscheinlichkeit

Frequentist-Definitionen von Wahrscheinlichkeit

Kombinatorische Definition:

Wenn ein Ereignis in n verschiedenen Arten auftreten kann, die alle gleiche
Wahrscheinlichkeit haben, und wenn k Ereignisse davon die Eigenschaft A aufweisen, ist
die Wahrscheinlichkeit fiir A: P(A) =k/n

Empirische Definition:
Eine Beobachtung ist unter identischen Bedingungen unabhéngig voneinander n mal

wiederholt.
Wenn Eigenschaft A dabei k mal beobachtet wird, ist das Verhiltnis k/n die empirische
Wahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeit P(A) wird definiert als der Grenzwert fiir

unendlich viele Beobachtungen n.

Beide Definitionen konnen kritisiert werden:
Kombinatorisch: Schlange, die sich in den Schwanz beisst.
Empirisch: Grenzwert kann in der Praxis nie erreicht werden.

13



Statistik: Wahrscheinlichkeit

Formale Definition von Wahrscheinlichkeit: Kolmogorov-Axiome (1931)

Betrachte Elementarereignisse e;

Elementary events e; are considered, which exclude each other:

e; = elementary event
() set of all elementary events

Ple;) = probability of event e;

Q

1. P(e;) = 0 for all 4 positiv
2. P(Gi A4 Ej) = P(Gi{) + P(Gj) (\/ = DI‘) additiv
3. ) o Ple) =1 normiert

14



Statistik: Wahrscheinlichkeit
Kombination von Wahrscheinlichkeiten

P(Aor B)=P(A)+ P(B)— P(A and B) Aor B

P(Aand B) =0 if A and B exclude each other
P(Aor B)=P(A)+ P(B) if A and B exclude each other
P(Aor A)=P(A)+ P(A) =1 (A = not A)

P(Aand B)=P(A)- P(B|A)=P(B)- P(A|B) AandB

P(Aand B)=P(A)- P(B) it A and B independent

Bedingte Wahrscheinlichkeit, dass
A wahr ist, wenn B wahr ist.

15



Statistik: Wahrscheinlichkeit

Bayes'sche Definition von Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit ist der Grad des Glaubens, dass
ein Experiment ein bestimmtes Ergebnis haben wird.

- Subjektive Wahrscheinlichkeit -
(erfullt Kolmogorov-Axiome !)

Essay “Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances” (1763), posthum
veroffentlicht in Philosophical Transactions of the Royal Society of London.

16



Statistik: Wahrscheinlichkeit

Frequenz-Aussagen oft nicht moglich.

Dann 1st Bayes- Interpretation die einzig mogliche:

Wahrscheinlichkeit 1st der Grad des Glaubens, dass eine Aussage zutrifft.

- das Teilchen 1n diesem Ereignis 1st ein Positron.
- die Natur ist supersymmetrisch.

- es wird morgen regnen.

- Deutschland wird 2014 Fullball-Weltmeister.

- es hat am 8. Marz 1792 in Kairo geregnet.

Oft kritisiert, weil ,,subjektiv‘‘ und ,,unwissenschaftlich‘‘.
Beruht jedoch auf einfacher Wahrscheinlichkeitsrechnung und ist —

richtig angewendet — nicht im Widerspruch zu Frequentist-Ansatz.

17



Statistik: Wahrscheinlichkeit, Bayes' Theorem

Bedingte (conditional) Wahrscheinlichkeiten:

P(BIA) — P(BN A) P(AIB) — P(AN B)

P(A) P(B)
Wegen P(ANB) = PBNA) qilt:

puai ~ PEAPA)

P(B)

18



Statistik: Wahrscheinlichkeit, Bayes' Theorem (2)

Besonders wichtig durch die Interpretation
A: Richtigkeit einer Theorie
B: Wahrscheinlichkeit der Beobachtung bestimmter Daten

s g

P(Daten|Theorie) P(Theori
P(Theorie|Daten) = (Daten|Theorie) P(Theorie)

M P(Daten)
o BvideT

P(Theorie | Daten) Wahrscheinlichkeit, dass die Theorie stimmt,
wenn bestimmte Daten beobachtet wurden

P(Daten | Theorie) Wahrscheinlichkeit, bestimmte Daten zu beobachten,
wenn die Theorie stimmt

Interessant ist die erste Frage, haufig wird jedoch nur die zweite beantwortet!
19



Statistik: Wahrscheinlichkeit, Bayes' Theorem (3)

Wahrscheinlichkeit in P(AIDS) = 0.001 o
allgemeiner Bevélkerung: P(no AIDS) — 0,999 @ priori-Wissen

P(+]AIDS) = 0.98
p(—|AIDS) =002  Messung,
Likelihoods

Ziemlich zuverlassiger AIDS-Test
(Resultat + oder -):

P(+|no AIDS) = 0.03
P(—|no AIDS) = 0.97

Wie besorgt sollte man sein, wenn man ein positives Testresultat hat?
d.h. wie grol} ist (die posteriori-Wahrscheinlichkeit) P(AIDS|+) ?

20



Statistik: Wahrscheinlichkeit, Bayes Theorem (4)

P(+|AIDS) P(AIDS)

P(AIDS|+) =
P(+|AIDS) P(AIDS) + P(+|no AIDS) P(no AIDS)

0.98 x 0.001

0.98 x 0.001 + 0.03 x 0.999

= (.032

Die Posterior-Wahrscheinlichkeit P(AIDS|+) betragt nur 3,2%!

Warum? Wegen der kleinen Prior-Wahrscheinlichkeit von 0.01% und der
nicht vernachlédssigbaren Milidentifikationswahrscheinlichkeit!

Vorsicht: Prior nicht richtig, wenn man zu einer Risikogruppe gehort!
21



Statistik: Wahrscheinlichkeit, Bayes' Theorem (5)

Klassische Statistik (basierend auf Maximieren derLikelihood)
Ist nur Sonderfall der Bayes-Statistik:

- =

P(Daten|Th e)P(Th )
P(Theorie| Daten) = L 24N P(E;Tj;@)( eorie)
aten

Poseror” " Evidenz~_

Maximieren der Likelihood statt der a posteriori-Wahrscheinlichkeit heisst:
Implizite Annahme, dass die Prior-Wahscheinlichkeit flach verteilt ist, d.h.
jeder Wert ist gleich wahrscheinlich.

Hort sich vernunftig an, ist aber oft falsch!

Heisst nicht, dass man nichts weiss!
22



Statistik: Wahrscheinlichkeit, Bayes' Theorem (6)

Wenn man uber eine dimensionsbehaftete GroBe x nichts (nicht
einmal die GroBenordnung) weiss, dann ist

f(x) = const. FALSCH!

Vielmehr ist

f(ln(x)) = const. RICHTIG!

Das ist gleichbedeutend mit

f(x) < 1/x.

Bradfordsche Zahlengesetz: Die Ziffer 1 ist viel Ofter die sig-
nifikanteste Ziffer einer Zahl als die 9. Wie auf logarithmischer
Skala. Ubrigens: Finanzamt weiss Bescheid: Steuererkldrungen
richtig falschen!

23



Statistik: ZufallsgrofRen

Vertellungen von Zufallsgrof3en:
Wahrscheinlichkeitsverteilungen
und

Wahrscheinlichkeitsdichten

Kumulative Verteillungen

24



Statistik: ZufallsgroRen

Eine diskrete Zufallszahl k& kann eine
endliche oder unendliche Anzahl von
Werten k; mit i=a, a+1, ..., b annehmen.

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Wert k;

ist P(k;) und erfullt die Normierungs-
bedingun
SN Py =1

alle 7

Kumulierte Verteilungsfunktion
= Wahrscheinlichkeit, einen Wert
k; oder kleiner zu beobachten.

P(r)t
0.3

0.2
0.1

A

> T
- i
3 (k)
— b > T
a b

25



Statistik: ZufallsgroRen

Eine kontinuierliche Zufallsvariable kann
relle Werte annehmen. Die Wahrscheinlich-
keit, das x in das Intervall a <x < b fallt, ist

b
Pla <x < b) 2/ f(x)dx

dabei 1st f(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte
(probability density function, pdf) der Zufallsvariablen x;
die Dichte 1st nicht-negativ und auf 1 normiert:

HOED
/_ flz)dr =1

26



Statistik: ZufallsgroRen

Die Verteilungsfunktion ((cumulative) distribution function, cdf)
F(x) 1st die Wahrscheinlichkeit, einen kleineren Wert als

x zu finden:
T F (CE) 1
Fa)= | fa)i 1|
mit F(-c0)=0 und F(+o0)=1 u :
Die Wahrscheinlichkeitsdichte :
ist also die Ableitung der
Verteilungsfunktion: 0

_ dF(x)

flz) = —-




Statistik: ZufallsgroRen

Der Erwartungswert einer Funktion h(x) einer Zufallsvariablen mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte f(x) bzw. Wahrscheinlichkeit P(x;) 1st definiert durch:

E[h] = / h hz)f(z)dx B[R] = ) h(z:)P(z:)

— 00 alle <

Wichtige Spezialfille: a) h(x)=x: Erwartungswert (auch Mittelwert)

E[:U]z/ooazf(a:)da::(az)zf Elz] = Z%P(Cﬁi)Z(CB):T

alle 7

b) Varianz

alle 7

Standardabweichung ¢=\'V 28



ZufallsgroBen: Beispiel Mittelwert und Varianz

Mittelwert: ,,Position* der Verteilung
Standardabweichung: , Breite* der Verteilung

Verteilung der Augenzahl bei
Wiirfelspiel mit drei Wiirfeln

Mittelwert

0.10 |

0.05 |-

Wahrscheinlichkeit

0.00 —-
2 4 6 8

10

12 14 16
—

Standard-
abweichung

18

20

29



Statistik: ZufallsgroRen

Haufigkeitsverteilung:
Anzahl Ereignisse in
endlichen Intervallen

( Bins)

Wahrscheinlichkeitsdichte
f(x) = Histogramm mit

- undenlicher Statatistik;

- Bin-Breite 0,

- normiert auf Flache 1

N
: (19 ~ 1
Mittelwert (,,mean®): T = N z; x;
1=

Nix)

Nix)

30

20

10

500

400

300

200

100

100

N(x)

75

50

25

0.5

flx)

Standardabweichung o =

(,,RMS* in Root):

10

(b)
I I
4 6 8
X
T T T
(d)
1 1
4 6 8

30



Statistik: ZufallsgroRen

10 T T T !

[==]
T
]

Darstellung einer 2-dimen-
sionalen Wahrscheinlichkeits- ~ ° Rt
dichte f(x,y) als Punktewolke ~— “faf =
( scatter plot ) 2 i @

Normierungsbedingung:

[ [ fapzdy 1

f;[.r]

05 T T T

TAv)

04 | .

03 r .

02 r .

01 .

Randverteilungen
= Projektionen auf Achsen

fo(@) = [ f(z,y) dy

fyy) = | f(z,y)dx

Lasst sich leicht auf n Dimensionen erweitern;

in ROOT: Klassen TH1, TH2 und TH3

31



Statistik: ZufallsgroRen

) 1
10 'L' T I.LII i 05
V 11 =
8 F :: . 04 r
' 1 ' -
- 11
[}
6 . - L 03 -
e N
R
oo i
4 R ¥ 02
i Il
L ; . 11
1 ; 11
2 7 0 I . 01 r
kg - kA
X
0 111 0 _
1] 2 4 G & 10 0 2 4 6 a 10

Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte A(y|z) = % W%f;r;cfzglcla;n)l(i%r;lg;sﬂichte

Bedingte Wahrscheinlichkeit fur Y unter der Bedingung das X bekannt ist:
Ply<Y<y+dylz <X <zx+dr) = h(ylz)dy

32



Statistik: ZufallsgrofRen

Grundlegende Verteillungen

33



Statistik: grundlegende Verteilungen

Wahrscheinlichkeit fiir die Beobachtung eines bestimmten Ereignisses ist p.
Was 1st die Wahrscheinlichkeit, be1 n Versuchen & solcher Ereignisse zu beobachten ?

z.B. -bei 10 Versuchen 3 mal eine 6 wiirfeln.
- bei 100 Eintragen in einem Histogramm 10 Eintrage im ersten Bin

Binomialverteilung |P(k;n) = ( Z )pk(l _ p)n—k k=1,....n

n!
( " ) = 1st die Anzahl der Kombinationen, & aus N Elementen ohne Berlick-
sichtigung der Reihenfolge auszuwahlen (,,Binomialkoeffizient)

Erwartungswert |E|k| = np

Varianz VIk| = np(1 — p)

34



Statistik: grundlegende Verteilungen

pn = 0.6

c=+3-0.2-0.8
o~ 0.7

uw=1.8
c=+3-0.6-0.4
o~ 0.85

0.6

0.4f

0.2}

0.2

(@)

=]

u=1.2
oc=+v6-0.2-0.8
o~ 0.98
p= 3.6

c=+6-0.6-0.4
o=1.2

35



Statistik: grundlegende Verteilungen

BinomialverteilungB(k;p,n) 1m Grenzfall n —o, p — 0, np=p fest:

k
—>  Poisson-Verteilung | P(k; ) = %e_“

Erwartungswert E[k] = U Varianz V[k] =

Grenzwert bedeutet: Gesamtzahl beobachteter Ereignisse k in n — oo Intervallen Ax ,
in denen jewells ein Ereignis mit der (sehr kleinen) konstanten
Wahrscheinlichkeit p erwartet wird .

Beispiele fir Poisson- verteilte Zahlen:

- ein Klassiker: Zahl der pro Jahr durch Huftritt getdteten preuBlischen Kavallerieoffiziere
- naherungsweise: Zahl der Eintrage in einem Bin eines Histogramms mit vielen Bins

- Zahl der bei fester Ereignisrate im Zeitintervall T beobachteten Ereignisse,
ubrigens: Zeitdifferenz At zwischen zwet Ereignissen
folgt einer Exponenitalverteilung: f(At;T) = —e T At/T
T 36



Statistik: grundlegende Verteilungen

Poission(n;pu)
o o
[ EES

=

=
i

Poission(n;L)
=
[

=

=
i

Poission(n;L)
=
Fed

=

H

p=2 |
.
0 5 10 15 20
u=35
HHHHHHHHM
5 10 15 20
uzlo_l
nnﬂHHHHH”ﬂﬂnn"
5 10 15 20

Erwartungswert u
Standarabweichung Vp

wotatistischer Fehler auf eine
Anzahl n von Beobachtungen ist

Vn

(dabei wird n=p angenommen)

37



Statistik: grundlegende Verteilungen

Die Normalverteilung (oder Gaul3-Verteilung) ist die wichtigste
kontinuierliche Verteilung

N (3 11,0) = ———e 8| 2 |- 00,00

X, o) = e 20 T — 00, 00
o V2To

Erwartungswert Viz| =0

Quantile der GaulB3-Verteilung:

P(lz —pul <1-0) 68.26%
Pllx —pu|<2-0) = 95.45%
P(lz — p| < 3-0) 99.73%

Fur gro3e n bzw. p ndhern sich Binomial- und
Poisson-Verteilung der Gaul3-Verteilung an.



Gauf- oder Normal-Verteilung

0.5+
— N(x; 0, 1)
— N(x; 0, 2)

Y — N(x; -1, 2)

0.3

-
0.1
4 2 2 4

39



GauB- oder Normal- Verteilung

|_ROOT::Math::gaussian_pdf(x) |__GauR distribution | hgauss

0.4 1 x2

exp —7

0.35

N

p(x | p=0, o=1)

0.3

0.25
0.2
0.15
0.1

0.05

!IlfllllllllllllllII[II]I[II]IIIIlIII1|f1

Standard-Normalverteilung (u=0 und 6=1)  GauB-verteilte Zufallszahlen in ROOT
mit Hilfe der Klasse TRandom und
Methode Double_t Gaus() iiber
globalen Zeiger gRandom->Gaus( )

40



Statistik: grundlegende Verteilungen

Zusammenhang der Standardverteilungen

o = /np(1 —p) 7=V

41



Vergleich: Binomial- und Poisson mit GauBB-Verteilung

| p=0.75, n= 50 |

= Binomial
e Poisson

— GausSs

W ) b b bl b

vl lern By
28 30 32 34 36 38

| p=0.05 , n=300 |

1 1
40 42 44

IIIIIIIIIII
107 E

ur’E

107 £

— Binomial

= Poizson

10 — Gauss

1 L1
5 10 15

20

[p=0.3, n=100 | | p=0.05, n=100 |
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII |_||||I|||I||||||||||||||||

0 E

10 =

107
= Binomial = == Binomial
= Polsson 1 | = Poizson
—_— Gauss 3 | — GAUSS

1_5I 11 Izlul 11 I2|5I 11 Ialnl 11 Ialﬁl 1| I4Iﬂ| 11 I4|5

| p=0.05 , n=3000 |

* gute Anndherung Poisson -
Binomial-V. fiir np > ~50

* Asymmetrie von Binomial-V.
bei kleinen p von GauB3-V.
nicht gut beschrieben

* Problematisch: Auslaufer

— Binomial

~= Poisson bei groBBen Werten | n - <n> |

| | | | |
110 120 130 140 150 180 170 180 180 42

Script BaseDi stri butions. C



Statistik: Zentraler Grenzwertsatz oder: warum sind Messfehler gauRférmig?

Im Grenzfall von grof3en N 1st die Summe von N unabhingigen
Zufallszahlen eine Zufallszahl, die einer Gaul3-Verteilung folgt.

— lim Z T x; aus beliebiger Verteilung mit

N—o0 Mittelwert p; und endlicher Varianz c;

N
Bedingung von Lyapunov: » E (I:BZ- = ,Uz'|3) endlich fiir alle n —
=1

x ist GauB-verteilt mit N
Erwartungswert [ = E (; und Varianz o’ = E (7,,;2
1=1 )

Beweis im Prinzip einfach; erfordert neues Konzept:

die ,,charakteristische Funktion® einer Verteilung, s. Demonstration mit Root

s. z.B. S. Brand, Datenanalyse 43




weitere Verteilungen: y?

X;j standard-normalverteilt ROOT::Math::chisquared_pdf(x,n_f) I

2 . 2 2% — a1

Y :22233,&. g e

i1 n=5

folgt der sogenannten “n 7 n=10
v’-Verteilung mit n Freiheitsgraden: °*
1 , i o2
f(z;n) = znmr(n/g)zrw’2—1e—~fz (2 > 0) n_1§—

Erwartungswert |E[z] = E[x?] =n o s e R e Ry
Es gilt: XZ(n) + XZ(m) = XZ(n+m)
Varianz Viz] = V[XQ] = 2n fiir groBe n ist *~"/y(2p)

standard-normalverteilt.
Anwendung: Summe der quadratischen Abweichung von Messwerten von einer Funktion,

2 ) . .
X =2, (ya—f) , folgt einer y2-Verteilung (fiir GauB-férmige Fehler o;, s. auch spiter: y2-Anpassung)
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Weitere Verteilungen: Cauchy (=Breit-Wigner) - Verteilung

O oo08 — . . . .
flz) =~ £
T 1+ 2? = o6 |
1 ['/2
f(m;rﬁmﬂ): /

;1—‘2/44_ (I—ZC(})Q 0.4

Erwartungswert |E[x] = x 02
(aber schecht definiert!)

Varianz existiert nicht, statt dessen 0
Halbwertsbreite (,, FWHM*) =T

— tritt bei allen Resonavr[l]z:ehénomenen auf,
— ist Fouriertransformierte (im Frequenz- (=Energie) -Raum)
der Exponentialverteilung (in Zeit t).

— Unscharferelation: Resonanzbreite = h/Lebensdauer
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Generalisierte Poisson-Verteilung:

Gamma-Verteilung

Verteilung des Erwartungswertes einer Poissonverteilung,
bestimmt aus der mit dem Faktor a skalierten Beobachtung von N
Poisson-verteilten Ereignissen, n=aN, z.B:

- N simulierte Ereignisse, o N Ereignisse in Daten erwartet
- Untergrundbeobachtung in Seitenband, o N Ereignisse im Signalbereich erwartet

n=aN folgt

p(n;a, N) =

1 n/a

exp (—n/a)

o N

Maximum bei aN
Mittelwert a(N+1)
Varianz o2(N+1)

Spezialfall einer
Gamma-Verteilung
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Logarithmische Normalverteilung

Logarithmus einer Zufallsgrof3e 1st normalverteilt:

f(2; 7, k) = ———— exp (Jl”(x/‘%))z)

V2rxrlnk 2(In k)*
Eigenschaften:

- f(x=0) = 0; langere Auslaufer als GauBBverteilung fir grof3e x
- geht fiir Werte von kK= 1 mit k=exp(€)= 1+€ und €= o/J

(&)}

asymptotisch in die Gaullverteilung G(x;J,0) liber -
b= Log Normal pdf
= 4 (-
Anwendung: Grofien, die sich als Produkt g f | iR
von fehlerbehafteten Faktoren ergeben g 3 f
: )
— )
CS i
Bsp: Aussage ,,Faktor zwei Unsicherheit* 8 2 Ji
gut beschrieben durch Log-Normal- 2 }
. of o 1
verteilung mit K=2 a0
= 0




Mehrere ZufallsgroRen

Mehrere, nicht unabhangige Zufallsgrof3en

Kovarianz und Korrelation

48



Kovarianzmatrix

Kovarianz zweier Zufallsvariablen ist Erwartungswert von
( Abwei chung vom Erwartungswert in Variable x) *
( Abwei chung vom Erwartungswert in Variable y)

coviz,y| = Ellx — p )y — py)| = Elzy| — papty,

Diagonalwerte sind die Varianzen:
Erwartungswert von ( Abwei chung vom Erwartungswert in Variable x)**2

covlz, ] =V, = 05 = F(x— ,Ua:>2]
= E[z?] — 2E[z]pe + 13
= E[z?] - p3

Analog auch bei mehr als zwe1 Variablen:
cov(x;,x;) bildet die Kovarianzmatrix
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Korrelationsmatrix

Normiere Kovarianzmatrix, so dass die Diagonalelemente alle 1 sind:

cov|z,
Pry = 3 —1 .::_;' Py t:_: 1

II'TI;:.{TL,
]} T T T T ¥ oo T T T T
s | {af . i a b mo
e s | I : -
p=10.75 ) p=—lLid
i E o "'r-":"- -
: t - 3 s -
] 1 1 1 1 o 1 1 1 1
2 4 & =® 0 o2 4 & 8 10
L X
O T T T T LA 1] T T T T
s L il ] a | ] ]
p=0.95 s /* 1 er - p=10.25
‘v 1“1 -
2 F : . 2k .
] 1 1 1 1 o 1 1 1 1
5 2 4 & =B 0 o 2 4 & 8 10
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Korrelation

Wenn x, y unabhingig, d.h. flz,y) = fm(m)fy(y); dann gilt

Elzy) = | [zy f(x,y) dedy = papy

— U(]'V[$:, y] — () x und y ,,unkOrreliert“

Achtung: Die umgekehrte Aussage gilt nicht:
Beispiel: re|-1,1],y = 72
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Praktisches Beis P iel: Konstruktion einer Kovarianz-Matrix

Anfangerpraktikum: 6 Studenten in 3 Gruppen mit jeweils eigenem Messgerét vom gleichen Typ,
von allen angewandte ,, Theorie-Korrektur® mit Unsicherheit, 6 Einzelergebnisse.

Fehlerbeitrage:

- Systematischer Fehler eines Messgerits: s (korreliert innerhalb einer Gruppe, d.h. Studierende
1-2, 3-4 und 5-6, unabhiangig zwischen den Gruppen)

- Theoriefehler: t (korreliert fiir allen Messungen)
- Unabhingiger Messfehler jeder Gruppe: f, ..., fg

Jede Messung hat den Gesamtfehler g;= \ (f2 +s2+t2)

g 12 S2+t2 12 t2 2 t2

S2+2  g,2 t2 t2 12 t2

12 t2 032 S2+412 12 t2
COV = 12 t2 S2+4t2  g42 12 t2

t2 t2 t2 t2 g 52 S2+12

t2 t2 t2 t2 S2+t2 962
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GauB-Verteilung in mehreren Dimensionen

1 1
—| — — \Tyr—17= —
P, V) = ——r—rexp |5 (T — ) V(7 ~ i)
(2m)z|V]2
/ "Tf 0z . : M Tnfin \
T2 010021 '-TQE: v - T2 f12n
-["'l?:
\U;r.l'TLﬂn.L : v Tplp—1fm—1 '-TE, )
Kovarianzmatrix

p;j : Korrelationskoeftizienten

2-dimensional ]

g\ri,xr2 |1, H2,01,02,0) =
( | ) 2mo1094/1 — p?
1
- exp (—m [U% + u% — 2p’UJ1’UJ2)}
Li — Hi

mit U; =
oF)
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2-dim. GauB-Verteilung und Kovarianzellipse

Kontur konstanter Wahrscheinlichkeitsdichte
2 2
(:Ifl - }.Ll) + (:ITQ - ILLQ) _ 2‘012 (1'1 - Hl) (1151 - H?) —1— p%? lst elne Ellipsengleichung

a1 02 a1 g2
A2 Kovarianz-Ellipse %,
A
Winkel zwischen
G) x-Achse und Haupt-
achse der Ellipse
héngt von p{, ab:
20120109

tan 2 =

2 2 [29)
o] — 05

* 0=45° nur fir 6,= 0,

c | \
2 \\ e 0=0° fur p12:0

0]
AN - -
X1

M
G | Ellipsen beriihren das Rechteck mit den
Flache innerhalb der 1-c Ellipse entspricht ~39% Kantenldngen 26, und 20, an vier Stellen 4



Kovarianzellipse - Ablesen des Korrelationskoeffizienten

Betrachten normierte Variable x,'=x;/c; und x,'=x,/0,

Normierte Kovarianz-Ellipse — Halbachsen P,' und P,'

P+ P =2

_Pl,z_ 2,2
P P1’2—|—P2’2

Korrelationskoeffizient
lasst sich aus Langen
der Halbachsen bestimmen
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K

ovarianz in ROOT

Standard-normalverteilte Zufallszahlen mit p=0.75

mux=0.00, sigx=1.00, muy=0.00, sigy=1.00, rho=0.75 |
measured correlation 0.754

correlated random numbers |

hxy

Entries 200
Mean x -0.06106

hx H T 17T | T TT | T TTT | T TT | T TT | T TTT T T
correlated random numbers _nxy - : ; : : : Meany -0.0516
Entries 200 | :

Mean x _-0.06106 ] R S———— T S—— RMSx  1.054

Meany -0.0516 - erSy — 108
RMS x  1.054 oF : e -
; RMS y 1.03 - -
: N T :
] 1_ ............. .. ............................................................ —
2.5 - N e .
1 : [ ] .". F -:. - :
1T n L e s = ‘.?"‘,-.. ........................................................... —
] i B Co b N
1.5 - T T ]
-4 | —-g ] :-. . _
E -1 __'_ ..................................................................................... —
0.5 - - _
1 _2__ ......................... mode g b B R __
A .- -
-_r L1 1 | I | | 11 1 | I | | I | | 11 1 | I | | 111 ;

-2 -1 0 1 2

TH2::Draw(“surf3”); ,.scatter plot“ TH2::Draw();

Methoden TH2: : GetCovariance und TH2:GetCorrelationFactor

zur Berechnung der Kovarianz oder des Korrelations-Koeffizienten
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Multinomial-Verteilung

Verallgemeinerung der Binomialverteilung von zweit auf k mogliche Ergebnisse,
Verteilung der Anzahlen n,_fiir die Beobachtung von Ereignis k bei N Versuchen

N

k
Pny...ng; N " o™ N = .
( 1 k s y P1 7p]€)n1! nk'pl PE ] ;n

Eigenschaften:
Erwartungswert F'|n;| = Np;
Varianz V[nz] — COV(Hi, Ili) — Npi(l - pi)

Kovarianz Cov[ni, nj] = —N PiP;

: : DiPj
Korrelationskoeffizient  rij = —\/ = pi)(i )

Beschreibt z.B. Verteilung der Bin-Inhalte eines Histogramms mit k Bins und N Eintragen
Randverteilung P(n;)=Binomial(n;; N, p;)

Grenzverteilung fiir grofe N und k: P(n;)=Poisson(n;; Np;)
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Variablentransformation

Funktionen von Zufallsgro3en
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Einfacher Fall: lineare Funktionen von Zufallsvariablen

N
Zufallsvariable: T = Z aiZ;
N N N
Erwartungswert E[x]: E Z aixi] = Z a; E |x;] = Z A by,
N N N N
Varianz V[x]: V Z aixi] = Z a;*V]z;) + 2 Z Z a;a;cov(z;,x;)
i i i=1 j=i+1

Bitte nicht die Kovarianzen vergessen, nur fur unkorrelierte
Zufallsvariable gilt die einfache Fehlerfortpflanzung

N N
Zaz‘xz‘] = Zaiz‘/[mi] bzw. o0.° = Zaizaxf
t i

7

v

59



Variablentransformation

Eine Funktion u(x) einer Zufalls- Variablen x mit pdf f(x)
ist ebenfalls eine Zufallsvariable mit pdf g(u)

Oft 1st die Kenntnis von g(u) notwendig:

- kinetische Energie 1st eine Funktion des Quadrats der Geschwindigkeiten
- eine Grofe ist eine Funktion verschiedener Messgrof3en;
auller dem Fehler interessiert oft auch die pdf
- Erzeugung beliebiger Verteilungen durch Transformation von
gleichverteilten Zufallszahlen

Fiir diskrete Verteilungen ist diec Berechnung trivial:
U = U(Xy) (uist umkehrbar eindeutige Funktion von x)

Prob [ u(xy) | =Prob [ xi ] fiir jedes k
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Variablentransformation |l

~ Kontinuierliche Verteilungen u(x) ist _eindeutig umkehrbare-
Funktion von x

U
J 1.0

= 0.5
m |
' D.D- x
=F o) o -—
Es muss gelten: 0.1

P(x1 <x <x3) = P(uy<u<uyp)
mit u=u(xy), up=u(xy) _
(blau unterlegte Flachen) 0.3

0.2

Differentiell geschrieben: 0.4
| g(u) du | =| f(x) dx | oder  durch Integration folgt Gleichheit der

Verteilungsfunktionen: F(x) = G(u)
g(u) =f(x) |dx/ dul 61



Variablentransformation Il

u(x) ist mehrdeutig

u(x)

= S T N
— ol R D N
1.0 0.5 0 5 - 10 x
Wenn u mehrdeutig 1st, muss '
uber die Beitrage der einzelnen o.2t
Funktionséste summiert werden: | f(x)
0.4t

g(u) = {£(x) |dx/ du| §.o + §6x) [dx / du] }aut ...
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Variablentransformation - Beispiele

u=-Inx) ; |dX/du|= exp (- u)

x gleichverteilt in ]0,1], d.h. f(x)=1 ==

g(u) = exp(-u)

x gleichverteilt in ]0,1] ==
gu)=1/u

Oder andersherum: x=In(u) gleichverteilt — pdf 1/u



Variablentransformation - Beispiele

x normalverteilt,
u=(x - n)? /o?

/gy = @V =

' 2 1 —u/2
ﬂ[”z‘ — {2 1 \/ﬁf };15;1 + {"'};-‘15::2

Beitriige beider Aste sind gleich, also:

, 1 ,
,ﬂ"':.”} _ .!.._E..—tr,l,.i"
\V 2mu

v2- Verteilung fiir einen Freiheitsgrad
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Variablentransformation in mehreren Dimensionen

,,Multivariate Verteilungsdichten*

Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,y);
x und y werden transformiert in u=u(x,y) und v=v(X,y)

Wieder muss gelten:
g(u,v) du dv = f(x,y) dx dy

d.h. g(u,v) =f(x,y) - |J| ; dabei ist

O0X/A. OX/
|J=det(a all a @V)
Yiou “Ylov
die Jakobi- oder Funktional-Determinante

Ganz analog:

Erweiterung auf n Dimensionen, Xj= X;j(ug, U9, ... , Uy), =1, ... , N
65



Fehlerfortpflanzung

Funktionen von Zufallsvariablen

Fehlerfortptlanzung
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Fehlerfortpflanzung

Problem: eine Grof3e y hangt von ZufallsgroB3en x; ab;

was 1st die Varianz von y ?
Fragestellung tritt auch auf bei der Mittelung von Messungen

(der Mittelwert ist schlieBlich eine Funktion aller Einzelmessungen x;)

Falls die Verteilungsdichten der x; bekannt sind, konnte man mittels Variablen-
transformation die Verteilungsdichte von y bestimmen und die Varianz berechnen.

Wenn die Varianz der x; so klein ist, dass sich die Funktion y(x) im Bereich der Variation
der x; durch eine Gerade annihern 146t, hilft eine Taylor-Entwicklung um den Vektor der
Mittelwerte Xy,

y(X) =y(xXm) + (Yoxis oo Noxn) (X-Xp) + ...

y ist naherungsweise eine lineare Funktion der x;
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Fehlerfortpflanzung (2)

Betrachten allgemeinen Fall eines Vektors y; von Funktionen der x;, y(x)
(der Fall von eben entspricht z.B. yi1=y(xi,...x,) , ¥2=X2, ..., ¥n=Xp)

T = (o)

Der Erwartungswert von y ist < y> =y, = Y(Xp)

=> y(X) = y(Xp ist Matrix der ersten Ableitungen

Die Kovarianz Matrix der y; ergibt sich zu

C =< (¥-Ym)(¥-ym)" >
=< (Y TOX) = ¥in ) (Y TOX) = Y ) >
= < (T(x-%m) ) (T(x-Xp) )" >
= < T(XXy) XXy T' > .
= T <(x-Xp) (xX)' >T" = T C, T' |

Zu den Fehlern von y tragt auch die Kovarianz der x; entscheidend bei !
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Fehlerfortpflanzung (3)

Falls die Kovarianzmatrix-Elemente der x; verschwinden (bzw. vernachlassigbar sind),
Cy also eine Diagonalmatrix ist, erhdlt man das bekannte Fehlerfortpflanzungsgesetz

n 2
2 _ 9y, 2
0, = E — | o
/ ; ox; ‘
1=1
fur x4, X, unkorreliert:

Y =T+ T2

9 5 5 Quadrierter absoluter Fehler auf Summe
= 0, =01 + 05 + 2cov @1, o) (oder Differenz) zweier Zahlen ist die
quadratische Summe ihrer absoluten Fehler

— 1
S =5 (5) o . .
2 9 9 A Quadrierter relativer Fehler auf Produkt
-, J_fé‘f — 91 + 2 + 9 COv [Il ’ IQ] (oder Verhaltnis) zweier Zahlen 1st die
y2 x% :C% Tr1T9 quadratische Summer ihrer relativen Fehler
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Fehlerfortpflanzung (4)

Korrelationen konnen das Bild sehr stark verandern:

Beispiel: y =x1 — x»o

u1 = puo = 10, o1 = oo = 1, Korrelationskoef-
fizient p = O:

==>0, =14

Aber mit Korrelationskoeffizient p = 1:
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Tucken der Fehlerfortpflanzung

Achtung: bei nichtlinearen Transformationen
y(x) auf den Erwartungswert aufpassen:

Es qgilt NICHT allgemein

Ely(z)] = y(£[z])
sondern:
d2

2) ™
dz? x=F|[x]

Bly(@)] ~ y(Bla]) + = (

Der zweite Term ist wichtig, wenn sich die
Steigung der Transformation innerhalb einer
Standardabweichung von x erheblich andert,

d.h. bei groBer Krummung.
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Fehlerfortpflanzung: Tiicken (2)

Einfache Operationen mit gaullverteilten Zufallsvariablen (wie z.B. Anfangerpraktikum)

z=x+y oder z=x-y klarer Fall: lineare Transfomation — z gaullformig

2 2 2
z=x*y ? nach Vorschrift: (%) = (2—96) + (%) , aber ist z gauBiverteilt ???

[xv | :grr-df 27401997 | v ] Constant 7045+ 2.7
onstant 2229212
g F £ Mean 25012003 | 2,00 Mean - dettdod
1600 . g E L Sigma 141.6 £ 0.3
3 | X ~N(0,1) 3 - Sgme 116=0821 § £ X ~ N(100,1)
1400 [ L i n U
VU N e X ~N(H 1 - e
1200 Y ~ N(O, } n (! ' ) we=Y ~ N (l[]” 1)
Y ~ N(5,1) : |
1000 ' C
C 10 — -
8O0~ “ u_ 10—
&00 . -
L L i
400 } \ 1 I ‘ =
200} { i -
! C u
| ! _._.4-‘1“"' IH“rq..,._._ L L e - . - NI B
Y% & £ 4 2 0 2 4 & 8 10 I 8500 3000 9500 10000 10500 7000
xy xey xy

jedenfalls nicht immer ! Y



Fehlerfortpflanzung: Tiicken (3)

. . 02\ 2 Oz 2 Oy ’ . . .
Z=X/y wieder nach Vorschrift: (7) = (?) + V) aber wie ist z verteilt ???

z folgt meistens keiner Gaullverteilung !

Fiir normalverteilte x,y mit u=0 und 6=1 folgt z sogar einer

Cauchy-Verteilung:
1
_ [d [ d [ d [d '
p(z) = AT ) o ist hier gar nicht endlich !

Falls p, /y so grof3, das y nicht negativ wird:

p(Z) =

2
1 pyo% + pxos Z exp 1 (ux — py 2)
2 05 +o03Z?

b =
V2T (JE{ + 0%22)2

s. Eadie et al.
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Was tun ? Simulation zur Uberpriifung der statistischen Verfahren !

1.0 (+-0.30) * 1.0(+-0.30) 6.0 (+-1.0) / 2.0 (+-1.0)

* -
| product of xand y | x*y |ratioof x and y | xly
Entries 2000 Entries 2000
_ [ FTTT I [
= Mean 1.11 120 — .................. .................. .................. ST .................. ................ Mean 3228
120 — oo B X b | RMS 0.5727 - : : : : : RMS 1.651
: Underflow 1 Underflow 30
B 100
i i 80
ao_ ................................................................................................................ —
- - 60
ﬁo_ .............................................................................................................. —
B 5 40
40_ .................................................................................................... —
20 20
0
0 5

Verteilung des Produktes zweier Zufallszahlen,
je Gauss(u=1, 0=0.3), u. Gauf3-Funktion mit
Parametern aus naiver Fehlerfortpflanzung

( Bei spi el

Verteilung des Quotienten zweier Zufallszahlen,
Gauss(u=6, c=1) u. Gauss(u=2, c=1), u. Gaufs-
Funktion mit Parametern aus naiver Fehlerfort-

xti mesy. O pflanzung (Bei spi el xovery. C

Simulation mit Zufallszahlen 1st der nachste Teil dieser Vorlesung !



	Folie 1
	Folie 2
	Folie 3
	Folie 4
	Folie 5
	Folie 6
	Folie 7
	Folie 8
	Folie 9
	Folie 10
	Folie 11
	Folie 12
	Folie 13
	Folie 14
	Folie 15
	Folie 16
	Folie 17
	Folie 18
	Folie 19
	Folie 20
	Folie 21
	Folie 22
	Folie 23
	Folie 24
	Folie 25
	Folie 26
	Folie 27
	Folie 28
	Folie 29
	Folie 30
	Folie 31
	Folie 32
	Folie 33
	Folie 34
	Folie 35
	Folie 36
	Folie 37
	Folie 38
	Folie 39
	Folie 40
	Folie 41
	Folie 42
	Folie 43
	Folie 44
	Folie 45
	Folie 46
	Folie 47
	Folie 48
	Folie 49
	Folie 50
	Folie 51
	Folie 52
	Folie 53
	Folie 54
	Folie 55
	Folie 56
	Folie 57
	Folie 58
	Folie 59
	Folie 60
	Folie 61
	Folie 62
	Folie 63
	Folie 64
	Folie 65
	Folie 66
	Folie 67
	Folie 68
	Folie 69
	Folie 70
	Folie 71
	Folie 72
	Folie 73
	Folie 74

