Parameterschatzung Fritting (neudeutsch ,fitten”)

Anpassung von Modellen = parameterabhdngige Funktionen
an statistische Daten = Messwerte

0.9

0.8

0.7

f(x)

0.6

Y =

0.5

{' Messdaten (x;,y;) mit
angepasster Funktion f(x;p)

p ist der Vektor der Parameter der Funktion

0.4

e Daten

—— Funktion

0.3

L —

0.2
PR [ S T NN T R T TN TN SR N S NN TR S B
1 2 3 4

X

Bendtigen ein ,,Abstandsmass* fiir Ubereinstimmung von (x;, y;) und f(x.)

(=]

Mathematisch: y; und f; = f(X;) sind Elemente eines Vektorraums: Vektoren y und f

Abstand = Betrag des Differenzvektors, d°= (y - f) - (y —f) (Skalarprodukt)
also: Finde Parameterwerte, die d* (fiir geeignet definiertes Skalarprodukt) minimieren

Frage: wie werden Messfehler berucksichtigt?



Parameterschatzung

* > und Likelihood

* Parameterschiatung

(= Funktionsanpassung) mit
der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate (y°-Methode)

* Maximum-Likelithood Methode
* Anpassungen mit ROOT

* Fertige Programmpakete




Parameterschatzung

Kleinste Quadrate (y%°) und Maximum Likelihood



Parameteranpassung: Vergleich Messung < Funktion

Wahrscheinlichkeitsverteilung
um den wahren Wert

/'wahrer
Wert

Messung mit

Fehlerbalken l\fliksst Fehlerbalken entspricht

1 P +16 dieser Gaullkurve
- -
iibliche Darstellung eigentliche Bedeutung

Messung mit Fehlerbalken bedeutet: Beobachtung eines Messergebnisses, das einer
Zufallszahl aus einer Verteilungsdichte um den wahren Wert entspricht.



Welche Verteilung passt am besten zu Messung ?
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Methode:
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Methode: Maximum Likelihood

Maximale
Wahrscheinlichkeit

Messung
X ;



2 Methoden: Maximum Likelihood &

oder
Maximale
Wahrscheinlichkeit

Messung
X g



2 Methoden: Maximum Likelihood &

oder
Maximale
Wahrscheinlichkeit

Hier: beide Methoden bevor-
zugen gepunktete Verteilung

aber: kleinste Quadrate unterscheidet
nicht zwischen durchgezogener 0.2
und gestrichelter Verteilung !

Lage der Messwert jenseits von 3:
likelihood: gestrichelte Verteilung 0

kleinste Quadrate: gepunktete Verteilung !!! -4

Messung

Methoden sind i. a. unterschiedlich ! X 9



Parameterschatzung

Methode der kleinsten Quadrate (y° - Methode)
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Parameterschitzung

im allgemeinen: . Viele Paare von Messwerten ( x;, y;), und Modell y. = f(x;, {p})

mit einer Menge von Parametern {p}
« Messwerte sind fehlerbehaftet, d.h. um wahre Werte y; verteilt,
z.B. GauB3-formig mit ,,Messfehler* o;:
2
1 —(yi — f(zs,{p}))
N (yi; f(zi, {p}),00)) = ——=—exp —— 3
V21O 20;

7

Y Abweichungen der Messwerte y; vom
% Erwartungswert f(x;;{p}) auf Messfehler normieren,
und deren quadratische Summe minimieren
* Maximum-Likelihood:

Produkt der Wahrscheinlichkeiten I1 Pi(yl- | f(x:{p}) ),

maximieren

( bet GauB3-formigen Fehlern sind die
beiden Verfahren dquivalent, s. spéter )
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Parameterschitzung mit der Methode der kleinsten Quadrate (,,x’-Methode*)

Entwickelt zu Beginn des 19. Jahrhunderts von Legendre, Gaull und Laplace.

Ziel: finden der besten Funktion, die Fehler-behaftete Datenpunkte annihert.

zunachst fiir Geraden (Ausgleichsgerade oder lineare Regression), aber
mit numerischen Minimierungsalgorithmen (z.B. MINUIT in ROOT)
auf beliebige Funktionen und Anzahl Parameter anwendbar !

y=1(x; {p})

Minimiere bzgl. der Parameter {p}

N

SR o Tkt (% {p}))”

o

1=1

o; sind die Varianzen der y;

S: ,,.Summe der Residuen-Quadrate*

Falls die Fehler korreliert sind,
ersetze 1/0;”> — cov™ (Inverse der
Kovarianzmatrix)
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Parameterschatzung mit kleinsten Quadraten

Aufgabenstellung:

Mehrere Messungen y; , i=1, ...,n mit Fehlern o;

Ein Modell y;=f( x;, a) mit Vektor a von p Parametern a;, p<n
macht Vorhersagen der Messungen.

Vektoriell geschrieben: y = {(x; a)

Gesucht 1st der beste Schatzwert der Parameter a

dazu wird
N

2
S = 2 — Z (yi _ f(:BZ-,a)) bzgl. a minimiert
=Y = Jiz gl. .
=1

Problem ist analytisch losbar fiir lineare Modelle, d.h. f(x,a) = A(x) a
mit nXp Matrix A(x), wobei die Elemente Ajj(x) Funktionen der x; sind.

Im allgemeinen: numerische Minimierung von y’
13



Parameterschatzung mit kleinsten Quadraten

Beispiele (Ay; = (y;-1(x;) ):

mn
Identische Fehler: S = Z Ayﬁ
A
Unterschiedliche Fehler: S = Z yz
1 =1 7’

Korrelierte Messungen mit Kovarianzmatrix V:  § = AyT VA Ay

z.B. Mittelwert von Messungen y;: S = z:(yZ — 7)* minimieren
1=1

:%Z
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Losung des linearen Optimierungsproblems

Lineares Problem 1; = Z fi(zi)-a; = Aija; & y = Aa
J

mit Kovarianzmatrix V

minimiere S(a) = (y — Aa)' V™! (y — Aa) bzgl. a,dh g—i =0
mit V-! ='W als ,,Gewichtsmatrix*
Losung a ist lineare Funktion der Messwerte:
a=(ATVIA)TATV y
Kovarianzmatrix durch Fehlerfortpflanzung:
V(a) = (ATVA) T
Beobachtung:  héangt zusammen mit der Inversen 29

der Matrix der 2. Ableitungen: (V_l(éi)) —
v 2 0a;0a;

15



Lineare Regression als Spezialfall

Anpassung einer Geraden, f(z) = p; + p» © an Messdaten mit unkorrelierten Fehlern:

1
12 0 ... 0 0
Az | oan o wW=1| 0 ... = ... 0
1 zn o o0 ... 0 g%
n

Durch Einsetzen in die Losungsformeln von vorhin erhédlt man mit den Abkiirzungen

N N N
1 €T B Ui B
J.(;]_ — Z ? . J.c;,_i_' — Z ? = I J..(;l . 1.(;-14; — Z ? f— y ’*(;l .
i=1 ! i=1 ! i=1 !
N ;Ifif — N ;1 B )
(;1 r T — ﬂ'—? a1 (;]_ (_;1 y — Zl f = .E’J' (;l D — "gl"gi . (;1
die Losung
“::. . S:J: T S:!,u _S:JZ S:JZ Y ) L S ra
P = D M D
*“ . 5"l S:JZ l _S:JZ S:!,n 2 . f'-}']_ r - —S:J;
p 2 — a 3 } 12 — '
D I D D
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Lineare Regression: eine Anmerkung

Das Kovarianzelement V|, verschwindet fir S,=0,

d.h. wenn der Erwartungswert der Abszissenwerte 0 1st

Dies liisst sich durch Anderung der Parametrisierung erreichen:
setze ' =x—7T —  fl(x) =p+ Py (z—T)

Man erhélt dann diese einfacheren, unkorrelierten Losungen fiir die Parameter
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Beispiel: Mittelwert Korrelierter Messungen

zwel Messungen der gleichen Gréfle my mit unabhéngigen (u; ) und

gemeinsamen Fehlern (¢): mj £ 012 ; Gi2=ujp2®c

2 2\ 1 2 R
Inverse Kovarianzmatrix: I.-"l — % , = — ‘22 iz — ;' i
0 gios—cd\ —° o i S
aims—c f’n-%
2
\*(mg) = Zf”h‘ - ”luﬂ"',-;l(mj —my) = ATV AR
i,]
2 0 S ~ o B
X~ ——x* = -1V 'Am - AmTV T = —2) Vi (my —mg) = 0
Minimierung: dmy i

a _ 1 1 2 - cewi
e e e mt 0" =0 -0, Summe der Einzel-
LV 7+ Messungen
. uu 0
% gilt allgemein in n Dimensionen
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Zusammenhang von S und 7’

T k Parameter

S = i\f: CC’L 9 {p} )) N Messungen

1—=1

S, die ,,gewichtete Summe der Residuenquadrate®,
folgt be1 Gaul3-formig verteilten Fehlern o;

einer y°-Verteilung mit n=N-k Freiheitsgraden.

Erwartungswert: <y’>=n; oder <y’/n;>=1
Die y’-Wahrscheinlichkeit
>0 Xmin
2 2 2
X prob = [ X (ssng)ds = 1. — / x“(s;nr)ds
Jx

TYLETL = l]

dient zur Quantifizierung der Qualitat einer Anpassung

Aussage, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein groferer Wert von

am Minimum als der tatsachlich beobachtete zu erwarten ware.
19



Zusammenhang von S und XZ: w’-Warhscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit

0
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Wabhrscheinlichkeit, einen Wert >1
fiir °/N¢zu beobachten, ist ca. 40%

s. Skript chi2PDF.C
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Abhangigkeit von der Messfehler-Verteilung

Anpassung einer Geraden an 20 Datenpunkte (ndf=20-2=18)

Betrachten 3 verschiedene Verteilungen der Einzelmessungen,
(alle mit Mittelwert 0 und Standardabweichung=0.5 )

nniform errors (anssian errors double El“ilmllﬂllt-lﬂl e1TOrs

LUnifcim ermars E @ Claussian erraes

E &, E!:!.IH‘.‘EEE‘EH:IJJ:WE
A

ety P, =0 UL e A L pr—e—y

40

o

21



Parameterschatzung: Abhangigkeit von der Messfehler-Verteilung

25000 Monte-Carlo-Tests:

Alle Parameter-Verteilungen sind Gauldisch, die Breite kompatibel
zur Erwartung aus Fehlerfortpflanzung (fur beide Parameter)

uniform errors

(Gaussian errors

S

= 00008 0L 12IE1

Sm Q0MI5 - LMEH

500

0= 1+ L1IEG

5w - Q0IENS

a3 ” 1 1.05 L1

a3 1
5

1.05

L1

double exponential errors

o= 0.0194

Methode der kleinsten Quadrate funktioniert, wenn Mittelwert und Standard-
abweichung der Daten bekannt sind (genaue Form der Verteilung unerheblich!)

a = 0.0195

pLLLE

—I—I—I—I—I—W—I—I—I—I—I—

= | el OED3

I | .|

Sm 1ROMEDT 4 OOTERDD

a1

o = 0.0190
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v2-Wahrscheinlichkeit: Abhangigkeit von der Messfehler-Verteilung

e al

Berechnen jeweils die y2-Wahrscheinlichkeit, d.h. Xprn = J5° X*(s, ndf )ds

uniform errors (Gaussian errors double exponential errors

thl'-:lTptrr-:lr: . . . me . . .
15;.;[ .

Iy

400t - il
100

i

-

1oy

chl s frobatili ' chl souan ookl ' chi squae bl !

Bei Gaul'schen Messfehlern gilt y2-prob = const., d.h. S folgt einer y2-Verteilung
andernfalls ergeben sich andere Verteilungen !

23



Bestimmung der Parameterfehler

=
o

Je schirfer das Minimum von y*(a),
desto kleiner die Parameterfehler:

- d

A

scharfes Mimimum: grol3e Krimmung
flaches Mimimum: kleine Krimmung

Q>

— Fehler der Parameter a; sind umgekehrt proportional zur Kriimmung
von y’*(a) am Minimum
1 1 9°x*(a)

L 1 0%x*(a)
0,2 2 0a* |,

2 8ai8aj &

ey

bzw. (V&_l) i

bei mehreren Parametern .

Beweis nicht ganz einfach, s. auch spiter bei Likelihood-Methode ”



Fehler auf die Parameter ohne Datenfehler ? NEIN!

Manche Programme zur Anpassung (QTIplot, Origin usw.) geben
bei y’-Anpassungen Parameterfehler aus, ohne dass Fehler
auf die Datenpunkte angegeben wurden. Wie geht das?

Annahmen:
« Modell beschreibt die Daten perfekt: Y’ =ng statt <y’ >=n,

 Alle Datenpunkte haben den gleichen Fehler: o.=c (nur selten so !)
N
2 S’
S = Z(yz —f(ac,,;;p)) —. Ny Yo d.h. setzte alle 0; = (| —

) 2
dann X2 — § : (y’t _SJ/C /(55’“}) )) setzen und Parameterfehler bestimmen
. n f
=1

Verlust der y>-Wahrscheinlichkeit, angenommenes Fehlermodell oft falsch!
25



Parameterschatzung

Maximum Likelithood — Methode

26



Maximum Likelihood Parameterschatzung

Mehrere unabhiangige Messgroflen x;, 1=1, ...,

n einer Grofle

folgen einer Verteilungsdichte P(x,a) mit Parametern a..
Als pdf ist p(x;a) positiv und normiert (bzgl. x, aber nicht bzgl. a !)

0.0 basc” l/-

p p
04t ~ L/L =2 0.4 L
[\
p(x)
0.2} \ 0.2+

Eine Messung

—= X

-2 -2 0.
Beispiel Gaul} (xj| p, o) tur zwei Parametersitze

,Likelihood*
ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten p(x;| a;) aller Messungen

Y
™
. L
1 fy
§ .
. I
1 1 4 ) I 0.0

L/L =30
-"aﬂ'-., 17 2
[\ p(x3)
pxo)| |\
III'II | I'.p (X4)
pea) |-,
4 Y
A | '}'LQ(XS)
N IE E E
Funf Messungen

X
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Maximum Likelihood- Prinzip

Likelithood-Funktion:
Produkt der Werte der Wahrscheinlichkeitsdichte, P, fir

n unabhidngige Messungen x; :

L(a) = P(z|a) - P(xz]a) - ... P(z,|a) = H P(z;|a)

hangt nur noch von den Parametern a ab !

Maximum-Likelithood-Prinzip:
Der beste Schitzwert fiir den Parametervektor a ist der, der
die Likelihood-Funktion £(a) maximiert

28



Maximum Likelihood in der Praxis

Technische und theoretische Griinde:
Minimiere den negativen Logarithmus der Likelihood-Funktion:

F(a)=—InL(a ZlnP x;|a)

. . . .. . dF(a)
Likelihood-Gleichung definiert den Schitzwert |a : ~ =0
j

Kombination (unkorrelierter !) Messungen oder Experimente einfach:

L(a)=Ly(a) - La(a) bzw. F(a)= Fi(a)+ F>(a)

multipliziere addiere
Likelihood-Funktionen log-Likelihood-Funktionen

29



Maximum Likelihood: Fehlerabschatzung

N . . 36 T L T : T T T L ;
F(a) naherungsweise quadratisch (a)
um das Minimum: |
35 §
+ 1-o-Intervall aus AF = +0.5
34F T :
Erste Ableitung naherungsweise 20
linear, =0 am Minimum 10
0
Zweite Ableitung ~ konstant; -10 |

Varianz = 1/Krimmung =20

1/02= 02F [ 0a? 60
bei mehreren Parametern a;: -
(cov-1)jj= 02F / 0a; 0a; 40 _

20
Nur fiir Parabel-formigen Verlauf von F(a)
sind die beiden Fehlerdefinitionen dquivalent ()

Mathematisch exakt: die oben angegebenen -0.2 () 0.2
Fehlerabschitzungen sind Untergrenzen beiderinl.-Methode




Maximum Likelihood: Fehlerabschatzung (2)

Plausibilititserklarung (kein Beweis, Stichwort ,,Cramer-Rao-Frechet Grenze®)

nur ein Parameter @, betrachten Taylor-Entwicklung von F(a) um Minimum:

. 1 5 O0°F
F(a) = F(a) + 5(0, — a)Q 902 + ... niherungsweise parabelformig

Likelihood = exp(-F(a)) als Verteilungsdichte in a auffassen:

£(a) = exp(~Fla)) = Aexp ( ~5(a - 2)* T

ist Gaul3-Verteilung (mit Normierungsfaktor A) 1 52 F( a)

und Standardabweichung gegeben durch — =
o2 Oa?




Maximum Likelihood: Fehlerabschatzung (3)

zur Fehlerbestimmung aus F(a):

_ 1 _
F(a) — F(@)min = > <=> la —al = 1o
2

n _
F(a) — F(a)n = B3 <=> |la—al=no

Log-Likelihood- Differenz bestimmt Fehler.
Vorteil: invariant unter Variablentransformation a — a'(a):
F(a) -F(a) = F(a'(a))-F(a'@a))
wichtig, wenn — In L nicht parabelformig in der Nahe des Minimums:
Angabe eines asymmetrischen Fehlerintervalls

Bei mehreren Parmetern a;: zur Fehlerbestimmung von a; muss die Likelihood
bzgl. aller anderen Parameter aj; j#1 minimiert werden (,,Profile-Likelihood*)
(MINOS-Verfahren in MINUIT)
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Zusammenhang -In L und y?

Fiir GauB3-formig um f(x;, a) verteilte Messungen y; ist die
> Methode #quivalent zur -InL-Methode :

| oy = fl@,a))*
Pl = o expf g )
I L({§ld) = 1 5 (-yz flzi,d ) N Zlﬂ I Fehlerbestimmung: :
25 i J A (-In L)| Ay
X const. bzgl. a
, lo 0.5 1
Minimieren von -In L <> Minimieren von 26 2.0 4
A-INL) = % Ay? 30 4.5 9
02(-In L) / daj0a; =Y o)’/ dajoa; no n2/2 | n2

Bei anderen als GauB3-formigen Fehlerverteilungen ist y* eine eigenstindige Methode;
- be1 unbekannter Fehlerverteilung haben wir keine bessere
- x*ist optimal fiir die Anpassung von Linearkombinationen von Fit-Funktionen
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Beispiel: Mittelwert von normal-verteilten Grolen

. l (2 — )
Flrln) = ——e: [_ | I f!-
' V2N -

III-I!."I
',I'-'!' H : FIT{""[E[ 971 ] ;

L, Yz —uP
InLiy) = - [E n2w+] nfr] Z ’Eﬂ' .
) = 2 Ableitung zur Fehlerbestimmung
Nullsetzen der N . 5 N
1. Ableitung: Z (w’b _ lu) —0 1 0 (— In ﬁ) 1
2 2 2 = Z )
=1 7 I Op p=p =1 ¢
N
~ O
= Z x; = N = Op = —F—
— VN
1—=1
Bekannte Formel fiir den Mittelwert ! Der Fehler des Mittelwertes ist die

Breite der Verteilung dividiert durch VN
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Maximum Likelihood Fit des Parameters p einer Binomialverteilung

Erinnerung:
Wahrscheinlichkeit fiir die Beobachtung eines bestimmten Ereignisses ist p.
Wahrscheinlichkeit, bei » Versuchen & solcher Ereignisse zu beobachten
ist gegeben durch die Binomialverteilung | Pk) ~ p* (I-p)"* |

Eine Munze wird N mal geworfen.
Was kann man uber die Wahrscheinlichkeit p,
dass ,,Kopf'" geworfen wird, sagen?

0 Versuche: Wir wissen nichts, p flach in [0,1].
1. Versuch: Kopt L(p)=p, p(Zahl)=0

2. Versuch: Kopf L,(p)=Lp=p
3. Versuch: Zahl L;(p)=L,(I-p)=p°(1-p)=p’ -p’
3. Versuch: Zahl L,(p)=L;(1-p)=p*(l-p)’=p*-2p+p’

n. Versuch: p wird immer genauer, im Grenzfall n — o Gaul3-formig verteilt.
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Maximum Likelihood-Binomialfit

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

prob(H |{data}.l) prob(H |{data}.l)

prob(H |{data}.])

1

0.5

0.5

0.5

L 16(Pkop)

0 ‘ . . . 0:5 .
Lo(Pkopt)
T RREE
" L n " 2 .
0 0.5
L3(Pkopt)
i " 1.5
(¢] l ‘ l . OTS .

prob(H |{data}.l) prob(H |{data} )

prob(H |{data}.])

-pH ' K
0 | .
< -
o L " 1 ]
0 0.5 1
L (Pkopt)
[T ' EE
ol .
o | 4
ol . ]
0 0.5 1
L4(pKopf)
R J 32 ]
o [ ]
© o e
o I =
0 0.5 1
L32(pKopf)

prob(H |{data}.]) prob(H |{data}.])

prob(H |{data}.])

~fH | 2
w [ g
© L B
o i " 1 "
0 0.5
—
LZ(pKopf) p
— I '8 -
0 _ ]
o 4
o 4 1 i
o 0.5 1
LS(pKopf) — P
b ‘ 64 ]
ol ;
o o
o [ 1 i ]
0 0.5 1
L64(pKopf) — P
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Maximum Likelihood-Binomialfit

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

' " 128 T Tt T T 256 ] : TSR 1
s | s s ~
O 2 3
S ] 3
—=—wL _ = w ] = w ]
T o X o & o
L L Fe)
e I o e 1
(=8 - [+ % (=% 4
o- 1 " o 1 o i 1 i ]
0 0.5 1 ) 0.5 1 0 0.5 1
[ ' "1024 ] T 2048 ] 74096 ]
S o S
§ § :
=un[ i =wnl i =uw [ ]
mo T o T o
L L 0
e t °o | e
a s [« N 5 o B
o 1 A o k . n . o A 1 =
0 0.5 1 ) 0.5 1 0 0.5 1

Fehler wird mit 1/vn kleiner

Miinze 1st falsch !

37



Maximum Likelihood-Binomialfit

mit verschiedenen a priori-Annahmen

Verschiedene a priori-Annahmen:

1. Wir wissen nichts p flach in [0,1]
2. Die Munze ist wahrscheinlich ok — Gauf3 um 0.5
3. Die Munze ist wahrscheinlich gefalscht,

ich weil aber nicht, in welche Richtung.
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Annahmen

10ri

hood-Binomialfit mit verschiedenen a pr

Keli

Maximum L

L(xi| p) * fprior(p)

imiere
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Maximum Likelihood-Binomialfit mit verschiedenen a priori

Annahmen
i N " 128 ]
o
8
3
= wun
ol
L0
o
a
o
0
i - ' 11024 ]
S :
“g ]
- 1
3 !
= un | LU
5ol i 1
3 | i
I 41
a L 't
- ! |
o ! \- i 1 3 i L '
0 0.5 1

prob(H |{data}.l)

prob(H |{data}.l)

' " 256
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o B 1
0 0.5
' 12048 ]
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I : ]
I ] ]
- ' -
0 [ : ]
o[ 1] ]
U
Il
o 1 i
0 0.5 1

Fehler wird mit 1/vn kleiner
Miinze 1st (auch jetzt noch ) falsch !
Einfluss des Priors bei hoher Statistik vernachlissigbar
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Maximum Likelihood vs. Kleinste Quadrate

Vergleich: Maximum - Likelihood Kleinste Quadrate
Voraussetzung PDF exakt bekannt Mittelwert und Varianz bekannt
Methode Hohe der PDF Abweichung vom Mittelwert der PDF
Effizienz maximal maximal bei linearen Problemen
Komplexitat aufwandig, meist nicht-linear oft linear und exakt losbar
Robustheit nein - PDF muss exakt bekanntsein ~ nein (,Ausreiler®)

korrelierte Datenfehler u.U. kompliziert einfach Uber Kovarianzmatrix

Gute der Anpassung nein ja: x2-Wahrscheinlichkeit

Bias (dt. Verzerrung) LLA. ja nein bei linearen Problemen (wenn

Fehler der Daten unverzerrt sind)

Spezialfall identisch bei Gaul3-formigen Fehlern
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Parameterschatzung

Parameteranpassung mit Root
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Parameteranpassung mit ROOT

ROOT enthilt einige Minimierungsalgorithmen, u.a. das aus der FORTRAN-Zeit
stammende (und nach C++ umgeschriebene) MINUIT, entstanden am CERN

- gut getestet und anerkannt

Data Set  [TH1F:hgauss =1
— Fit Function
Type: [User Func =] [gaussk [
Cperation
= pop O add O Conw
ESN

Selected:

L R =T [ = s TN W =R ] Sl o

Set Parameters...

General I Minimizatinnl

— Fit Settings
hlethod
| Chi-square =] User-Eefined..
[ Linear fit
Robust: [ 1.00 = — Mo Chi-square
Fit Options
[ Integral [ Use range
[~ Best errors [ Improve fit results
[ all weights = 1 [ Add to list
[ Empty bins, weights=1 [ Use Gradient

Dirawy Options
[ SAakE
[ Mo draswing

[ Do not storeddraw Adyanced.. I
M 400 Sl ] 400 5
Fit |  Reset |  ciose |
TH1 F:hgauss | LIB Minuit MIIG R [1tr: o [Prn:DEF 2

Standard in der Teilchenphysik

Auswahl von Minimierern tiber die Klasse
Tvirtual Fitter (s.spiter)

In vielen Féllen reicht die von ROOT per GUI
zur Verfiigung gestellte Funktionalitit:

* -2 logL (!) und y2-Anpassungen an Histogramme
* v2-Anpassungen in Klasse TGr aphErrors

* Vordefinierte Funktionen: Polynome bis zum 9. Grad,
Gauss, Exponential- und Landauverteilung

Pre v2-Wert

FCN=82.016 FROM MIGRAD STATUS=CONVERGED 12 CALLSI 3 TOTAL
EDM=9.82506e-16 STRATEGY=1 ERROR MATRIX ACCURATE
EXT PARAMETER STEP FIRST
NO. NAME VALUE ERROR SIZE  DERIVATIVE
1 p0 1.54084e+02 3.51831e+00 1.56525e-02 1.25994¢e-08

Text-Ausgabe von MINUIT 43



Anpassen mit ROOT GUI

Root-Klassen TH1, TH2 und TH3 sowie TG aph und TgraphErrors
enthalten eine Methode . Fi t () zur Funktionsanpassung
(TF1 bzw. TF2 u. TF3)
In der graphischen Darstellung kann durch Rechtsklick das Fi t Panel aktiviert
werden, um Anpassungen interaktiv vorzunehmen.

root[ 0] TG aphErrors *gr=new TG aphErrors("Exanpl eData.txt");
root[ 1] gr=>Draw( " AP"); /1 Achsen und Daten

root[2]gr->Fit("pol 1"); /| Ger ade Prob 0.0007797

| p0  -0.2789 +0.08701
p1 0.5965 + 0.0513
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Parameteranpassung mit ROOT

Man kann auch eigene Fit-Funktionen aus dem Repertoire von ROOT definieren:

Root > TF1 *nyfit = new TF1("nyfit","[0]*sin(x) + [1]*exp(-[2]*X)", O, 2);
/] set paraneters

Root > nyfit->Set Paraneters(1,0.05,0.2);

/1 Fitten

Root > hist->Fit("nyfit");

... oder beliebige Funktionen selbst schreiben:

Doubl e t nyfunc (Double_t *x, Double_t *par)

{
[/ IHR CODE !I'!!

}

Root > TF1 *nyf = new TF1("nmyf", nyfunc, <m n> <max>, <npar>);
/] set paraneters

Root > nyf->Set Paraneters(<startv_1>, ..., <startv_n);

Root > hist->Fit("nyf");

Im allgemeinsten Fall kann man auch die y2- oder -2InL- Funktion selbst vorgeben:

Die Methode von TVirtualFitter
void Set FCN(void (*fcn)(Int_t & Double t *, Double t &, Double t *, Int _t))
erlaubt das Setzen der zu minimierenden Funktion (mit Namen ,,fcn®)

void fcn(Int _t &par, Double t *gin, Double t &, Double t *par, Int_t iflag)
f ist dabei der Riickgabewert, im Array par iibergibt Root die Parmeter
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file:///home/quast/vorlesung/root/htmldoc/src/TVirtualFitter.cxx.html#BCUXFC
file:///home/quast/vorlesung/root/htmldoc/ListOfTypes.html#Int_t
file:///home/quast/vorlesung/root/htmldoc/ListOfTypes.html#Double_t
file:///home/quast/vorlesung/root/htmldoc/ListOfTypes.html#Double_t
file:///home/quast/vorlesung/root/htmldoc/ListOfTypes.html#Double_t
file:///home/quast/vorlesung/root/htmldoc/ListOfTypes.html#Int_t

Parameteranpassung mit ROOT

Ein Code-Fragment zur
Berechnung von y2
mit Kovarianz-Matrix

// fen function for fit with covariance matrix
double arr_poi; // global array pointer
TMatrix *icovp; // global matrix pointer
int nval = 3; // global for number of measurements
int main()

{
arr_poi = new double[3];
TMatrix cov(3,3);
cov(0,0)=... ,cov(2,2) =...;
// Invert matrix
TMatrix icov = cov.Invert();
icovp = &icov;

ceey

b
void fen(Int_t &npar, Double t *gin, Double t &f, Double t *par, Int t iflag)

{

for (int 1; 1 <nval; i++) {
for (int j; j <nval; j++) {
chi += (arr_poi[i] - fit_func(1)) *
(arr_poi[j] - fit_func(j)) * (*icovp)(i,) ;
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Anpassen von Funktionen an Histogramme

Bininhalte N;

A
Vi J :
. on, = N; (Poisson)
r 7 1
Y X, e, Ry
— N} 2/ f(x;a)dx
! af}?;—b/Z
[ ~ b f(x;;a)
- b: Binbreite
X
N; — N!
1. 42 -Methode: x> =) ( Ny )

Probleme: * Bins mit N;=0, d.h Fehler 0 Abhilfe: setze _ _ j N
* N folgen Binomial- oder Poisson-Verteilung, y2- ethode
nimmt Gaul3-Fehler an: Methode nur gut fur ,,grof3e” N;
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Anpassen an Histogramme: ,,Binned Likelihood-Fit“

2. Binned Likelihood-Fit

NN
L; = Poisson(N;; N}) = ]<“ exp (—N?)
~InLi = ~N;lnN{ + Nj +In N;

hangt nicht von
der Funktion ab

—InL = Z — In £; minimieren bzgl. a

= a: Schitzung fiir Parameter a

v2 —und Likilood-Anpassung fiir Histogramme in ROOT
implementiert (2 ist default!)
Achtung: ROOT verwendet -2 In L
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Anpassen mit ROOT - Beispicl Histogramm-Fit  Vorsicht b. kleinen Zahlen!

[ il D aLES h‘

Entrles 100
R I . -1 0.08632
- : : | RMS 1.02
__-.-.; b ,; f.fl'ldl 14671 20

|_pull from gaus fit |
[pull rom gaus i | pull
500—
i Entries 10000
mo:— Mean 0.002394
C RMS 1.387
300 —
200
100 —
07—+ - R R 2 3

i | Constant  6.613 + 0.969
[ | Mean 02071+ 01489
| Slgma  1.152.+0.158

..........................................

Beispiel: pull.c

10'000 Histogramme dieser Art, jeweils
Gaul(x;u,0) anpassen mit der y2-Methode

(fitted mean — ) /

Test: Pull p = error

muss standard-normalverteilt sein -
1st es aber 1in diesem Fall nicht !

Grund: angenommene Fehler in jedem
Bin sind Vn; - falls n; nach unten fluktuiert,

wird auch der Fehler kleiner angenommen, die
Folge ist einer verzerrte Parameterschatzung
(betrifft hier vor allem den Parameter 6 !)

Abhilfe: -Log L. — Anpassung:

Mean 0.0020
RMS 1.007
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Behandlung von Fehlern in x- und y-Richtung

y
1. Ableitung nutzen, um x-Fehler A Oy
in y-Fehler umzurechnen und
Quadratisch zu den y-Fehlen addieren
[teratives Verfahren: y, -

1. Anpassung ohne x-Fehler

2. f'(x;) bilden und neue Fehler bestimmen:
2 __ 2 / 2
o) — Oy i —+ f (ff 7 ) Oy

3. Schritt analog 2 zur Kontrolle wiederholen;

> am Minimum darf sich nicht stark dndern !

Geometrische Interpretation: f(x;) |
Mimimierung des auf projizierte Messfehler 1
normierten Abstands d der Punkte von der Tangente

an die Funktion: P

7/

Y2 = d?/ (cos(a) f.'.Tny + sin(a) 0;°)

Implementeirung: Methode Fit() der Root-Klasse TGraphErrors

50



Parameteranpassung mit ROOT Klasse TG aphErrors

void TGraphFit() {
//Draw a graph with error bars and fit a function to it.
//set global options
gStyle->SetOptFit(111); //superimpose fit results
// make nice Canvas
TCanvas *c1 = new TCanvas("c1","Daten",200,10,700,500);
c1->SetGrid();
//define some data points
const Int tn=10;
Float tx[n] = {-0.22, 0.1, 0.25, 0.35, 0.5, 0.61, 0.7, 0.85, 0.89, 1.1};
Float ty[n] ={0.7,2.9,5.6,7.4,9.,9.6,8.7,6.3,4.5, 1.1};

Anpassung mittels
Root Macro:

> root TGraphFit.C

Float_t ey[n] = {.8,.7,.6,.5,.4,.4,.5,.6,.7,.8}; TGraphErrors mit Fit | 17.88/6

2.5511+0.434

Float tex[n]= {.05,.1,.07,.07,.04,.05,.06,.07,.08,.05} ;
// copy data to TGraphErros object
TGraphErrors *gr = new TGraphErrors(n,x,y,ex,ey);
gr->SetTitle(""TGraphErrors mit Fit");
gr->Draw("AP");
// now perform a fit(with errors in x and y!)
gr->Fit("pol3");
cl->Update();

Script TGaphFit.C

13.44+ 1.8
7.45+ 5.023
-20 + 3.647
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Behandlung von Fehlern in x- und y-Richtung (2)

Allgemein bei korrelierten Fehlern: Kovarianzmatrizen Cx und Cy
im zweiten Schritt x-Fehler zur Kovarianzmatrix addieren:

Geschrieben mit dem Residuenvektor Ai(pi,ps,...) = v — f(zipi,po, .. )
und dem Vektor der 1. Ableitungen, F
ergibt sich

‘ " py T 7 -1
Y2(p1,pa....) = Alp1.pa, ... )L (Cy + f'I'c f") A(p1,pa....)

Implementiert im Programm RooFiLab, basierend auf Root
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Anpassung von Parametern:

abschlieBRende Bermerkungen

Hier konnte nicht alles angesprochen werden;
es gibt noch viele weitere Fragestellungen ...

° Anpassen mit Nebenbedingungen:
- Parameter innerhalb von Grenzen, a<A; <b

- Einschrankungen an Parameter, z.B. durch
Funktionen ¢;( Aj, ..., A,) =0
° Wie funktioniert numerische Optimierung / Minimierung ?
¢ Weitere praktische Beispiele ?
°* Wie man es nicht machen sollte: beliebte Fehler.

... (einige) Antworten in Teil 2 1im niachsten Semester:
Moderne Methoden der Datenanalyse
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Parameterschatzung

Fertige Programmpakete
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(freie) Programme zur Parameteranpassung

gti pl ot
# x y dy
0,05 0,35 0,06
0,36 0,26 0,07
0,68 0,52 0,05
0,80 0,44 0,05
1,09 0,48 0,07
1,46 0,55 0,07
1,71 0,66 0,09
1,83 0,48 0,10
2,44 0,75 0,11
2,09 0,70 0,10
3,72 0,75 0,11
4,36 0,80 0,12
4,60 0,90 0,10

[

=

http://w Ki.ubuntuusers. de/gti pl ot

QtiPlot Example
2 3 4

o
s

Y Axis Title
‘D
h
| | | | I | | | I | | |

o
I=

& fitexample-gti 2
—— PolynomialFitl
¥=0,315+0,193X-0,0165X2

1

2 3 q
X Axis Title
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(freie) Programme zur Parameteranpassung

gnupl ot
# o—mmm data —------ 1 fi:cxamp c.det using 1‘T2113}| o~
# x y ey -
.05 0.35  0.06 ” )
0.36 0.26 0.07 .
0.68 0.52 0.05 ) )
0.80 0.44 0.05 27 |
1.09 0.48 0.07 I -
1.46 0.55 0.07 o . |
1.71  0.66  0.09 . ’Tff
1.83 0.48 0.1 - '
2.44  0.75  0.11 04 ,f’”*
2.09 0.70 0.1 };f"
3.72 0.75 0.11 23
4.36 0.80 0.12 L
4.60 0.90 0.1
2.1




(freie) Programme zur Parameteranpassung

RooFi Lab
http://ww- ekp. physi k. uni - karl sruhe. de/ ~quast / RooFi Lab

IHPORT TATA

Eigenentwicklung (HiWi Thomas Miiller)
- Fehler in x- und y-Richtung LSS _
- korrelierte Fehler
- gefiihrte, grafische Oberflache, fit-by-eye
und automatisierte Anpassung mit Skript
(angelehnt an gnuplot)

- weitgehende Editierbarkeit der grafischen Ausgabe
mittels ROOT-GUI

\ Title of Graphic |

YA
_.Q.ﬁ
—d

= Graph 1

— Function RUM ROOT-FIT

e b b e b e FIMISH AMALYSIS
6 7 8 9
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