
n
0 5 10 15 20

)ν
P(
n;

0

0.1

0.2

 = 2.0νPoisson Probability:  = 2.0νPoisson Probability: 

The Role of Data

Data do not speak for themselves!

We don’t just tabulate data, we analyze data.

We gather data so they may speak for or against existing
hypotheses, and guide the formation of new hypotheses.

A key role of data in science is to be among the premises in
scientific arguments.
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Data Analysis
Building & Appraising Arguments Using Data

Statistical inference is but one of several interacting modes of
analyzing data.
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Kurze Wiederholung
Beispiele für Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Binomialverteilung („Erfolg-Miserfolg”)

Poissonverteilung („Zählexperiment”)

Gaußverteilung (zentraler Grenzwertsatz)

Log-Normalverteilung

χ2-Verteilung

Cauchy-Lorentz-Verteilung (Resonanzen)

Monte-Carlo-Methoden
Numerische Techniken zur Berechnung von W.keiten mit Zufallszahlen
Pseudozufallszahlen im Computer: lange Periode, so wenig Korrelation wie 
möglich, Startwert („seed”) geschickt wählen (z. B. Mersenne-Twister)

3

P(n; N, p) =
✓

N
n

◆
pn(1 � p)N�n

P(n; ⌫) =
⌫n

n!
e�⌫

G(x ;µ,�) =

1p
2⇡�

exp


� (x � µ)

2

2�2

�

f (x ;µ,�) =

1p
2⇡�

1

x

exp


� (ln x � µ)

2

2�2

�

�2

(x ; n) =

x

n

2

�1

2

n

2 �(

n

2

)

exp

h
�x

2

i

f (x ; x0, �) =
1
⇡

�

(x � x0)2 + �2



Kapitel 3.4

Monte-Carlo-Methoden
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Transformationsmethode
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Beispiel 1: Bestimmung von π

Idee: Verhältnis der Kreisfläche zur Quadratfläche π/4
Würfle gleichverteilte Zufallszahlen x, y
Verwerfungsmethode: liegt (x,y) innerhalb des Kreises?
Vgl. Übungen

6

Chapter 1

Equilibrium Monte Carlo

methods

1.1 A Game in Monaco

The word “Monte Carlo method” can be traced back to a game very popular
in Monaco. It’s not what you think, it’s mostly a children’s pass-time played
on the beaches. On Wednesdays (when there is no school) and on weekends,
they get together, pick up a big stick, draw a circle and a square as shown in
figure 1.1. They fill their pockets with pebbles 1. Then they stand around,

Figure 1.1: Children at play on the beaches of Monaco. They spend their
afternoons calculating π by a method which can be easily extended to general
integrals.

1

close their eyes, and throw the pebbles randomly in the direction of the
square. Someone keeps track of the number of pebbles which hit the square,
and which fall within the circle (see figure 1.1). You will easily verify that
the ratio of pebbles in the circle to the ones in the whole square should come
out to be π/4, so there is much excitement when the 40th, 400th, 4000th is
going to be cast.

This breath-taking game is the only method I know to compute the num-
ber π to arbitrary precision without using fancy measuring devices (meter,
balance) or advanced mathematics (division, multiplication, trigonometry).
Children in Monaco can pass the whole afternoon at this game. You are
invited 2 to write a little program to simulate the game. If you have never
written a Monte Carlo program before, this will be your first one. You may
also recover “simplepi.f” from my WWW-site.

Lately, big people in Monaco have been getting into a similar game. Late
in the evenings, when all the helicopters are safely stowed away, they get

Figure 1.2: Adults at play on the Monte Carlo heliport. Their method to
calculate π has been extended to the investigation of liquids, suspensions,
and lattice gauge theory.

together on the local heliport (cf. figure 1.2), which offers the same basic
layout as in the children’s game. They fill their expensive Hermès handbags
with pebbles, but since the field is so large, they play a slightly different
game: they start somewhere on the field, close their eyes, and then throw
the little stone in a random direction. Then they walk to where the first

1pebble is calculus in Latin.
2cf. ref. [8] for an unsurpassed discussion of random numbers, including all practical

aspects.

2

[W. Krauth, arXiv:cond-mat/9612186v2]



Wintersemester 2012/2013Rechnernutzung in der Physik (2100211) – 13. Vorlesung

Beispiel 2: MC-Integral

7
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func

f(x) = exp[–|5-x|]

Analytische Lösung: 2(1–exp[–5]) = 1.9865
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Genauigkeit der MC-Methode

MC-Integration:
 

Effizienz ε = Nhit/N → Genauigkeit aus Binomialverteilung: V[ε] = ε(1–ε)/N
Verbesserung mit √N unabhängig von Dimension d des Integrals

Vergleich: Quadraturformeln, z. B. Trapezregel
Effizienz skaliert mit Zahl der Stützstellen n: V[ε] ∼ n–4 
→ viel besser als MC-Methode
Höherdimensionale Integrale (d Dimensionen): V[ε] ∼ n–4/d 
→ MC-Integration ab 4 Dimensionen effizienter

8

x

2Z

x

1

f (x) dx = lim

N!1

N

hit

N

· (x

2

� x

1

) · y

max



Wintersemester 2012/2013Rechnernutzung in der Physik (2100211) – 13. Vorlesung

Anwendungen der MC-Methode

Numerische Mathematik, z. B. Integration, Optimierung

Angewandte Statistik, z. B. PDFs, Fehlerfortpflanzung, 
Hypothesentests

Simulation stochastischer Prozesse
Vielteilchensysteme, z. B. Ising-Modell für gekoppelte Spins
Teilchenphysik: quantenmechanische Prozesse, z. B. Produktion von 
Elementarteilchen → „MC-Generatoren” (z. B. Pythia)
Wechselwirkung von Teilchen in Materie, z. B. Neutrondiffusion, Streuung

9
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Parameterschätzung

10
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Grundbegriffe

11

Bislang: Wahrscheinlichkeitstheorie → jetzt: Arbeit mit Daten

Ziel: Schätzung einer (hoffentlich kleinen) Zahl von 
Modellparametern aus (potenziell großer) Datenmenge

Wahrscheinlichkeitstheorie Messung

PDF = 
ideale Wahrscheinlichkeitsverteiliung

Beobachtete Ereignisse = 
endliche zufällige Stichprobe 
aller mögliche Ergebnisse 
(engl.: random sample)

Bekanntes W.keitsmodel mit 
bekannten Parametern

Konstruktion einer “Likelihood-
Funktion” (später) aus Daten 
→ Schätzung der Parameter
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Grundbegriffe

Stichprobe der Größe n: 
n-dimensionaler Vektor x = (x1, …, xn) unabhängiger Zufallsvariablen xi, 
xi stammen aus einer Grundgesamtheit (auch: Population) der Größe N
xi folgen derselben PDF f(x), ggf. mit weiteren Parametern 
Beispiel: 10 Längenmessungen

Prüfgröße (auch: Kenngröße, engl.: statistic)
Beliebige Funktion der Daten der Stichprobe ohne freie Parameter 
(Stichprobe wird dabei als „eine Messungen” interpretiert)
Beispiel: arithmetisches Mittel der Längenmessung

Schätzfunktion (auch: Schätzer, engl.: estimator)
Prüfgröße zur Schätzung von Eigenschaften der unbekannten PDF f(x)
Beispiel: arithmetisches Mittel als Schätzer für „wahren” Erwartungswert

12
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Parameterschätzung: Methoden
Ziel: Schätzung eines Parameters θ aus Daten

z. B. Steigung einer Ausgleichgeraden

Gesucht: systematische Methoden, Schätzer mit „guten” 
Eigenschaften zu konstruieren (z. B. erwartungstreu, möglichst 
kleine Varianz, …)

Methode der kleinsten (Fehler-)Quadrate 
(engl.: least squares method, LS)

Gauß, Laplace, Legendre, ca. 1800
Bekannt z. B. aus Praktikum („Ausgleichsgerade”)

Maximum-Likelihood-Methode (ML)
Fisher, ca. 1912
Sehr universell einsetzbar

13



Wintersemester 2012/2013Rechnernutzung in der Physik (2100211) – 13. Vorlesung

LS und ML: Erster Vergleich

Ausgangsfrage: welches Modell passt am besten zu den Daten?

14
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