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Block 1: Statistik und Datenanalyse

Themen:

31.10. Grundlagen der Statistik (Wiederholung CgDA);
python & friends, jupyter-Tutorials

07.11. Monte Carlo-Methode als numerisches Hilfsmittel
MC-Tools in PhyPraKit

14.11. Parameterschatzung mit der Maximume-Likelihood-Methode
Hilfsfunktionen in PhyPraKit & kafe2

21.11. Maximum Likelihood (2) und numerische Optimierung
Ensemble-Tests

28.11. Hypothesentests
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Themen:
- Simulated Annealing

- Anpassung einer Geraden an Daten mit komplexen Unsicherheiten
- Vergleich von zwei Verteilungen durch Hypothesentest

ggf. Problem mit nicht installiertem Paket PhyPraKit.

im Terminal des Jupyter-Notebooks eingeben: pip install --user PhyPraKit



Zusammenfassung VL05: Modellanpassung

Anpassung mit mehreren, korrelierten Parametern mit
Profile-Likelihood und ggf. Wahrscheinlichkeitskonturen
von Paaren von Parametern minimieren fiir

jeden wert von t

Profile Likelihood L .¢(t) = L(t,7())

-In £ far jeden Wert der interessierenden Parameter ¢
bezuglich der ,Storparameter” » optimieren.

- berucksichtigt Korrelationen der Parameter
- numerisch aufwandig, daher selten implementiert
(als Option ,MINOS* in MINUIT, iminuit)
Unsicherheiten aus Profile-Liklihood:

”
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68% CL
ol 95% limit

O.E)D 0.65 0.|10 0.‘15 O.IZD
Parameter of Interest

............. Zgh2=2.71




Ubersicht: Methoden zur Bestimmung der Unsicherheiten

‘Lineare Probleme - analytische Losung moglich (32 -Minimierung) N
mit gauBformigen - Position des Minimums gegeben durch Linearkombination der
Unsicherheiten: Messwerte: a=(ATV 'A)"tATV 1y

- Varianz der Parameterschatzuna durgrll Fehlerfortpflanzung:
V(a) = (ATVTA)

- %
4 L N
Nicht- lineare Probleme - Likelihood-Analyse:
oder andere als gauR- Ausnutzen der Cramer-Rao-Frechet-Grenze:
formige Unsicherheiten: —_ 9%InL
2. Ableitungen am Minimum: (V[a] '); = —E
08,4
- %
Nicht-lineare Probleme - Scan der (Profil-) Likelihood in der
mit nicht-parabolischer  Nahe des Minimums /
Likelihood am Minimum: 2 £\
In(£(a)) ~In(L(a) = 5 = |a—al=no %

- s "/
4 e
Bei Unklarheit oder sehiMonte-Carlo-Studie: Anpassung an viele der T

kleinen Stichproben:  Genauigkeit und Verteilung der Daten ent- &
sprechende Stichproben, Verteilungen der |
g Parameter studieren. R o_'s/

Achtung: (z.B.10 = 68%2)




Numerische Optimierung

Kernaufgabe der numerischen Optimierung:
Funktionsminimierung

Klassen von Methoden:
- Monte-Carlo-Methoden, z. B. Simuliertes Abkuhlen
- Heuristische direkte Suchverfahren, z. B. Simplex-Algorithmus
- Abstiegsverfahren erster Ordnung: Gradientenverfahren
- Abstiegsverfahren zweiter Ordnung: Newton-Verfahren
Viele verbesserte Varianten: adaptive Schrittweite, Impuls, ...

Sehr dynamisches Feld mit standig verbesserten Werkzeugen,
besonders auch wegen Anwendungen im Bereich Machine Learning



EinfGhrung
Hypothesentest



Entscheidungsfindung mit Statistik

Das ist die
Beantwortung von Fragen und das Treffen von Entscheidungen:

¢ Gibt es einen Unterschied bei Prifungsergebnisse verschiedener
Gruppen (Geschlecht, Jahrgang, Studienfach, Dozent, Kurskonzept, ...) ?

¢ Wirkt ein Medikament ?

¢ Soll ich morgen einen Regenschirm mitnehmen ?

¢ Soll ich Aktien der Firma KleinWeich kaufen ?

¢ Gibt es in den Daten eines Experiments einen Hinweis auf einen
neuen Effekt (kalte Fusion, Higgs-Boson, Supersymmetrie, ...)

¢ Biete ich Kunden, die rote Schuhe kaufen, lieber griine oder
rote Hlute an ?

¢ |st der Online-Kunde ein potenzieller Betriger ?

ganz allgemein: Hypothesentest
Vergleich von (empirischen) Daten mit verschiedenen Hypothesen Hij
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Beispiel: Verursacht Rauchen Lungenkrebs ?

Rauchen und Lungenkrebs

160~
1401
1201
= 25 Personengruppen
100  Rauchindex 100, wenn Zahl
a0l der Zigaretten pro Tag dem
- Durchschnitt von allen Mannern
60 desselben Alters entspricht
- | | | | | | | * Lungenkrebs-Index: 100, wenn Zahl
60 70 80 90 100 110 120 130 140 der Lungenkrebstoten dem
Rauch-Index Durchschnitt entspricht

Daten aus: Occupational Mortality: The Registrar General's Korrelations-Koeffizient: 0.716
Decennial Supplement for England and Wales, 1970-1972,

Her Majesty's Stationery Office, London, 1978. Frage:

Kann ,Null-Hypothese® H, (=kein
Zusammenhang) verworfen werden ?




Beispiel 2: Entdeckung des Higgs-Bosons

Haufigkeitsverteilung der Massen von vier Myonen

CMS Praliminary (5=7TeV,L=505f":ys=8TeV.L=5261b"
} i 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 I 1 1 1 | 1 1 1 |_
E 12  Data ]
] = | i
© - [ z+x .
2 10r Zy 22 N
-
i1 B . i
= - m =126 GeV -
L = * -
sl ]
- L L 2
4 |
1|l =
e »
L |
D 11 [

80 100 120 140 160 180
m,, [GeV]

CMS Experiment, Juli 2012

Frage:
Ist das eingezeichnete (rote)
Signal statistisch signifikant ?

zwischen 121.5 und 130.5 GeV:
— 9 Ereignisse beobachtet
— ohne Signal ~3 erwartet ?

Frage,
Mit welcher Wahrscheinlichkeit
wurden bei einer Erwartung
von 3 Ereignissen tatsachlich
9 oder mehr beobachtet ?

Ist diese Wahrscheinlichkeit
,klein® (kleiner als eine vor der
Messung festgelegte Grenze),
so handelt es sich um ein
,2heues Signal”.

10



Beispiel 3: Kunstliches Signal aus VLO5b

Histogramm-Fit mit PhyPraKit.hFit und
Analyse der Profile-Likelihood

6 = 5 =0.09552%232
| g?ur:a'.;if?xedj e . . .
| I7 serme-waw | GauRformiges Signal auf flachem Untergrund
Madel . . .
_ [ . 410 mit Signalanteil s als Parameter
E [ Histogram Data
a4
L’ i Ist das ein signifikantes Signal ?
5 |
= i
R e ” R
1 | 1 1 |" 1 | > .E'E
UL LY ——
D 2 L - = LD = AILLATL L LA
! : : : I -
X 2Ol LR 000 e zg? =271
3
== Analysis of profile likelihood 2]
Significance, z-value: 2.14
p-value of Null-hypothesis: 0.016 1
95% limit: s < 0.188 . g
0 - 95% limit

) I ) I )
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Signal fraction s
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Grundlagen
Hypothesentest



Hypothesentest allgemein

= Vergleich einer Stichprobe aus Daten
mit mehreren Hypothesen #j

Hypothese formuliert als PDF einer Zufallsvariablen x

* Einfache Hypothese

spezifiziert Wahrscheinlichkeitsdichte vollstandig

PDF f (x | #(N) ), alle Ai bekannt
z.B. ,Daten folgen einer Poisson-Verteilung mit v=3,5°

« Zusammengesetzte Hypothese
spezifiziert WD bis auf einige, aus den Daten zu bestimmende Parameter:
PDF f (x| #(AN; ©5) ), Aibekannt, ©j aus Daten bestimmt

z.B. ,Daten folgen einer Gauldverteilung mit bekanntem Mittelwert,
aber unbekannter Standardabweichung

13




Hypothesentest: Prinzip

Zu testende Hypothese: Null-Hypothese #
( ,Alles beim Alten“, ,Standardmodell®)

Andere Hypothesen: Alternativhypothese(n): 7, #, ...

(z.B. Abweichung von der Norm, neuer Effekt, ... )

far konkreten Test muss diese explizit formuliert werden:

— ,Daten folgen einer Poisson-Verteilung mit v=3,0“ (nicht 3,5)
— ,MelRwerte folgen einer Poisson-Verteilung mit v<7,0
— ,MelRwerte folgen einer Gaullverteilung mit p=1“ (nicht 0)
— ,Daten sind nicht Poisson-verteilt"
(schwieriger, da unendlich viele Alternativen moglich sind)

Kl'ypisches Ergebnis: A

Verwerfen einer oder mehrerer Hypothesen,

aber Null-Hypothese kann nie bewiesen werden
. denn es konnte eine (geringfugig) bessere Alternative geben !/

14



Hypothesentest: Prufgrofle

Startpunkt: zufallige Stichprobe
X=(X1,...,%n), d.h.die empirischen Daten

/SChritt 1: Definition einer N

Prufgrofe t(x) (engl. ,test statistic”)
zur bestmoglichen Unterscheidung

der Hypoth
5 er Hypothesen # )

— t(x) im Prinzip bel. Funktion von x,
z.B. Mittelwert, Likelihood 2( #4 | x), ...

=

— idealerweise ist f{(x) eine skalare Grolie L

t(x) ist Zufallsvariable mit

Wahrscheinlichkeitsdichten g(t| #)
\




Hypothesentest: Signifikanzniveau

~ _ R
Schritt 2: Festlegung eines

Kriteriums zum Verwerfen der

Nullhypothese (vor der Messung!)
\_ /
kritischer Wert fo :

r o

g(t)

[ st = a

to

a: Signifikanzniveau

Bedeutung:
Auch wenn #0 gilt, ist im
Bruchteil a aller Falle t > fo

16



Hypothesentest: Messung

Schritt 3:
Messung liefert t=#

A
Berechnung des p-Werts = g(t)
Wahrscheinlicheit flr t = t1

p=P(t>ti|Ho) = / g(t|Ho) dt

" g(tH,)
a I
Schritt 4: tr 1 t
Entscheidung:
Nullhypothese verwerfen, In diesem Beispiel: Nullhypothese
falls p-Wert < a wird nicht verworfen, weil p > O

- /

17



Hypothesentest: Fehlertypen

-

" gt A 4

\

Fehler 1. Art:
wahre Nullhypothese
wird verworfen: Flache a

Fehler 2. Art:
falsche Nullhypothese
wird akzeptiert: Flache [3

Beispiele Fehler 1. Art (auch ,false positive®):
— Krankheit bei Gesundem diagnostiziert
— falsche Entdeckung eines neuen Teilchens
— ehrlichen Kunden als potentiellen Betrtger
eingestuft

Beispiele Fehler 2. Art (auch ,false negative®):

— echte Krankheit nicht erkannt
— neues Teilchen nicht gefunden, obwohl in

Daten vorhanden
— Betruger nicht erkannt und Ware auf
Rechnung ausgeliefert

auch Trennscharfe, Machtigkeit
(engl. power)

1-B nennt man die Teststarke,

Wahl des Signifikanzniveaus hingt
auch davon ab, welcher Fehler als
schlimmer erachtet wird:

— Wiss. Ruhm vs. LdcherlichKeit

— falsche vs. unterlassene Behandlung

— Kunden oder Ware verloren ?

18




Hypothesentest: Signifikanz und p-Wert

Unterscheidung Signifikanz und p-Wert:
o = Wahrscheinlichkeit fur Fehler 1. Art

(festgelegt vor der Messung !)

* p = Wahrscheinlichkeit, dass Werte fur
die Prufgrofe t = t1 gemessen wirden,
wenn die Nullhypothese wahr ist

(nach der Messung von t1!)

p-Wert ist nicht die Wahrscheinlichkeit,
dass die Null-Hypohthese wahr oder falsch ist !

p-Wert ist auch nicht die Wahrscheinlichkeit,
g dass Messung ,nur eine Fluktuation® ist.

p-VALE  INTERPRETATION
0.001 ]
0.0l
0.02 ——HIGHLY SIGNIFICANT
0.03 _

0.04 ]

0,049 — SIGNIFICANT
o3 OHCRAP REDO

0.050_}— CALCULATIONS,

0.0511 _pN HE EDGE

006 OF SIGNIFICANCE.

0.07
HIGHLY SUGGESTIVE,
0.08 }—%mﬂmw AT THE.

0.09 P<0.10 LEVEL
D0.09% HEY, LOOK. AT
>0.] _}—THIS INTERESTING
SUBGROUP ANALYSIS
xkcd.com

Es ist nicht uniiblich, mit noch
viel Kleineren Signifikanzniveaus
zu arbeiten:
z.B. Teilchenphysik ~10-7
+Extraordinary Claims require
Extraordinary Significance”
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Einseitiger oder zweiseitiger Test ?

Die , kritische Region® zum Verwerfen der Null-Hypothese hangt von
der Null-Hypothese selbst ab:

® Nullhypothese: x1 = x2

kritische Region symmetrisch
Wird verworfen, wenn mit hoher Signifikanz

q(t)

oder X2 > X

® Nullhypothese: x2 nicht groRer xi1

kritische Region rechts
(rechtsseitiger Test)

q(t)

verwerfen wenn mit hoher Signifikanz x2 > X1

® Nullhypothese: x1 nicht gréRer x2

kritische Region links
(linksseitiger Test)

g(t)

verwerfen, wenn mit hoher Signifikanz x1 > x2 .




Beispiele Hypothesentests
— Binomial
— Poisson
— XZ
- Kolmogorov-Smirnov
— Student’scher t-Test
— Fisher F-Test



Beispiel Munzwurf

Sie haben nach 20-maligem Wurf einer Munze 15 mal Kopf und 5 mal Zahl erhalten.
Wie kompatibel ist die Hypothese p(Kopf) = 0.5 mit diesem Ausgang der Messreihe?

Grundlage fur die statistische Analyse o
ist die Binomialverteilung: | B(k;n,p) = ( I
o

Berechnung des p-Werts als Summe der Wahrscheinlichkeiten fur das
Auftreten von Werten k 215 mit p=0.5:

p=>_ B(k;n=20,p=0.5)=0.0207
ke {15,16,17,18, 19,20}

* Dbei einem Signifikanz-Niveau von a=5%
wurde man also die Hypothese, dass
die Minze in Ordnung ist, verwerfen

aber Achtung:

* bei eine Signifikanzniveau von a=1% ware | Bei einer Miinze ist Ho : p(Kopf) = 0.5
sie noch akzeptabel eine sehr valide Annahme. Uberlegen Sie

sich genau, wann sie diese Hypothese ins
Wanken bringen mochten !

22



Beispiel2: Binomial mit ,,Untergrund"

Ist eine medizinische Behandlung effektiv ?

-
60 % ,spontane Heilung®, 100 Patienten behandelt —

® Nullhypothese: (nur) <60% der Patienten geheilt
(also keine positive Wirkung der Behandlung)

® Alternative: die Behandlung wirkt

m Prufgrofle: Zahl der geheilten Patienten

L Entscheidung uber Wirksamkeit mit 5% Signifikanz )

Grundlage ist wieder die Binomial-Verteilung
Zahlen sind ,,grof}“, erlaube mir eine Gauly'sche Naherung

o =+/Np(l—p)=+100-0.6-0.4 = 4.9
einseitiges 5%-Quantil der Gaul3-Verteilung liegt bei u+1.64 o

—

mehr als 60 + 1.64 - 4,9 Patienten = 69 Patienten mussten geheilt
werden, um die Wirksamkeit (statistisch) zu belegen.

23



[ kennen wir schon: ¥2 — Test ]

N A 2
G .32 Z (i — f(@i, 1P})) N Messungen
min = X ;2 k Parameter
1=1

Smin, die ,,gewichtete Summe der Residuenquadrate*
am Minimum bzgl. der Parameter {p},
folgt bei Gaul3-formig verteilten Fehlern o;

einer y>-Verteilung mit nr= N-k Freiheitsgraden.
Erwartungswert: <y*>=nys oder <y*/nf>=1

Die X2-Wahrscheinlichkeit

oo Smin
X?)rob — / XZ(S,’I?,JC) ds = 1 _/ XQ(S,’I?,f) ds
S 0

min

dient zur Quantifizierung der Qualitat einer Anpassung

Aussage, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein grof3erer Wert von x?
am Minimum als der tatsachlich beobachtete zu erwarten ware.



[ Erinnerung: Qualitat der Anpassung aus Likelihood ]

Durch geeignete ,Normierung“ kann Qualitatsinformation auch aus der
Likelihood gewonnen werden: Likelihood-Verhaltnis

der beobachteten Daten und (geeigneter) Referenzdaten.

4 N
Beispiel 1: Likelihood der GaufBverteilung
N -
—InL(a@|y) = lzi (w) + Y. In(v/2mo;) Referenz: y;, = f(z;,a)
2 Ti ¢ : «
Jfully saturated model
- 2
= -In (%) = <yZ — ];Exz-,a)> + Zln(\/%ai) — (O + Zln(@aﬁ) = x*(a)
N X o J
4 [1;" N
Beispiel 2: Likelihood der Poisson-Verteilung Poiss(n;; p;) = ~ e Hi
—InLl; = Z —N;Inp; + p; +In N; !
Referenz: i = N;, — 1n£sat = Z —Ni In Nz + Nz + IHNZ'
1 L@@ _ N1 Ni _N. = oof
= = L f(c:i) - Z ¢ 1 ,U_ + i — Vg =1 ZOIpgisson
re - 1
1 _ .
g gof = goodness of fit b

25



Beispiel: ¥2 — Test auf Unabhangigkeit

? Sind die Variablen x und y unabhangig ? | Erinnerung:

fur unabhangige Variable ist die
Verteilung f(x,y) gegeben durch

das Produkt der Randverteilungen:

2] - f(x,y) = fx(x) - fy(y)

30

20r Im Fall eines 2-dimensionalen Histogrammes:

- Randverteilungen sind die Histogramme von x u. y

- { Daraus lasst sich ein
Test auf Unabhangigkeit konstruieren:
0| | | | | | | ! Nullhypothese:

4 6 8 10 12 14 16 18

. Ng; = Niot Pz - pyj —: Nexp

L 2
v2 = Z (Mij — Mexp) folgt unter Annahme der Nullhypothese einer
,J

Nexp v 2-Verteilung mit Niot — bx — by Freiheitsgraden
bx,y: Zahl der Bins in x und y

Script PhyPraKit/chi2_indep.py x und y sind also wohl nicht unabhingig ! og




»SRun“-Test /

k7

Beispiel: x? = 12 fir 12 Bins — x2-Test ok +’t’
Aber: Daten offensichtlich nicht linear ,I(

Komplementar: der Run-Test:
Aufteilung der Datenpunkte in Gruppen: , ﬁ‘
oberhalb (above) und unterhalb (below), H‘*”F
r = Anzahl der Gruppen [

molleg :9||anpd

Fig. 8.3. A straight line through

Struktur der Abweichungen hier: it s

AAABBBBBBAAA
fur A = above, B = below — nur 3 Gruppen oder sog. ,,Runs”

r ist eine Zufallszahl mit bekannter PDF und Momenten:

. Vir] = (Elr] _i)(E[j]f 2)]
Ng + Np Ng T Np

2NN

Elrl=1+

dieses Beispiel: E[r] = 7, o(r) = 1.65 — Ar = 2.40, p(einseitig) = 1%

— schlechte Ubereinstimmung mit dem Modell !
27




Kolmogorov-Smirnov (KS) Test

auf Gleichheit zweier Verteilungen

weitere Alternative zu x2-Test fur (ungebinnte) kleine Datenproben

Folgt Stichprobe einer bestimmten (kontinuierlichen) PDF ?

Idee: Vergleich der kumulativen Verteilungsfunktionen (CDF)

s Daten der Grof3e nach sortieren, 4
kumulierte Verteilung, normiert mit 1/N,
auftragen — empirische CDF:

CDFe(x) = (Anzahl Werte <x) /N F(x)

s \Vergleich mit CDF
Fx)=[_" f(x)dx

PrufgoRe: KS-Abstgand,

Quelle: Zech

~

definiert durch maximale Abweichung
t = YN max|CDFe(x) — F(X)| -

z.B. p=(1%, 5%,10%,20%) far ¢=(1.63, 1.36, 1.22, 1.07)
Gilt nur, wenn f(x) nicht an die Daten angepasst wurde

p-Werte fur KS-Test sind tabelliert bzw. in ROOT oder Scipy verfugbar;
alternativ: Toy-MC ...

28



Beispiel KS Test

20 Zufallszahlen aus Gaul¥-Verteilung
(Binning nur zu Darstellungszwecken)

Vergleich der empirischen CDF mit
Verteilungsfunktion der Gauldverteilung

— KS-Abstand 0.271
— p-Wert 10.6%

Alternativen:
~ Anderson-Darling- oder
- Cramer-von Mises-Test

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Histogramm der Zufallszahlen

h

6

Anzahl

5-

4-

Entries

RMS

20

Mean -0.3423

1.214

Kumulative Verteilungsfunktionen

>

F(x)

0.8F
0.6

0.4:—

KS-Abstand:
D = max |Fn(x) — F(x)|

29




Mittelwert einer Stichprobe als PrufgrofB3e

Student'sche t-Verteilung

H 1] . xz o /’L . . — a_j o ILL
n ,standard-normalverteilte® Zufallszahlen u; = mit Mittelwert u© =
o) 0)

wenn o nicht bekannt ist, nutzt man die Stichprobenvarianz ¢

T—
G/n

sondernder [ Student'schen t-Verteilung fiir n-1 Freiheitsgrade

die normierte GroRe t = folgt dann nicht der Gaul3verteilung,

0.40
0.35}

1908 vom Guiness-
0.30f Mitarbeiter W.S. Gosset
0.251 unter dem Pseudonym

= ,Student” veroffentlicht.
5 0.20f

erste Anwendung:
Qualitatssicherung bei
Bier der Marke Guinness

0.15f
0.10}
0.05f
0.00

[BioTEIpadIMTU3]

n = 1: Cauchy-Verteilung _ _ ,
n = «: Normalverteilung Mittelwert einer Stichprobe

als PrufgroRe —
t-Verteilung verwenden !

J

insbesondere fiir kleine n viel gréRere
Auslaufer als Gauld-Verteilung !




Anwendung: Student’'sche t-Verteilung

Haufige Fragestellung: haben zwei unabhangige Grundgesamtheiten
(mit der gleichen Varianz) den selben Mittelwert ?

® Nullhypothese: x1 = x2: mit nf=n1+ n2 —2 Freiheitsgraden
= = ~2 ~2
o — I ] (ﬂq-—-l)Oi +—(ﬂQ'—-1)02
t = mit 019 =
012\/1/nl—|—1/n2 nl%”nﬂ_2
t-distribution
S 0.40 1 | — tdist(n; = 126)
10 Samplez : ---- tobserved in data
0.35 1
-value = 37.6%
- 0.30 | .
& 0.25
é 6 - 0.20 |
£
0.15
4_
0.10
2 0.05 1
0.00 | i
° 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 g 1 z = A

mark

Script t-test.py

e Student'scher t-Test: t=0.888
Welch-Test als Alternative zum p -Wert aus t-Verteilung p = 37,6%

- Test empirischer Daten auf gleichen Nullhypothese wird nicht verworfen

 Milelwert bel ungleichen Vananzen. | \_d. h. Unterschied nicht signifikant ! _




Test auf gleiche Varianz

zweier als gauBformig angenommenen Verteilungen

N
: : . ~ 1

F-Verteilung mit F = % als TestgroReV = N1 (z; — p)?

2 1=1

FUr o1 = 02 ist I das Verhaltnis zweier y2-Verteilungen
mit f7=N1-1 bzw. f2=N2-1 Freiheitsgraden.

F-Verteilung:

f2 _1

L((f1+ f2)/2) fre f Fz
f(F7 f17 f2) f 1f 2
i A (f1/2 f2/2 le f2)f1+f2
Konvention: V; > V5 d.h. FF>1 = —

B ==
7 m=5ime 10 o
E \ m=20,n- 20 §
= -(ED
Fir groRe N ist z:=% log F . \ 5

gaufBverteilt mit W

Mittelwert '~ (1/f2- 1/f1) und

Varianz % (1/f2+ 1/f1) 0 o 4
Verteilungsdichte der F-Verteilung, f(F;n,m)
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Bester
Hypothesentest

Likelihood-Verhaltnis



Optimale Wahl der Prufgrofle

Bester Test fur einfache Hypothesen :
(d.h. ohne anzupassende (Stor-)Parameter)

][ fil#o)

 L(Ho) it
r(z) = L(H) ﬁf(:z;-ml) < ()

aquivalent: q(x) = —2Inr(z) =2 (In f(z;|H1) — In f(2;|Ho))

Problem: exakte Likelihood oft unbekannt.
Moglichkeiten:
— (plausiblen) Ansatz fur funktionale Form verwenden

— Monte Carlo — Simulation

Im Grenzfall groBer Stichproben gibt es asymptotische Verteilungen
far r(x) auch fur zusammengesetzte Hypothesen (also mit
freien, aus den Daten zu bestimmenden Parametern) ,,Wilks'sches Theorem*
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Beispiel: Likelihood-Quotient bei Zahlexperiment

Suche nach kleinem Signal (s) uber Untergrund (b)
» Verteilungsdichte: n(m) = s(m) + b(m)

s
]
III

m: Parameter, z.B. Teilchenmasse i‘“‘
» Bei Suchen verwenden wir haufig: ' ¥ o
* 3(m) + b(m) H,
u: Signalstarke, d.h. H: p=0, H,: p>0 oaf-
0.6 H / b

e
=
T

Bilde Quotient der bzgl. 7, und H,
maximierten Likelihoods

o
i

i

TREETE 120 128 130 135 140 145
1 m, [GeV]

1
Py(n; b) = mbne_b , Pr(n;s +b) = E(S + b)re” 5+

21n(Py/Po) =2 (nn (1+ %) ~ )

s Einfaches Verfahren: Abzahlen von Ereignissen in Signalregion
Beobachtung von n Ereignissen (b hier als bekannt angenommen)

—~b=:b§=n—b=:5s,dh. 2InTs.p=2(b+s)In(1+ =) —2s

)
b
Differenz in Log-Likelihood zwischen n=b und n=s+b ist ein

Mal fur die Signifikanz z der Signalbeobachtung (z: ,Zahl der Sigmas")

Tsip = s/Vb+ O((s/b)?)
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Verallgemeinerung: Profile-Likelihood Quotient

Ubergang zu kontinuierlichem Parameter p: Signalstarke (u=0: H,; u=1:H,)

Dividiere Likelihood L(x|u,®,) durch das globale Minimum der Likelihood —
naherungsweise Unabhangigkeit von G)“ (Abdeckung ok, sofern © = G)u)

PrufgrofRe Signalstarke Optimierte Storparameter flr vorgegebenes

\ ,C(x \T @/) <« Bedingung erzwingt
q, = Daten |H) ©p 0 < <y Hz0undeine ein-

L(TDaten |1, é)) ’ seitige Grenze
‘“\

Verteilungen der Daten
A .= Parameterwerte, die Likelihood maximieren

best-fit-Wert aller Parameter

Bestimmung der Verteilung von qu, g(qulu), fir Untergrund (u=0) bzw.
Signal-Hypothese (u#0), durch simulierte Pseudo-Experimente oder
asymptotische Formeln im Grenzfall groBer Datensétze.

36



Das Bootstrapping-Verfahren



Bootstrapping-Verfahren als besondere MC-Methode

Gesucht: Funktionen T( {x;} ) einer Stichprobe {x;}

Fur T = Mittelwert oder T = Varianz gibt es allg. Formeln.

Fur Median, Quantile, Ergebnis einer Parameteranpassung
etc. gibt es allerdings keine allg. analytischen Formeln.

Ausweg ,Toy-MC": Ziehen vieler vergleichbarer Stichproben

k aus angenommener Verteilung der Grundgesamtheit -
jeweils Tk bestimmen, Varianz von T aus Varianz der T .

??? Bestimmung der statistischen Unsicherheit von T

bei unbekannter Verteilungsdichte ?7?77?
0.08 =
| —— unbekannte Verteilung
0.06 - ‘ Stichprobenwerte
0.04~-
0.02=
000U ™

10 20 30

(oder, wie Minchhausen)
an den eigenen Haaren
,_aus dem Sumpf ziehen D

— Bootstrapping

(B. Efron, 1979)
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Bootstrapping: die Idee

Bootstrapping ist eine Resampling-Methode

Ziehen vieler Stichproben aus der beobachteten Stichprobe mit Zuriicklegen

manche Werte der ursprunglichen Stichprobe kommen gar nicht vor,
andere mehrmals — das ist genau so gewollt !

Die Methode besteht also darin, weitere Stichproben zu gewinnen,
die so aussehen, wie die Daten auch hdtten aussehen konnen !
Damit kdnnen statistische Unsicherheiten ohne Zusatzannahmen
aus den beobachten Daten bestimmt werden.
Beispiele solcher ,zweifelhaften Zusatzannahmen:
- Punkteverteilung bei Prufungen ist gaul3verteilt
- Klausurnoten sind gaul3verteilt

- Zahl der Beobachtungen eines seltenen Phadnomens ist so grol3,

dass von einer Gaul3verteilung ausgegangen werden kann.
- Gaul} ist immer gut, wenn man sonst nichts weil3

Hauptanwendung:
Parameterfreie Hypothesentests in Wirtschafts- und Sozialwissenschaften
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Beispiel Bootstrapping

oe Origialdaten
0-5@

9@0

OJ Beispiel einer neu erzeugten Bootstrap-Probe

@K;’@ ein weiteres Beispiel

Q0

@@%@g auch moglich, aber extrem selten

Bei geringem Stichprobenumfang
konnte man alle moglichen Kombinationen untersuchen,

Bei grof3en Stichproben wahit man eine sehr grof3e Anzahl zufallig ausgewabhlter
neuer Proben durch Ziehen mit Zuriicklegen aus den Originaldaten.
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Beispiel Bootstrapping in Python

Bootstrapping ist sehr einfach zu realisieren:

Original-Stichprobe {x;},i=1,...,1der Lange [:
ziehe zufallig 7 Indizes ke{1, ..., I}
{ x| } ist weitere Stichprobe

typischerweise werden einige Tausend solcher Resamplings erzeugt
und statistisch ausgewertet.

Python:
t_bs = numpy.random.choice(t, size=n)

erzeugt aus der beobachteten Strichprobe t durch Ziehen mit Zurticklegen
(,resampling with replacement*) eine neue Stichprobenvariante
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Bootstrapping am Beispiel

Skript
bootstrapIllu.py

0.08=
0.06 -
0.04=

0.02 =

—— unbekannte Verteilung
‘ Stichprobenwerte

i

0.00=

10 20 30

Beispiel von eben:

8
a0 60

} L6
14

T1.2
10
T0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

0III}L'J

funf aus der vorderen Stichprobe durch Resampling

gewonnene Varianten der Stichprobe

Problem: Auslaufer der Verteilung sind meist unterreprasentiert !
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Test auf Gleichheit mit Bootstrapping

fregeuncy

10 ~

1.0

1.5

o sample 1
sample 2

2.0 25 3.0 3.5
mark

0.40

0.35 A

0.30 1

0.25

0.20 4

0.15

0.10 A

0.05 1

0.00 1

0.8 1

0.7 1

0.6

0.5 4

0.4 4

0.3 4

0.2

0.1 1

0.0 -

t-distribution

— t-dist(ny = 1286)
---- t observed in data

p-value = 37.6%

It

bootstrap method

---- t observed in data
e E-dist{ns = 126)

I t from resampled distribution
p-value = 37.3%

Student’'scher t-test

und

Bootstrapping
liefern hier

identische Ergebnisse
!

Skript
t-test.py
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Beispiel: Konfidenzintervalle fuir Mittelwert

Beispiel:
30 gaulverteilte Zahlen

10 000 Bootstrap-Samples

Vergleich:
Bootstrap-Verteilung mit
Gauld-Verteilung um den
Mittelwert der Orignaldaten

bootstrap.py

Fazit:
‘Bootstrapping reproduziert

das mit der ,klassischen”
Methode bestimmte
Konfidenzintervall

U £10 (68%).

frequency

350 +

-0.8 0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2
distribution of means

0.4

0.6
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Konfidenzintervalle



Konfidenz-Intervalle

Intervall-Schatzung: Bestimme Intervall, in dem der wahre Wert
mit vorgegebener \Wahrscheinlichkeit liegt.

Wahl einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit als Konfidenz-
Niveau, auch ,Vertrauensniveau® (engl. Confidence Level ,,CL")

Ublich sind CL = 68.3%, 90% oder 95%

4 N
Quelle:
= - Wikipedia
m 1.
- Prozentangaben bezeichnen
relative Grol3e der Flachen
N
o 34.1% 34.1%
ol
oS -
0.1% 1%
= | '
o
- - -10 lo 20 30
_ 30 20 M D
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Konfidenz-Intervalle: zwei Sichtweisen

r

.

Frequentistische Sichtweise:

Es existiert ein fester wahrer Wert a.
,Das Konfidenz-Intervall zu einem Konfidenzniveau CL=p% deckt
den wahren Wert a in p% aller Falle ab“

— Wabhrscheinlichkeitsbegriff bezogen auf Haufigkeiten (z.B. QM)

— Wahrscheinlichkeitsaussagen uber Intervalle, nicht den wahren Wert
— ,Inversion® durch Neyman-Konstruktion, Abdeckung ,by design®

,

.

Bayes‘sche Sichtweise:

Der wahre Wert a hangt von Voraussetzungen ab. Wahrer Wert
(im engeren Sinn) existiert nicht.

Konstruiere Wahrscheinlichkeitsdichte flir unbekannten Wert a:

f(ala) o< L(ala) - 7(a)

— Benotigt Likelihood Funktion L und Prior 1T
— Abdeckung muss explizit uberpruft werden (z.B. mit toy MC)

N
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Konfidenz- bzw. Credibility-Intervalle

Im Nicht-Gaul3-Fall sind verschiedene Intervall-Typen gebrauchlich:

g(a; a) A

v(a) u(a) a

e a=B [=16% fur 68%-Konfidenzintervall ] (wie z.B. auf voriger Seite
e kurzest-mogliches Intervall (in der Regel a # 3)

e andere, z.B. ,likelihood-ordered” (,Feldman-Cousins unified approac
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Unterschiedliche Intervall-Typen

024

0.2

.18

o S 0,24

Pl | ng=3)

(o} 0.2 (b}

Plii | ng=3)

|
2
=3
o

0.12 central - 0.12 shortest
0.08 | 0.08
0.04 i . 0.04
0 ;’:II.-.' ] o L2 'l:"'
(] ¥ g 12 8 % 18
Mein Favorit
024 F T T T = f?: T T =T :N
0.2 (e) _ v _ (d) _
: s [ -
0.16 P | ng=3) - =2 I Liny=3 1 i) ;
& = Ry £ 2]
012 E. ]
X _.— ..?-.. e =]
0.08 b scan of
N log-Likelihood?
= A\ had -
' iy : 2N T I T
06" . 5 0g 3 0 i3 is
\_ _J

FIG. 4. More 68% C.L. intervals in Poisson case with ny, = 3. Bayesian (uniform prior) using
Eqn. 16 with subsidiary conditions (a) Eqn. 17, (b) mini width, and (¢) & — gy = p2 — . (d)

Likelihood ratio method, Eqn. 9.

Aus: R. Cousins, ,Why isn't every Physicist a Bayesian?“
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Ausblick



Ausblick: Klassifizierung als Hypothesentest

Gehort ein Ereignis zu einer von zwei oder mehreren Klassen ?
— Zufallsereignis beschrieben durch n Zufallsvariable x_, ..., x_
— Klasse k beschrieben durch PDF f (x,, ..., x )

5IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

X

4 3 -2 - 0 1 2 3 4

1‘.‘“
QITTTT

>
enCLLLI

Klassifizierungsprobleme in hochdimen-
sionalen Variablenraumen sind haufig:

— ist der Buchstabe ein ,a" ?

— ist das Teilchen ein Elektron oder Myon ?
— ist der Kunde ein potentieller Betruger ?
— Signal oder Untergrund ?

— ist die E-Mail Spam ?

Typische ,,MVA“-Methoden zur Behandlung,
allg. Methoden des ,Machine Learning®:
— kunstliche neuronale Netze
— verstarkte Entscheidungsbaume
— Support-Vektoren
- ... (s. VL Datenanalyse im Master)
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Suche nach neuen Phanomenen

Auch die Suche nach neuen Phanomenen, z.B. in der (Teilchen-)Physik,
ist ein Hypothesentest:
Frage: Ist Beobachtung vertraglich mit der bekannten Physik?

- wenn ja, Ausschlussgrenze auf neues Phanomen bestimmen
(geht nur, wenn die Alternativhypothese genau festgelegt ist — Aufg. der Theor. Physik)

- wenn nein, Signifikanz der Abweichung spezifizieren (als p-Wert)

Haufig fuhrt man ,Zahlexperimente” zur Suche nach einem neuen Signal durch.
- relevant fur die Beobachtung von n Ereignissen ist n

die Poisson-Verteilung P(n; i) = ’u'e Hoo=./p
n.

¢ Nullhypothese: p = po
¢ Alternative: M = Mo+ H1; M1: Beitrag durch neuen Effekt

Messung: Beobachtung von nobs Ereignissen,
aufteilen in (erwarteten) Untergrund b = o und Signal s = nobs — b
p-Wert: Wahrscheinlichkeit n 2 nobs falls Nullpyhothese wabhr:

Nobs — 1

p =Prb(n > neps) = Z P(k;b) =1— Z P(k;b)

k=nobs

CZahlenbelsplel : Nobs = D, b=0.5 — Prb(n >5)=1.7- 10_5) 52




Beispiel: Entdeckung des Higgs-Bosons

Bestimmung von Grenzen aus p-Werten:

® Untergrundhypothese ® Signalhypothese
pp := Prob(u > ,LLObS|b) Dstp 1= Prob(u > p°%|s + b)

* b muss sehr gut bekannt / modelliert sein
awenn man den ,Normalfall“ nicht Kennt, Kann man nicht nach Abweichungen suchen!

Ubliche Art der Darstellung:
Signalgrof3e s, den man mit Signifikanzniveau von 95% ausschliel3en kann

/Beispiel: Suche nach dem Higgs-Boson am LHC, Stand

205:1 10- cMS,\5=7TeV | [——oObserved - Hypothesentest flr
© - L=4s48f’ EE Expected 68%) | 4 | yerschiedene H-Massen
g ------- Expected (95%) |
T | | erhaltenes
= : Limit flr
O [ . g 4130 GeVv
¥ | s : -
Lo i STt _|
o T e
10_1?\ [ \ T B | | I I I T T O T I I MY | |§ [ \i <
110 115 120 125 130 135 140 145 woo
Higgs boson mass (GeV) Haufigkeit




Higgs-Entdeckung: statistische Analyse

Bestimmung der Signalsignifikanz durch Vergleich mit der Untergrund-Hypothese
und Bestimmung des ,lokalen p-Werts":

SaTLAs = 590 (*) (publizierte Ergebnisse) Scms = 5.00 (%)

" 10K pr a Pralii ey (E=7 T B0, e ds i e ———n e A I
© ATLAS Prellmlnary e ele:flgzmz)) fll:(:h 59fftt)>’ C_:U 10—”? \“\ / j2{5
S 1= - < 102k
- N Q. - SR \ 36

(&8

.\‘ A e O 10—5 N .
EPSJuIy2011 . . “... ]
- , 107 N 350
gt 3], 10°
Expecmd 50 10° ; CMS Preliminary 6o
10-7 Spring 2012 4July2012 10—10 . g:m?;rlegMOHbEi gs H— 22 +yy
...... S"S”Ye;’ - gbse;:e;‘ T ¥ \s=7TeV.L=5.1 5"
W T Ty ’ 10| T LT \s=8TeV,L=531
110 115 120 125 130 135 140 145 150 10121—1 A B A S S S S S ?G
116 118 120 122 124 126 128 130
my [GeV] Higgs boson mass (GeV)
Zeitliche Entwicklung der Signal-Signifikanz Signal-Signifikanz
Vorlaufige Ergebnisse vom 4. Juli 2012 vorlaufige Ergebnisse vom 4. Juli 2012
der ATLAS-Kollaboration am LHC der CMS-Kollaboration am LHC

(*) Im Jargon der Teilchenphysiker entspricht die Angabe n o dem entsprechenden Quantil der GauRverteilung
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Masterkurs ,Moderne Methoden der Datenanalyse”

Vielfaltig kombinierbar als
- eigenstandiges Wabhlfach, Teil eines Erganzungs- oder

Schwerpunktfachs.
Auch gut zum

,Mastervorzug” geeignet.

Ebenfalls zu empfehlen:
Schlusselkompetenzkurs

,Collaborative
Software Design”

2

: Moderne Methoden der Datenanalyse
im Sommersemester 2024

)

The curriculum includes
— Repetition of fundamental concepts
— Folding and Unfolding
— Hypothesis tests

— Applications of Neyman Pearson Lemma
Wilks’ Theorem and asymptotic formulae

— Confidence intervals and limits
— Machine learning in particle physics
— Multilayer perceptron
— Loss function & gradient descent
— Neural network learning
— Mapping of tasks into neural networks

/
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Vorlesung niachste Woche: Einstieg Block 2

s Rechnerarchitekturen, Parallelisierung und
Vektorisierung

s Kollaborative Softwareentwicklung
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