
Gekoppelte Oszillatoren sind Oszillatoren, die so 
verbunden sind, dass Energie zwischen ihnen übertragen 
werden kann.

Viele komplexere physikalische Systeme können 
phänomenologisch als gekoppelte harmonische 
Oszillatoren verstanden werden.

In einem Festkörper, zum Beispiel, schwingen Atome um 
ihre Gleichgewichtspositionen und die Wechselwirkung 
zwischen den Atomen ist für die Kopplung verantwortlich. 
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2 Coupled oscillators

Figure 1: A simple“classical crystal,”an arrangement of Newtonian
point masses connected to one another by springs. We are interested
in the vibrational properties of such systems.

It is to avoid distracting notational complexities and to gain access to various
graphic devices that we will, at least initially, abandon two space dimensions,
looking to the physics of “one-dimensional crystals.” And we begin with
discussion of the simplest of those—a discussion which will serve already to
expose all of the most characteristic general features of the physics of vibrating
multi-particle systems.

1. A simple “one-dimensional crystal.” Working from Figure 2, we have

m1ẍ1 = F1 + F12 = F net
1

m2ẍ2 = F2 + F21 = F net
2

where
• Fi refers to the force externally impressed upon mi

• Fij refers to the interactive force exerted on mi by mj . Newton’s 3rd Law
asserts that in all cases Fij = −Fji.

The forces could, in this instance, be read directly from the figure, but in more
complicated cases it would be more efficient to introduce the potential energy
function

U(x1, x2) = 1
2k1x

2
1 + 1

2K(x2 − x1)
2 + 1

2k2x
2
2

and to compute

F net
1 = − ∂U

∂x1
= −k1x1 + K(x2 − x1)

F net
2 = − ∂U

∂x2
= −k2x2 − K(x2 − x1)

Schwingungsmoden im 
Festkörper?
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 Many important physics systems involved coupled oscillators.  Coupled oscillators are 

oscillators connected in such a way that energy can be transferred between them.  The motion of 

coupled oscillators can be complex, and does not have to be periodic.  However, when the 

oscillators carry out complex motion, we can find a coordinate frame in which each oscillator 

oscillates with a very well defined frequency. 

 A solid is a good example of a system that can be described in terms of coupled oscillations.  

The atoms oscillate around their equilibrium positions, and the interaction between the atoms is 

responsible for the coupling.  To start our study of coupled oscillations, we will assume that the 

forces involved are spring-like forces (the magnitude of the force is proportional to the 

magnitude of the displacement from equilibrium). 

 

 

 Two Coupled Harmonic Oscillators 

 Consider a system of two objects of mass M.  The two objects are attached to two springs 

with spring constants κ (see Figure 1).  The interaction force between the masses is represented 

by a third spring with spring constant κ12, which connects the two masses. 

 

 
Figure 1.  Two coupled harmonic oscillators. 

 

We will assume that when the masses are in their equilibrium position, the springs are also in 

their equilibrium positions.  The force on the left mass is equal to 
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The equations of motion are thus 

 

𝜅#$!,# 𝜅#,#&! 𝜅#&!,#&" 𝜅#&",#&'

𝑚#$! 𝑚# 𝑚#&! 𝑚#&"

𝜅#$",#$!



Wenn die Teilchen im Gleichgewicht (𝑥! = 𝑥" = 0) sind, wirkt keine Kraft auf sie.

Bei einer Auslenkung wirkt die folgende Kraft auf jedes der beiden Teilchens:

𝐹! = −𝜅𝑥! + 𝜅!" 𝑥" − 𝑥! = − 𝜅 + 𝜅!" 𝑥! + 𝜅!"𝑥" = 𝑀𝑥̈!

𝐹" = −𝜅𝑥" + 𝜅!" 𝑥! − 𝑥" = − 𝜅 + 𝜅!" 𝑥" + 𝜅!"𝑥! = 𝑀𝑥̈"
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𝑚! = 𝑀 𝑚" = 𝑀



Daraus ergeben sich die folgenden Bewegungsgleichungen

𝑀𝑥̈! + 𝜅 + 𝜅!" 𝑥! − 𝜅!"𝑥" = 0

𝑀𝑥̈" + 𝜅 + 𝜅!" 𝑥" − 𝜅!"𝑥! = 0

Vernünftigerweise ist anzunehmen, dass die resultierende Bewegung ein oszillierendes 
Verhalten hat. Betrachten daher folgende Ansatzfunktion:

𝑥! 𝑡 = 𝐵!𝑒#$%

𝑥" 𝑡 = 𝐵"𝑒#$%
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Einsetzen dieses Ansatzes in die Bewegungsgleichungen liefert

𝜅 + 𝜅!" −𝑀𝜔" 𝐵! − 𝜅!"𝐵" = 0

−𝜅!"𝐵! + 𝜅 + 𝜅!" −𝑀𝜔" 𝐵" = 0

Wir stellen die zweite Gleichung nach 𝐵! um

𝐵! =
𝜅 + 𝜅!" −𝑀𝜔"

𝜅!"
𝐵"

und setzen diese in die erste Gleichung ein 

𝜅 + 𝜅!" −𝑀𝜔" 𝜅 + 𝜅!" −𝑀𝜔" − 𝜅!"" 𝐵" = 0
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Für eine nichttrivial Lösung (𝐵" ≠ 0), muss der Klammerausdruck verschwinden!



Lösungen für die charakteristischen Frequenzen (auch Eigenfrequenzen genannt) sind:

𝜔! = ± &'"&#$
(

und 𝜔" = ± &
(

Für diese beiden Frequenzen können wir nun die Amplitudenverhältnisse ausrechnen:

Für 𝜔!: 𝜅 + 𝜅!" − 𝜅 + 2𝜅!" 𝐵! − 𝜅!"𝐵" = −𝜅!"𝐵! − 𝜅!"𝐵" = −𝜅!" 𝐵! + 𝐵" = 0

→ 𝐵! = −𝐵"

Für 𝜔": 𝜅 + 𝜅!" − 𝜅 𝐵! − 𝜅!"𝐵" = 𝜅!"𝐵! − 𝜅!"𝐵" = 𝜅!" 𝐵! − 𝐵" = 0

→ 𝐵! = 𝐵"
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We note that the solution η1 corresponds to an asymmetric motion of the masses, while the 

solution η2 corresponds to an asymmetric motion of the masses (see Figure 2).  Since higher 

frequencies correspond to higher energies, the asymmetric mode (out of phase) has a higher 

energy. 

 

 
 

Figure 2.  Normal modes of oscillation. 

 

 

 Weak Coupling 

 Coupled oscillations, involving a weak coupling, are important to describe many physical 

systems.  For example, in many solids, the force that tie the atoms to their equilibrium positions 

are very much stronger than the inter-atomic coupling forces.  In the example we discussed in the 

pervious section, the weak coupling limit requires that κ12 << κ.  In this approximation we can 

show (see text book for details) that our solutions have a high-frequency component that 

oscillates inside a slowly varying component (see Figure 3).  The solutions are thus sinusoidal 

functions with a slowly varying amplitude. 

 

 
 

Figure 3.  Examples of solution in the weak-coupling limit. 

 

 

Physics 235  Chapter 12 

-  4  - 

We note that the solution η1 corresponds to an asymmetric motion of the masses, while the 

solution η2 corresponds to an asymmetric motion of the masses (see Figure 2).  Since higher 

frequencies correspond to higher energies, the asymmetric mode (out of phase) has a higher 

energy. 

 

 
 

Figure 2.  Normal modes of oscillation. 

 

 

 Weak Coupling 

 Coupled oscillations, involving a weak coupling, are important to describe many physical 

systems.  For example, in many solids, the force that tie the atoms to their equilibrium positions 

are very much stronger than the inter-atomic coupling forces.  In the example we discussed in the 

pervious section, the weak coupling limit requires that κ12 << κ.  In this approximation we can 

show (see text book for details) that our solutions have a high-frequency component that 

oscillates inside a slowly varying component (see Figure 3).  The solutions are thus sinusoidal 

functions with a slowly varying amplitude. 

 

 
 

Figure 3.  Examples of solution in the weak-coupling limit. 

 

 

antisymmetrischer Mode

Anregung außer Phase

symmetrischer Mode

Anregung in Phase

Allgemeine Lösung: 𝑥! 𝑡 = 𝐵!%𝑒&'!( + 𝐵!)𝑒)&'!( + 𝐵"%𝑒&'"( + 𝐵")𝑒)&'"(

𝑥" 𝑡 = −𝐵!%𝑒&'!( − 𝐵!)𝑒)&'!( + 𝐵"%𝑒&'"( + 𝐵")𝑒)&'"(



Wenn die Teilchen im Gleichgewicht (𝑥! = 𝑥" = 0) sind, wirkt keine Kraft auf sie.

Bei einer Auslenkung wirkt die folgende Kraft auf jedes der beiden Teilchens:

𝐹! = −𝜅!𝑥! + 𝜅!" 𝑥" − 𝑥! = − 𝜅! + 𝜅!" 𝑥! + 𝜅!"𝑥" = 𝑚!𝑥̈!

𝐹" = −𝜅"𝑥" + 𝜅!" 𝑥! − 𝑥" = − 𝜅" + 𝜅!" 𝑥" + 𝜅!"𝑥! = 𝑚"𝑥̈"
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The equations of motion are thus 
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Wir verwenden wieder einen zeitharmonischen Ansatz für jede Amplitude

𝑥! 𝑡 = 𝐵!𝑒#$% und 𝑥" 𝑡 = 𝐵"𝑒#$%

Dann schreiben wir das Gleichungssystem wieder wie folgt auf:

− 𝜅! + 𝜅!" 𝐵! + 𝜅!"𝐵" = −𝑚!𝜔"𝐵!

− 𝜅" + 𝜅!" 𝐵" + 𝜅!"𝐵! = −𝑚"𝜔"𝐵"
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Wir überführen diese Gleichung in eine kompakte Matrixnotation.

Dafür führen wir einen Vektor für die Verschiebung ein: 𝐁 = 𝐵!
𝐵"

Und wir können die Bewegungsgleichung schreiben als

𝐌 ⋅ 𝐁 =

−𝜅! − 𝜅!"
𝑚!

𝜅!"
𝑚!

𝜅!"
𝑚"

−𝜅" − 𝜅!"
𝑚"

⋅ 𝐁 = −𝜔"𝐁
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Derartige Probleme bezeichnet man als Eigenwertprobleme.
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Eine Matrix 𝐀 der Größe 𝑛×𝑛 hat allgemein 𝑛 komplexe oder reele Eigenwerte 𝜆&. 
Diese sind assoziiert mit 𝑛 Eigenvektoren 𝐯&. Diese erfüllen die Eigenwertgleichung

𝐀 ⋅ 𝐯# = 𝜆#𝐯#

Linke Seite: Matrix-Vektor Produkt. Rechte Seite: Produkt eines Vektors mit Skalar.

Der Vektor soll unterschiedlich sein zum Nullvektor.

Matrix-Vektor-Produkt reproduziert den Vektor, der skaliert wird um den Eigenwert.

Symmetrische Matrizen haben reele Eigenwert: 𝐀 = 𝐀𝑻 (𝑎#* = 𝑎*#)

Viele Anwendungen, besonders in der Quantenmechanik!
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Zur Lösung dieser Eigenwertgleichung formulieren wir diese wie folgt um:

𝐀 − 𝜆 𝕝 ⋅ 𝐯 = 0

Hierbei ist 𝕝 die Einheitsmatrix, bei der auf der Diagonalen Einsen stehen und 
ansonsten Nullen. Zum Beispiel für 𝑛 = 3

𝕝 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Im folgenden diskutieren wir die Eigenschaften der Matrix 𝐀 − 𝜆 𝕝
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Für die meisten Werte von 𝜆, können wir die inverse dieser Matrix bestimmen. Die 
Matrix ist dann regulär. Es gilt für eine Matrix 𝐌multipliziert mit der inversen 𝐌)! :

𝐌+𝟏 ⋅ 𝐌 = 𝕝

Wenn wir das umformulierte Eigenwertproblem mit dessen inverser Matrix 
multiplizieren, erhalten wir die triviale Lösung

𝐀 − 𝜆 𝕝 +𝟏 ⋅ 𝐀 − 𝜆 𝕝 ⋅ 𝐯 = 𝕝 ⋅ 𝐯 = 𝐯 = 0

Wir suchen aber nichttriviale Lösungen.

Wann hat eine Matrix keine Inverse, sie singulär ist? Aus linearer Algebra ist bekannt, 
dass eine Matrix nicht invertierbar ist, wenn ihre Determinante verschwindet!
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Die Gleichung det 𝐀 − 𝜆 𝕝 = 0 ist eine algebraische Gleichung mit den Eigenwerten 
𝜆& als Lösung. Die Gleichung ist ein Polynom 𝑛′ten. Grades. Sie wird als das 
charakteristische Polynom bezeichnet.

Berechnung einer Determinante:

2𝑥2 Matrix: det 𝑎 𝑏
𝑏 𝑑 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

3𝑥3 Matrix: det
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

= 𝑎 𝑒𝑖 − 𝑓ℎ − 𝑏 𝑑𝑖 − 𝑓𝑔 + 𝑐 𝑑ℎ − 𝑒𝑔

Für größere Matrizen benutzen Sie besser den Rechner.
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Die Eigenvektoren berechnen Sie dann aus dem entsprechenden 
Gleichungssystem 

𝐀 − 𝜆𝒊 𝕝 ⋅ 𝐯" = 0

Die Komponenten des Vektors 𝐯& können Sie dann mit Hilfe der 𝑛-Gleichungen 
lösen, die dieser Ausdruck darstellen. Zum Beispiel für das Problem mit 𝑛 = 2

𝐴## + 𝜆# 𝑣## + 𝐴#$𝑣#$ = 0
𝐴$$ + 𝜆$ 𝑣$$ + 𝐴$#𝑣$# = 0



Berechnen wir die Eigenwerte der Matrix der Bewegungsgleichung

0 = det 𝐌 + 𝜔"𝕝 = det

−𝜅! − 𝜅!"
𝑚!

+𝜔"
𝜅!"
𝑚!

𝜅!"
𝑚"

−𝜅" − 𝜅!"
𝑚"

+𝜔"

=
−𝜅! − 𝜅!"

𝑚!
+𝜔"

−𝜅" − 𝜅!"
𝑚"

+𝜔" −
𝜅!""

𝑚!𝑚"
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Die Lösung wird unansehnlich aber Sie erhalten wieder genau zwei für 𝜔". 

Die zugehörigen Eigenvektoren sind die Amplituden der Schwingungsamplituden 
der beiden Massen.



Fürs Protokoll, die Lösungen sind:

𝜔!"

=
1

2𝑚!𝑚"
;

<

− 2𝜅!" 𝑚! −𝑚" 𝜅"𝑚! − 𝜅!𝑚" + 𝜅"𝑚! − 𝜅!𝑚"
" + 𝜅!"" 𝑚! +𝑚"

"

+ 𝜅!𝑚" + 𝜅!" 𝑚! +𝑚" + 𝜅"𝑚!

𝜔""

=
1

2𝑚!𝑚"
;

<

2𝜅!" 𝑚! −𝑚" 𝜅"𝑚! − 𝜅!𝑚" + 𝜅"𝑚! − 𝜅!𝑚"
" + 𝜅!"" 𝑚! +𝑚"

"

+ 𝜅!𝑚" + 𝜅!" 𝑚! +𝑚" + 𝜅"𝑚!
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Jupyter Notebook

[1] wikipedia.org/wiki/Project_Jupyter
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In diesem Beispiel demonstrieren wir, einige Aspekte gekoppelter harmonischer 
Oszillatoren, die analytisch nicht mehr leicht zu fassen sind.



Die Kopplung in einem System mit zwei Freiheitsgraden führt zu zwei 
charakteristischen Frequenzen.

Die beiden charakteristischen Frequenzen in einem System mit zwei 
Freiheitsgraden werden im Vergleich zur nicht gekoppelten Frequenz zu 
niedrigeren und höheren Energien verschoben.
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Wir sprechen hier von einer Hybridisierung. In der physikalischen Literatur wird dieses 
Phänomen mit verschiedenen Worten diskutiert. Man spricht von Renormierung, 
dressed states, symmetrische und antisymmetrische Moden, oder bonding and 
antibonding states. 



Bei einer Auslenkung wirkt die folgende Kraft auf jedes Teilchen im allgemeinsten Fall:

𝐹# = −𝜅#𝑥# +D
*-#

𝜅#*𝑥* =D
*

𝜅#*𝑥* = 𝑚# ̈𝑥#

Erster Term. in die Ruhelage jeden einzelnen Teilchens bei Auslenkung. Zweiter Term: 
zusätzliche Kraft die bei Auslenkung eines anderen Teilchens wirkt.

Beachte Sie bitte, dass viele dieser 𝜅& und auch der 𝜅&* null sein können und werden. 
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2.1.11.3 Beliebig viele harmonische Oszillatoren
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𝑥# 𝑥#&!
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Chapter 12 

Coupled Oscillations 

 

 Many important physics systems involved coupled oscillators.  Coupled oscillators are 

oscillators connected in such a way that energy can be transferred between them.  The motion of 

coupled oscillators can be complex, and does not have to be periodic.  However, when the 

oscillators carry out complex motion, we can find a coordinate frame in which each oscillator 

oscillates with a very well defined frequency. 

 A solid is a good example of a system that can be described in terms of coupled oscillations.  

The atoms oscillate around their equilibrium positions, and the interaction between the atoms is 

responsible for the coupling.  To start our study of coupled oscillations, we will assume that the 

forces involved are spring-like forces (the magnitude of the force is proportional to the 

magnitude of the displacement from equilibrium). 

 

 

 Two Coupled Harmonic Oscillators 

 Consider a system of two objects of mass M.  The two objects are attached to two springs 

with spring constants κ (see Figure 1).  The interaction force between the masses is represented 

by a third spring with spring constant κ12, which connects the two masses. 

 

 
Figure 1.  Two coupled harmonic oscillators. 

 

We will assume that when the masses are in their equilibrium position, the springs are also in 

their equilibrium positions.  The force on the left mass is equal to 
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The force on the right mass is equal to  
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The equations of motion are thus 

 

Physics 235  Chapter 12 

-  1  - 

Chapter 12 

Coupled Oscillations 

 

 Many important physics systems involved coupled oscillators.  Coupled oscillators are 

oscillators connected in such a way that energy can be transferred between them.  The motion of 

coupled oscillators can be complex, and does not have to be periodic.  However, when the 

oscillators carry out complex motion, we can find a coordinate frame in which each oscillator 

oscillates with a very well defined frequency. 

 A solid is a good example of a system that can be described in terms of coupled oscillations.  

The atoms oscillate around their equilibrium positions, and the interaction between the atoms is 

responsible for the coupling.  To start our study of coupled oscillations, we will assume that the 

forces involved are spring-like forces (the magnitude of the force is proportional to the 

magnitude of the displacement from equilibrium). 

 

 

 Two Coupled Harmonic Oscillators 

 Consider a system of two objects of mass M.  The two objects are attached to two springs 

with spring constants κ (see Figure 1).  The interaction force between the masses is represented 

by a third spring with spring constant κ12, which connects the two masses. 

 

 
Figure 1.  Two coupled harmonic oscillators. 

 

We will assume that when the masses are in their equilibrium position, the springs are also in 

their equilibrium positions.  The force on the left mass is equal to 

 

 
F
1
= !" x

1
+"

12
x
2
! x

1( ) = ! " +"
12( )x1 +"12x2 = M!!x1  

 

The force on the right mass is equal to  

 

 
F
2
= !" x

2
+"

12
x
1
! x

2( ) = ! " +"
12( )x2 +"12x1 = M!!x2  

 

The equations of motion are thus 

 

𝑚#$! 𝑚# 𝑚#&! 𝑚#&"

𝑥#&"𝑥#$!

𝜅#$!,# 𝜅#,#&! 𝜅#&!,#&" 𝜅#&",#&'𝜅#$",#$!



Wir verwenden wieder einen zeitharmonischen Ansatz für jede Amplitude

𝑥" 𝑡 = 𝐵"𝑒"%&

Dann schreiben wir für jeden einzelnen Oszillator die folgende Bewegungsgleichung im 
Fourierraum auf:

−𝜅"𝐵" +1
'("

𝜅"'𝐵' =1
'

𝜅"'𝐵' = −𝑚"𝜔$𝐵"
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Beispiel für drei gekoppelte Oszillatoren:
𝜅!!
𝑚!

𝐵! +
𝜅!"
𝑚!

𝐵" +
𝜅!.
𝑚!

𝐵. = −𝜔"𝐵!
𝜅"!
𝑚"

𝐵! +
𝜅""
𝑚"

𝐵" +
𝜅".
𝑚"

𝐵. = −𝜔"𝐵"
𝜅.!
𝑚.

𝐵! +
𝜅."
𝑚.

𝐵" +
𝜅..
𝑚.

𝐵. = −𝜔"𝐵.

Dieses Gleichungssystem können wir wieder als Eigenwertproblem formulieren

𝐌 ⋅ 𝐁 =

𝜅!!
𝑚!

𝜅!"
𝑚!

𝜅!.
𝑚!

𝜅"!
𝑚"

𝜅""
𝑚"

𝜅".
𝑚"

𝜅.!
𝑚.

𝜅."
𝑚.

𝜅..
𝑚.

⋅ 𝐁 = −𝜔"𝐁
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Für beliebig viele Oszillatoren wird dieses Gleichungssystem beliebig groß. Aber die 
Struktur bleibt immer erhalten.

Die Kopplung in einem System mit 𝑁 Freiheitsgraden führt zu 𝑁 charakteristischen 
Frequenzen.

Die damit verbundenen Anregungen sind linear unabhängig. Man spricht hier von 
Moden und die relative Amplitude der Auslenkung eines jeden einzelnen Teilchen in 
einer Mode ist gerade die Information im dazugehörenden Eigenvektor.

Die Eigenmoden sind orthogonal zueinander und normiert:

𝐁# ⋅ 𝐁* = E1 𝑖 = 𝑗
0 𝑖 ≠ 𝑗
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Eine beliebige Anregung der gekoppelten harmonischen Oszillatoren kann man dann 
immer als eine Superposition der Eigenmoden beschreiben, gewichtet mit einer 
konkreten Amplitude, die von den Anfangsbedingungen abhängt:

𝐱 𝑡 =1
"

𝑎"𝐁" 𝑒"%!&

Hierbei ist 𝐱 𝑡 ein Vektor, der die Auslenkung jedes einzelnen Teilchens aus seiner 
Ruhelage beschreibt.
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