Zunéchst:
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Dabei sind r¢ und r so gewéhlt, dass el das Vorzeichen nicht wechselt fiir
r
ro <7’ <r.Ideal: g = Tmin.
r dr/
o P2V (E -~ U())

0(r) = 6y + |l
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[.A. (aufler an den Scheitelpunkten) gibt es zu jedem
r zwei Losungen fiir 6. (Beispiel: Sonne und Erde
im Frithling und Herbst, verschiedene 6 mit gleichem
r(0).)

Die Umkehrfunktion r(6) ist die gesuchte Bahnkurve.

mit Gy = 9(7”0) (237)

Der Spezialfall

Ur) = —

(0]
T

(238)

definiert das Kepler-Problem.

Newtonsches Gravitationsgesetz:

Zwei Korper mit Massen my und ma erfillen Gl (258) mit o =
Gnymims und

3

Gy = (6,6742 +0,0010) - 10~ -

e (239)

Gn heiBt Newtonsche Gravitationskonstante. Mit Gl. (238) wird Gl (237)

zu

dr’
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B 2ur'’2 !




Mit w(r) =1/r, ug = 1/rg, v’ = 1/r":

1
dr' = — ﬁdu’
u du’
0 =6y F|l 240
o F I wo \/2uE — 12U + 2pau/ (240)
Quadratische Ergédnzung:
2uE — *u* 4 2pad’ = —1*(u' —a)? + I°B
mit
. pa
a =5 (241a)
o 2E1?
B =1+ (241b)
Mit Gl. (241) und v = v/ — u wird Gl (210) zu
u—1u dv
0 =6 / —_—
0o F s VBT =02
=6y £ [arccos U8 arccos 20 u] (242)
Wir wéhlen nun 7y so, dass
Ug — U
=0
arccos —
ist, also up = u + B. Damit 16st
u;u = cos(6 — )
Gl. (242) fiir beide Vorzeichen (denn cos(f — 6y) = cos(6p — 0)). Also
1 _
u= - = u + Bcos(0 — 6p)
(211) po 2E12
= I+ 4/1+ e cos(0 — ) | .
Nach r aufgelost wird daraus
1
ro= (243)

C (14 ecos(6—0p))



mit
C =—% (244a)

2EI2
pa?

e =/1+ (244D)

€ heilt Exzentritit. Gl. (243) ist die Gleichung eines Kegelschnitts:

E>0 = €e>1 Hyperbel )
E=0 = e=1 Parabel
E <0 = €< 1 Ellipse

. . (245)
mit dem Spezialfall
2
J7%e! .
= Y = e¢=0 Kreis
Aus Gl (243) finden wir
O — (246)
" 0o) = Tmin = C(1+6)
Fir e < 1 ist
(6o + ) L (247)
T T) = Pmax =
0 * C(1—e)
Die Erde erreicht den Perihel am 5. Januar mit Sonnenabstand
Pmin = 147,1-10°m und den Aphel am 4. Juli mit Sonnenabstand
Pmax = 152,1 - 109 m. Grofe Halbachse (Hauptachse):
Tmin + Tmax E ; 1 + 1
aqag = =
2 2C(1 +¢) 2C(1 —¢)
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C1—¢? (248)
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2% 249
a 5B (249)



D.h. die grofien Halbachse hiéngt nicht von ! ab!

Der Fall € < 1 in Gl. (243) entspricht dem 1. Keplerschen Gesetz:

Die Planeten durchlaufen Ellipsenbahnen, in deren Brennpunkt die
Sonne steht.

Berechnung der kleinen Halbachse (Nebenachse) b:

Bei 6 = 6, sei y = b. Extrema von

U (243) sin(f — 6p)
y =rsin(@—6) = C'[1 + ecos(6 — 6p)]

finden wir als Nullstellen der ersten Ableitung:

o= _ _cteosl=b) gy,
do C'[1+ ecos(d — 6o)]
= COS(eb — 00) = — € (250)
und
(243) 1 (218)
_ =) ___— =0 251
Th 7“(01)) C(l — 62) a ( 5 )
Pythagoras:
b2 =T (TmaX - a)2 - a2 - (Tmax - a)z = 20Tmax Tiqax
b2 T'max r’
= 5 . = (252)
Mit
) 2
T'max (:)176 = 14¢€
a 1—¢

und Gl. (252) finden wir

2 V20 +eo—(1+e2 = Vi-¢&, (253)



was die geometrische Bedeutung der Exzentritéit verdeutlicht.

Flédche der Ellipse:

='7 = 254
o ] = (254)
~_[T]dA (225) |l

Gleichsetzen von Gl. (254) und (255) liefert:

T :M = 27 \/pa?’/2 (256)
] a

Fiir my > mg (was fiir Sonnen- und Planetenmasse erfiillt ist) ist p &~ mao.

Mit
(239)
o = GN mi1mo
ist also
P 2T g, (257)
GNm1

die Umlaufzeit eines Planeten ist also (im betrachteten Grenzfall my > mg)

unabhéngig von seiner Masse mo! Dies ist das 3. Keplersche Gesetz:

Das Quadrat der Periode T ist der dritten Potenz der Hauptachse a
proportional!

Dies gilt wegen i # ms nur ndherungsweise. Mit

mi1mes9 1
/.L:i :m27
mi 4 ma 14 ==

finden wir den Korrekturfaktor zu Gl. (257):

2 3/2 1
T = —Q
Gle 1+@
m1

(258)

m
Fiir den schwersten Planeten, Jupiter, ist 2 ~ 1073 und die Korrektur ist
m1

0,5%o.



