2.2.2 Kugelkoordinaten
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Projektion von 7 in die (z,y)-Ebene. Diese Projektion hat die Lénge 7 sin 6.
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r sin 0 cos ¢
rsin @ sin ¢ (92)
r cos 6
(93a)
sin @ cos ¢
= | sinfsin¢ (93b)
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f mit 0 < 0 < 7 heifit Polarwinkel, ¢ mit —7 < ¢ < 7 heifit Azimutwinkel.
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Dabei wurde |—| = r und |—
00 0

cos 0 cos ¢
cos 6 sin ¢ (94)
—sind
—sing
Ccos @ (95)
0

= rsinf verwendet. Die Basisvektoren

(€r,€p,€y) stehen paarweise senkrecht aufeinander und bilden ein rechts-

héndiges Koordinatensystem.

Langengrad: Halbkreis definiert durch r =const., ¢ =const. und 6 € [0, 7.

Breitenkreis: Kreis definiert durch r =const., # =const. und ¢ € [—7, 7.



é, steht senkrecht auf der Kugeloberfliche (,,Sphére®) mit r =const.

ép steht senkrecht auf dem Breitenkreis (mit # =const.) und ist tangential
zum Léngengrad.

€ steht senkrecht auf dem Lingengrad (mit ¢ =const.) und ist tangential
zum Breitenkreis.

Umkehrung von Gl. (92):

r= VTP TR 0= accos————  (96)
VaZ+y? + 22

¢ wie in Eq. (82)

Erde ~ Kugel, wobei die z-Achse den geographischen

Siid- und Nordpol durchsticht.

T AN

z=—-R z = R =Erdradius.

Greenwich-Meridian: ¢ = 0. Wir zdhlen ¢ > 0 fiir Punkte &stlicher Linge
und ¢ < 0 fiir Punkte westlicher Linge. € zeigt in Richtung Osten, die Erde
dreht sich in Richtung €4 (Rechte-Hand-Regel, Daumen zum Nordpol).

0 = 5 = 90° definiert den Aquator. In der Geographie vewendet man

05 = 90° — 0,

wobei 8 > 0 der nérdlichen Breite entspricht, wahrend g < 0 die siidliche Breite

bezeichnet.



Karlsruhe (Schloss), ,,GPS-Koordinaten®:
O = 49°0 48,647" = 49,013513°
= 0 = 40,986487° = 0,227702717 = 0,71534915
¢ = 8°24'15,966” = 8,404435°

= 0,04669131 7 = 0, 14668506

Fiir ¥ und @ brauchen wir:

sin 6 cos ¢
€ = T sin 6 sin ¢
cos 6
6 cosfcosp — dsinbsin ¢
= O cosfOsin¢g + ¢sinb cos ¢
—0sin 6
= 0 + ¢sinfé, (97)

Wie rechnet man die Koeffizienten 0, 6 und ¢sin 6 von €., €y und €, aus?

Wegen 0 = %1 = %é} - e = 25,4?,, ist ér 1 &, also é’r = aép + béy mit
a,b € R. Trick:
€ 8 =ay-E +bey
~— S~
= N
=1 =0

und ebenso &, - €s = b. Beispielhaft:
b = é - €y = <9C059c08¢ — ésin&siruﬁ) (—sin ¢)
+ (écosﬁsin(b + gﬁsin@cos,'cb) cos ¢
= ¢sind (sin2¢> + cos? ¢) = ¢ sind
Analog zu Gl. (97) findet man:
& = —08 + ¢ cos § € (98a)

é’¢ = — ¢ (sinfé. + cosféy) (98b)



Geschwindigkeit:

i(t) =7(t) = ié + re;

=7 & + rf e + rsinfoeéy (99)
~ = ~ = ~ =
w® W o0
radiale,  polare, azimutale Geschwindigkeit

Beschleunigung:

at) = i(t) = % (v + roes + reindde,)

= r —r (02 + (;32 sin? 9)] ey

+ 270 + r (é - ;q’ﬁzsm(w)ﬂ &

+ -2r'gi>sin9 +r (29¢cos9 + éﬁsin@)} €4
=: ar(t) € + ag(t) €p + ay(t) €y (100)
~—— ~—— ——

radiale, polare,  azimutale Beschleunigung
2.3 Drehungen
Oft muss man eine in einem Koordinatensystem X definierte Bewegung in

einem anderen Korordinatensystem Y’ beschreiben, das gegen Y gedreht ist.

Beispiel: Drehung um z-Achse: 7 und 7’ beschreibe denselben Punkt, wobei

— — — — —/ /] =/ =i -/
T = Teé + yey + z€e; undr:mex+yey+zez

ist.

X . €y €y E: .
5 } ist durch { ARG } definiert.

€x ,Cy €z



Im Beispiel (siehe Zeichnung):

2 =z cos¢g + ysing (101a)
y = —xsing + ycoso (101b)
7 =z (101c)

Matrix-Schreibweise: m x n-Matrix B:

byt bas .. bon | N .
B = . ) < m Zeilen
b1 bmz ... bmn <
—
n Spalten

mxn
Die Menge aller { reellen } m X n-Matrizen ist { Cmxn }

komplexen
Spaltenvektoren:
bk
- bak,
by = ) (102)
bmk
= B = (517527---gn>-
a1
Multiplikation einer m x n-Matrix mit einem Vektor @ = | : | aus R”
Qn
oder C™:

Ba ::ala + agl;g + angn

= ai by, (103)
k=1

was eine Linearkombination der Spalten ist. Also

arbir  asbiz ... apbip

. arbay  agbes ... apbay
Ba = . .

a1bm1 a2bma ... apbmn



Wir beschrianken uns nun auf quadratische Matrizen, d.h. auf den Fall m =
n. (In der Mechanik geniigen zudem die Fille n = 2 und n = 3.) Matrix-

Multiplikation:
BC := B (¢,...¢,) = (Bé&,...,Bc,) (104)
D.h. die k-te Spalte von B C ist gerade B ¢;. In Komponenten:
B = (bjr), C = (cem),

7N

Zeilenindex  Spaltenindex

[BCl, (10419) Z bjk Ci (105)
S~—— k=1

Element in der
j-ten Zeile und
[-ten Spalte von
BC.

Mit den Zeilenvektoren B’]T := (bj1,bj2,...bjp) ist

5
B - |
By
und Gl. (105) liest sich als
BCl, = BTq (106)

Merkregel fiir Matrixmultiplikation: ,,Zeile mal Spalte®.

Assoziativgesetz:

(BC)D =B(CD) = BCD

(BC)d =B(Cd) = BCa

Aber: LLA.ist AB # B Al
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