Die Spur einer n x n-Matrix M = (mjy,) ist

trM :=SpM := ijj (133)
j=1
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trace

Rechenregeln fiir Spuren:

tr(A+B) =trA + trB
tr (M) = AtrA fir A e C

trl,xn =n

N

n X n-Einheitsmatrix

tr(AB) = Y AyBy; = tr(BA)  Zyklizitat
j,k=1

Also:

tr R(¢) = trlzes cosd + tr (AAT) (1 —cos¢) + tr(f @) sing

w

= =~
=3 > nynj =i’ =1 =0
7j=1
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trR(¢) =1+2cos¢ (134)

D.h. den Betrag des Winkels ¢ bestimmt man leicht aus der Spur der Dreh-
matrix!
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Zur Bestimmung der Achse 77 =

~ 11 T2 713
R(¢) = | ra1 7o 723
31 732 733
ist folgende Identitéit niitzlich:

3

E €kl €jkm = €121 €12m T+ €211 €21m + €131 €13m + €311 €31m
Ji.k=1

+ €231 €23m + €321 €32m

= 2 0im, (135)



die man durch Einsetzen von [, m = 1,2, 3 iiberpriift. Aus Gl. (128) finden

wir:
3 3 3
Z ejkm [R((;S)} " = Z Ejkm(;jk COS(J5 + Z ejkmnjnk (1 — COS qb)
jik=1 ’ jik=1 jik=1
—_——
PN A=
3 3
+ Z Z €jki€jkm T SIN @
1=1 j k=1
—_——
—
(135) 2,
_ . o Pm
=2ny, sing = 2? sin ¢ (136a)
é ny 1 T23 — T32
= -~ =ii=|n| = — 31— T13 (136b)
¢ 2sin ¢
n3 T12 — T21
An GI. ( ) erkennt man, dass man mit (7, ¢) als zweite Losung (—1i, —¢)

erhélt, die Orientierung von 7 kann z.B. immer so gewéhlt werden, dass

—,

¢ > 0 ist. Fir ¢ = 0 ist R(¢) = 1 und die Drehachse unbestimmt. Fiir

¢ = m ist cos ¢ = —1 und mit Gl. (130):

-1+ 277,% 2n1ny 2ning
R(rii) = | 2nmina  —1+2n2  2nong (137)
2ninsg 2n9ons -1+ 2n§
D.h.
R +1
nj = + % (138)

und die korrekten Vorzeichen bestimmt man aus denen der Nebendiagonal-
elemente von Gl. (137).

Bisher betrachtet: Passive Drehung = Drehung des Koordinatensystems

Alternativ: Aktive Drehung = Drehung eines Vektors bei festem Koordina-
tensystem

-,

Die aktive Drehung wird durch R(—¢)
beschrieben!



Drehung eines beliebigen Vektors a:

R(¢)@a = dcos¢ + (i -a)i(l —cos¢p) + (7 -d)dsing,

wobei
3
(7i-@)al, = > njejua
Jil=1
3
= =) agmyar = — i x dl,,, (139)
Jil=1
also

—,

R(¢)d = dcos¢ + (it-a)n(l — cos)

— 7 X @sing (140)

Den letzten Term kann man so bestimmen

—,

(R(&) —R($)T) = (R<¢) ~R(- )) i = 2ixdsing  (141)

Taylor-Entwicklung:  Eine Funktion f(x) sei bei x = z( beliebig oft dif-

ferenzierbar.

T, [f.0] 0) o= 30 = P (142
Jj=0 ’

ist das Taylor-Polynom n-ten Grades von f bei zg. Es hat die Eigenschaft:

T, @’
[{zﬁo] o) . %‘f(xo) fiir 0 < j < n.




Taylor-Reihe:
. > (v —mo)! df

=0

.1‘0).

Konvergiert die Taylor-Reihe in einer Umgebung von zg gegen x, so nennt

man f bei zg analytisch und schreibt

fy = Y Bl ) (143)
= g! T

Die wichtigste Taylor-Reihe der Physik ist

et = Zﬁ (144)

cosz = - (e"+e ) = Z M Nur gerade j tragen bei.

N =

io2k i (=D"™ (145)

Ebenso:

o (_1)kx2k+1

k=0
3 n
=r——+...
6
In Gl. (144) kann man auch n x n-Matrizen M einsetzen:
o .
M M?% M3
M _ _ i I i
e —expM—jZ:%j! —1+M+2+3!—|—..., (147)



die fiir alle M € C"*" konvergiert! Achtung: LA. ist ee? #£ A5,

Ohne Beweis:
R() = e = fTimmiw? (148)

mit ¢ = ¢it und w@ aus GL. (131).

Gilt STS = 1 mit S € R3*3 und det S = —1, so beschreibt S eine Drehspiegelung

S = PR (149)
mit einer Drehmatrix R und
-1 0 0
P = 0o -1 0 ]. (150)
0 0 -1
Die Punktspiegelung
r—z =Pr = -7 (151)

heif3t auch Paritatstransformation.

Linksschraube — Rechtsschraube

P ist zwar eine Symmetrie der Gesetze der Mechanik, aber nicht aller Na-

turgesetze!

Flugrichtung

T Neutrino v (als masselos betrachtet)

Spinvektor (Spin ist eine Art Drehimpuls.)



