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Losungsvorschlige

1. Zentralkraft: Harmonischer Oszillator (32 Punkte)

(a) Schwerpunkt:

1
R — miry; -+ Mmel'y
my + Mo 3

Bewegungsgleichung:

(mi+my)R=3mR =0 oder R=0

(b) Reduzierte Masse:

Bewegungsgleichung:

2

pt = gmi‘ =F(r) mit F(r) = —kr

(c)

(i) Parametrisierung: r(¢) = (1,1,0)t

2

= —r; + =Iy

3

(3 Punkte)

(3 Punkte)

(4 Punkte)

1
dr =(1,1,0)dt — W:—/dr-F(r):k/dr-r:k/ 2tdt =k
0

(ii) Das Integral ist Null, aus zwei Griinden: (a) iiberall ist F L dr; (b) das
Kraftfeld ist konservativ (aus einem Potential ableitbar), daher verschwindet

das Integral {iber einen geschlossenen Weg.
(d) U(r) = %r? damit ist F = —VU.

(2 Punkte)

(e) Der Drehimpuls ist erhalten (Zentralkraft). Weil der Drehimpuls orthogonal auf r
und r steht, liegen diese Vektoren und damit die gesamte Bahnkurve in der Ebene
orthogonal zu L. Das das System isotrop ist, konnen wir ein Inertialsystem wéhlen,

so daf} das die xy-Ebene ist.

(f)

FE =

VRS

. k .
(7 + r?¢?) + 57“2 und L, = ur?¢

(4 Punkte)

(4 Punkte)



Einsetzen von L, in die Gleichung fiir E ergibt (2 Punkte)
(2) . g g

A Lg k o
E—§<7' —|—M2T2>+—7’

oder

(h) Multipliziere die DGL mit 4r?%:

2F k L?
41272 =4 (—r2 — =t = —;)
f T

Substitution:
r(t)? =a+bp(t) — 2 =1bp

Einsetzen:

2

2F L? 2F 2
=4 |:<_a — EGQ — _;> + <_b_ _kab> p— Eb2p2:|
noop [ I I [

2F L?
b p? =4 (—(a + bp) — E(CLQ + 2abp + b*p?) — —z>
[ 7 7

d.h.

sowie nach Einsetzen von a

, E? I? E k1? E wL,\?
=" -2 oder b=—"y|1—=2="4/1-
k2 kp k wE? k E

(6 Punkte)
(i)
@:201@ — /7dp :2w/dt
dt /1= p?
— arcsin p = 2w(t — to) — p(t) = sin 2w(t — o)

Einsetzen fiir r(¢):

r(t) = Va+ bp(t) = \/% 1+4/1— (%)2 sin 2w(t — to)

1/2

(4 Punkte)



2. Raumflug (25 Punkte)

()

(b)

(c)

(d)

Ellipsengleichung fiir ¢ = ¢ (Perihel) und ¢ = ¢y + m (Aphel):
p

=R und =kR
1+e 1—c¢
Division:
1+e€ k—1
— 1 - _ _r -
- k — +e=k— ke — € 1
2k
= R(1 = —R
- p="HR(l+e k+1

(4 Punkte)

3. Keplersches Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Ku-
ben der groflen Halbachsen. Umlaufzeiten: 1 a fiir die Erde und 7' fiir das Raum-
schiff; Grofle Halbachsen: R fiir die Erde und

P 1 P P kE+1 k+1
_— = — k = —_—
1—¢€? p(l—e) <1+6> QkR(R)R 2 h

fiir das Raumschiff. Also:

T2 E+1 \% 1 E+1\%?
(1a>2‘<23>ﬁ - T‘(z) ?

Die Flugdauer ist 7/2 = 27%/2(k + 1)3/2, (4 Punke)
Energiesatz mit U(r) = —Gmmg/r und E = —Gmmgs(1 — €2)/2p:

2 FE 1 U 2F  2U
P v L Elle U0 oE )

2 m 2 m m m
d.h. konkret

5 a 1— ¢ 2 a 2 2 2Gmg
vt =—-Gm 7| ="UMs|\ 7>V " 3ol T 17 b
*\'p kR *\(k+1)R kR) k(k+1R

(4 Punkte)

Die Geschwindigkeit des Planeten auf einer Kreisbahn berechnet sich ebenso, wobei
e=0und p = kR ist:

1 2>_Gm5

vp = —Gms (E_E iR

Im Ruhesystem des Planeten hat das Raumschiff also die Geschwindigkeit

o _\/Gms \/ 2 1
VEUYTUP =N TER i+ 1

Diese Geschwindigkeit ist negativ, d.h. der Planet holt das Raumschiff auf seiner
Bahn ein. (4 Punkte)




(e)

(f)

Im Schwerefeld des Planeten hat das Raumschiff eine nichtverschwindende asym-
ptotische Geschwindigkeit, befindet sich also auf einer Hyperbelbahn. Auf einer
solchen Bahn wird das Raumschiff in eine andere Richtung zuriickgeschleudert; im
Extremfall (sehr nahe Begegnung) praktisch in die Richtung, aus der es gekommen
ist. Nach der Begegnung hat das Raumschiff im Ruhesystem des Planeten damit
die Geschwindigkeit

d.h. im urspriinglichen Bezugssystem

N Gmg [ 2
I_ ! — 2 _ — 2_ =
v U+ vp vp v A < 2 1)

Weil 0 negativ war, ist 0’ positiv, die Geschwindigkeit nach der Begegnung v’ also
grofer als die des Planeten. Bei Austritt in einer anderen Richtung ist v" nicht so
grof}, weil sich die Geschwindigkeiten vektoriell addieren. (5 Punkse)

Das Raumschiff soll sich nach der Begegnung auf einer Parabelbahn befinden:
e =1, also £ = 0. Wir kénnen wieder den Energiesatz verwenden:

2
Gms 2 2
12 __ _ —— _ =
" T kR (2 Vk+&> Gmﬂ<0 kR)

Wir kiirzen Gmg/kR und ziehen die Wurzel:

22 =va o L _v1
k+1 VE+1
1
- k== 1=(V24+1)? - 1=2(1+V2) ~ 4.82

(V2-1y

(4 Punkte)



3. Erzwungene Schwingung mit Reibung (23 Punkte)

(a)

(b)

Skizze:

f(t)

to t
(2 Punkte)

Fiir ¢ < 0 und ¢ > t; verschwindet die rechte Seite, es ist also eine homogene
Differentialgleichung. Ansatz: x(t) = e*

0=7%+wi+w?s= ()\2+w)\+w2) e
— 0=\ +wl+w?

w w? w
N S Y S A Y
A 5 v 2( iV/3)

Nach der Eulerschen Formel ist das

3 3
M = 72 (cos gwt + isin th)

Realteil und Imaginérteil sind jeweils eine Losung; die allgemeine Losung ist eine
Linearkombination

V3

3
x(t) = Ae "2 cos gwt + Be “"?gin th

mit unbestimmten Konstanten A und B. (5 Punkte)

Fiir 0 < t < tq ist die rechte Seite nicht Null; wir miissen zunéchst eine Parti-
kuldrlésung der Gleichung

i+ wi +wlr = at
suchen. Ein Ansatz vom Typ der rechten Seite ist:
z(t) =bt + ¢
Einsetzen liefert
0 + wb + w?(bt + ¢) = at

also durch Koeffizientenvergleich



Die allgemeine Lésung ist die Summe aus dieser partikuldren Losung und der
allgemeinen Losung der homogenen Gleichung, d.h.
3 3
z(t) = Ae™Y? cos gwt + Be™“!/? sin gwt + %(wt - 1)
w
(4 Punkte)

(d) Man muf der partikuliren Losung
a
z(t) = E(Wt —1)0(t)0(to — t)

fiir ¢ > 0 und ¢t > t; jeweils eine geddmpfte Schwingung so iiberlagern, daf die
Kurve glatt anschlief3t: (4 Punkte)

A

z(t)

v

(e) Fiir 0 <t < tg:

V3 V3

z(t) = Ae Y% cos th + Be "% sin th + % (wt —1)

i(t) = <—£A + ﬁw3> oS ﬁwt + (—ﬁwA - EB) sin ?wt + 2

2 2 2 2 2 w?

Fiir ¢t < 0 ist 2(¢) = 0; wenn die Funktion stetig und differenzierbar sein soll, muf}
x(0) = £(0) = 0 sein. Das heifit:

. w V3 a
0=2z(0)=A4A—- — und O:x(O):—§A+7wB+E

also A = 4 undB:—Li

e V3w

Damit ist die Losung fiir 0 < ¢ < tq:

3 1 3
x(t) = L et { cos £cut — —sin £u;t +wt—1
w3 2 V3 2

(6 Punkte)

(f) Wenn z(t) bei t = 0 einen Knick hitte, hétte & dort einen Sprung. Dann wiren i
und damit f(¢) an dieser Stelle proportional zur §-Funktion 6(¢). (2 Punkte)



