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hl�age1. Zentralkraft: Harmonis
her Oszillator (32 Punkte)(a) S
hwerpunkt: (3 Punkte)R = m1r1 +m2r2m1 +m2 = 13r1 + 23r2Bewegungsglei
hung:(m1 +m2) �R = 3m �R = 0 oder �R = 0(b) Reduzierte Masse: (3 Punkte)� = m1m2m1 +m2 = 23mBewegungsglei
hung: ��r = 23m�r = F(r) mit F(r) = �kr(
) (4 Punkte)(i) Parametrisierung: r(t) = (1; 1; 0)tdr = (1; 1; 0) dt ! W = � Z dr � F(r) = k Z dr � r = k Z 10 2t dt = k(ii) Das Integral ist Null, aus zwei Gr�unden: (a) �uberall ist F ? dr; (b) dasKraftfeld ist konservativ (aus einem Potential ableitbar), daher vers
hwindetdas Integral �uber einen ges
hlossenen Weg.(d) U(r) = k2r2, damit ist F = �rU . (2 Punkte)(e) Der Drehimpuls ist erhalten (Zentralkraft). Weil der Drehimpuls orthogonal auf rund _r steht, liegen diese Vektoren und damit die gesamte Bahnkurve in der Ebeneorthogonal zu L. Das das System isotrop ist, k�onnen wir ein Inertialsystem w�ahlen,so da� das die xy-Ebene ist. (4 Punkte)(f) (4 Punkte)E = �2 ( _r2 + r2 _�2) + k2r2 und Lz = �r2 _�



(g) Einsetzen von Lz in die Glei
hung f�ur E ergibt (2 Punkte)E = �2 � _r2 + L2z�2r2�+ k2r2oder _r2 = 2E� � k�r2 � L2z�2r2(h) Multipliziere die DGL mit 4r2:4r2 _r2 = 4�2E� r2 � k�r4 � L2z�2�Substitution: r(t)2 = a+ b�(t) ! 2r _r = b _�Einsetzen:b2 _�2 = 4�2E� (a+ b�)� k�(a2 + 2ab� + b2�2)� L2z�2�= 4 ��2E� a� k�a2 � L2z�2� + �2E� b� 2k� ab� �� k�b2�2�d.h. _�2 = 4k� ��2Ek a� a2 � L2zk�� 1b2 + 2b �Ek � a� �� �2�Verglei
h mit _�2 = 4!2(1� �2) ergibt:! =pk=� und a = E=ksowie na
h Einsetzen von ab2 = E2k2 � L2zk� oder b = Eks1� k� L2zE2 = Eks1� �!LzE �2 (6 Punkte)(i) d�dt = 2!p1� �2 ! Z d�p1� �2 = 2! Z dt! ar
sin � = 2!(t� t0) ! �(t) = sin 2!(t� t0)Einsetzen f�ur r(t):r(t) =pa + b�(t) =rEk 0�1 +s1� �!LzE �2 sin 2!(t� t0)1A1=2 (4 Punkte)



2. Raum
ug (25 Punkte)(a) Ellipsenglei
hung f�ur � = �0 (Perihel) und � = �0 + � (Aphel):p1 + � = R und p1� � = kRDivision: 1 + �1� � = k ! 1 + � = k � k� ! � = k � 1k + 1! p = R(1 + �) = 2kk + 1R (4 Punkte)(b) 3. Keplers
hes Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten si
h wie die Ku-ben der gro�en Halba
hsen. Umlaufzeiten: 1 a f�ur die Erde und T f�ur das Raum-s
hi�; Gro�e Halba
hsen: R f�ur die Erde undp1� �2 = 1p � p1� ��� p1 + �� = k + 12kR (kR)R = k + 12 Rf�ur das Raums
hi�. Also:T 2(1 a)2 = �k + 12 R�3 1R3 ! T = �k + 12 �3=2 aDie Flugdauer ist T=2 = 2�5=2(k + 1)3=2. (4 Punkte)(
) Energiesatz mit U(r) = �GmmS=r und E = �GmmS(1� �2)=2p:E = mv22 + U(r) ! Em = 12v2 + U(r)m ! v2 = 2Em � 2U(r)md.h. konkretv2 = �GmS �1� �2p � 2kR� = �GmS � 2(k + 1)R � 2kR� = 2GmSk(k + 1)R(4 Punkte)(d) Die Ges
hwindigkeit des Planeten auf einer Kreisbahn bere
hnet si
h ebenso, wobei� = 0 und p = kR ist: v2P = �GmS � 1kR � 2kR� = GmSkRIm Ruhesystem des Planeten hat das Raums
hi� also die Ges
hwindigkeitv̂ = v � vP =rGmSkR  r 2k + 1 � 1!Diese Ges
hwindigkeit ist negativ, d.h. der Planet holt das Raums
hi� auf seinerBahn ein. (4 Punkte)



(e) Im S
hwerefeld des Planeten hat das Raums
hi� eine ni
htvers
hwindende asym-ptotis
he Ges
hwindigkeit, be�ndet si
h also auf einer Hyperbelbahn. Auf einersol
hen Bahn wird das Raums
hi� in eine andere Ri
htung zur�u
kges
hleudert; imExtremfall (sehr nahe Begegnung) praktis
h in die Ri
htung, aus der es gekommenist. Na
h der Begegnung hat das Raums
hi� im Ruhesystem des Planeten damitdie Ges
hwindigkeit v̂0 = �v̂d.h. im urspr�ungli
hen Bezugssystemv0 = v̂0 + vP = 2vP � v =rGmSkR  2�r 2k + 1!Weil v̂ negativ war, ist v̂0 positiv, die Ges
hwindigkeit na
h der Begegnung v0 alsogr�o�er als die des Planeten. Bei Austritt in einer anderen Ri
htung ist v0 ni
ht sogro�, weil si
h die Ges
hwindigkeiten vektoriell addieren. (5 Punkte)(f) Das Raums
hi� soll si
h na
h der Begegnung auf einer Parabelbahn be�nden:� = 1, also E = 0. Wir k�onnen wieder den Energiesatz verwenden:v02 = GmSkR  2�r 2k + 1!2 = �GmS �0� 2kR�Wir k�urzen GmS=kR und ziehen die Wurzel:2�r 2k + 1 = p2 ! 1pk + 1 = p2� 1! k = 1(p2� 1)2 � 1 = (p2 + 1)2 � 1 = 2(1 +p2) � 4:82 (4 Punkte)



3. Erzwungene S
hwingung mit Reibung (23 Punkte)(a) Skizze:
tt0

f(t)
(2 Punkte)(b) F�ur t < 0 und t > t0 vers
hwindet die re
hte Seite, es ist also eine homogeneDi�erentialglei
hung. Ansatz: x(t) = e�t0 = �x + ! _x+ !2x = ��2 + !�+ !2� e�t! 0 = �2 + !�+ !2! � = �!2 �r!24 � !2 = !2 (�1� ip3)Na
h der Eulers
hen Formel ist dase�t = e�!t=2(
os p32 !t+ i sin p32 !t)Realteil und Imagin�arteil sind jeweils eine L�osung; die allgemeine L�osung ist eineLinearkombinationx(t) = Ae�!t=2 
os p32 !t+Be�!t=2 sin p32 !tmit unbestimmten Konstanten A und B. (5 Punkte)(
) F�ur 0 < t < t0 ist die re
hte Seite ni
ht Null; wir m�ussen zun�a
hst eine Parti-kul�arl�osung der Glei
hung �x + ! _x+ !2x = atsu
hen. Ein Ansatz vom Typ der re
hten Seite ist:x(t) = bt + 
Einsetzen liefert 0 + !b+ !2(bt+ 
) = atalso dur
h KoeÆzientenverglei
hb = a!2 und 
 = � b! = � a!3



Die allgemeine L�osung ist die Summe aus dieser partikul�aren L�osung und derallgemeinen L�osung der homogenen Glei
hung, d.h.x(t) = Ae�!t=2 
os p32 !t+Be�!t=2 sin p32 !t+ a!3 (!t� 1) (4 Punkte)(d) Man mu� der partikul�aren L�osungx(t) = a!3 (!t� 1) �(t) �(t0 � t)f�ur t > 0 und t > t0 jeweils eine ged�ampfte S
hwingung so �uberlagern, da� dieKurve glatt ans
hlie�t: (4 Punkte)

tt0
x(t)

(e) F�ur 0 < t < t0:x(t) = Ae�!t=2 
os p32 !t+Be�!t=2 sin p32 !t+ a!3 (!t� 1)_x(t) =  �!2A+ p32 !B! 
os p32 !t+ �p32 !A� !2B! sin p32 !t+ a!2F�ur t < 0 ist x(t) � 0; wenn die Funktion stetig und di�erenzierbar sein soll, mu�x(0) = _x(0) = 0 sein. Das hei�t:0 = x(0) = A� a!3 und 0 = _x(0) = �!2A + p32 !B + a!2also A = a!3 und B = � 1p3 a!3 .Damit ist die L�osung f�ur 0 < t < t0:x(t) = a!3 "e�!t=2 
os p32 !t� 1p3 sin p32 !t!+ !t� 1# (6 Punkte)(f) Wenn x(t) bei t = 0 einen Kni
k h�atte, h�atte _x dort einen Sprung. Dann w�aren �xund damit f(t) an dieser Stelle proportional zur Æ-Funktion Æ(t). (2 Punkte)


