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Aufgabe 1
a.)

Gegeben ist die Kraft ﬁ(i") = €Y% + €yxz + €.xy. Wir berechnen die Rotation von F:

L Oy Yz Oy (zy) — 0.(x2) r—x
rot F=VxF= [0, | x|xz]| =[0.(yz) —0(zy) | = |y—y :
0. xy O0x(x2) — 0y (y2) z—z
DaVxEF=ag gilt, ist F konservativ.
Somit existiert ein skalares Potential U, so dass F = —VU ist:
B B 0, U —yz
F=-VU=—-|0,U | =|—-2=2
0, U —xy
Durch Integration der ersten Komponente nach x ergibt sich U = —yzx + Fi(y, z). Man muss bei der Integration

also eine Funktion hinzufiigen, die nicht von z, sondern nur von y und z abhéngt. Diese Funktion f&llt ndmlich
bei der partiellen Differentiation nach z wieder weg. Integrieren wir nun die zweite Komponente, so folgt analog
U = —zzy+ Fy(z, z), mit dem Unterschied, dass wir nun eine Funktion, die nicht von y abhéngt, hinzufiigen. Das
Potential muss natiirlich fiir beide Félle gleich sein und damit ergibt sich Fj(y,z) = Fs(z, z). Dies ist nur dann
erfiillbar, wenn F; und F; nur von z abhiingen; wir bezeichnen die neue Funktion als G1(z). Bei der Integration
der dritten Komponente folgt U = —xyz + F3(x,y). Durch Vergleich der zweiten und dritten Beziehung fiir U
ergibt sich Fy(x,z) = F3(x,y) und analog zu vorher Fh(z,z) = F3(x,y) = Gz2(x). Nun muss natiirlich noch
G1(z) = Ga(x) sein, was nur funktioniert, wenn G1(z) = C' = Gz(x), wobei C' eine Konstante ist, die weder von
2 noch von y oder z abhéngt. Also gilt:

b.)

Wir gehen aus von der Kraft F= Y€y — x€y. Fir die Einheitsvektoren €, und €, der Zylinderkoordinaten gilt in
Abhingigkeit der kartesischen Einheitsvektoren €, und €y, also der kartesischen Basis:

€, = € cosQ + €y sinp
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€p = —€x SN Y + €, COS P
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Auflerdem gilt in Zylinderkoordinaten x = r cos ¢, y = rsin ¢ und damit:

—

F = ye, — x€y = rsin pe,; — cos pey = —reé,

Fiir einen Kreis, dessen Mittelpunkt der Ursprung des Koordinatensystems ist, gilt di* = r dpé,,. Der Einheitskreis
ist der spezielle Kreis mit Radius eins, also folgt fiir diesen dr’ = dy €,,. Wir kénnen auf diese Weise das Wegintegral
berechnen:

2 27

I= /ﬁdf’z /rd(pézp (—ré,) = —/r2 dp = —2mr2 "= [or
0 0

Zur Berechnung des Fliachenintegrals ben6tigen wir:

VxF=|9,|x|-z]=1|0 :
0. 0 -2

Damit ergibt sich weiter:

/dA o (Vx F) = /dA(—QéZ) (8 = —240 = 212 "= [Zor
Ao Ao

c.)

Wir betrachten folgenden Vorgang:
U1

o— ®
Da es sich um einen zentralen Stof handelt, findet der Prozess in einer Dimension statt. Auerdem gilt v/ < v].
Der Stof ist auflerdem elastisch, womit sowohl Impulserhaltung als auch Energieerhaltung gilt:

% Impulserhaltung: vi = vf +vf (1)
% Energieerhaltung:

m .2 m 2 m g2 9 2 2
Evi ZE’U{ +§U2f <] :vlf —&—vg (2)

Durch Quadrieren von Gleichung (1) und Vergleich mit Gleichung (2) ergibt sich vfv] = 0. Es ist also entweder
v{ =0 und vg =i oder vg =0 und flf =i Da v{ < vg ist, ergibt sich:

v{ =0 und vg = 1 Punkt

d.)

mi

M
Da der Stof} total inelastisch verlduft, trennen sich die beiden Kérper nach dem Stofiprozess nicht mehr voneinan-

der. Es entsteht ein Korper der Masse M = my + mso. Bei einem inelastischen Stofl gilt nur Impulserhaltung,
aber keine Energieerhaltung. Wir werten die Impulserhaltung fiir die z- und y-Richtung aus:



s x-Richtung:
myv; = Mvcos9 = mivi = M*v? cos® 9
%* y-Richtung:

mavy = Musind = mivs = M?v?sin® 1

Wir formen die erste Gleichung mit cos? ¥ = 1 — sin? ¢ um und setzen die zweite Gleichung ein:

miv? = M*v? - cos? 9 = M*v? - (1 —sin®9¥) = M*0?* — M?v? sin? 9 = M%0? — m3

Wir 16sen nach v? auf:

o _ e+ miu} W T 33
V"= —mM—mM— = = - - - 24 4

J\l2 mi + mo
Aufgabe 2

a.)

Wir gehen aus von der Differentialgleichung des harmonischen Oszillators:

F42yi 4wl = f(t) = / (21—: exp(iwt) f(w)

Wir schreiben hierbei die duflere Kraft f(¢) als FOURIER-Riicktransformierte von f(w) und z(t) als Riicktransfor-

mierte von Z(w):

z(t) = / ;—:exp(iwt)i(w)

Damit geht unsere Differentialgleichung tiber in:

(—w? + 2w + W T (W) = flw)

Diese Gleichung ldsst sich nun nach z(w) auflosen:

fw)
(wd — w?) + 2w

T(w) =

?E:}’; ‘ hat die Form einer Resonanzkurve:

X W w



b.)

Als erstes miissen wir die FOURIER-Transformierte der duflerem Kraft f(¢) = f cos(wit) ausrechnen:

fw) =7 [$w = wn) + 5w+ w)]

Dann erhalten wir damit x(¢) durch FOURIER-Riicktransformation von z(w):

a(t)

/g—: exp(iwt)f(w) [(wg _ w2) + Qipyw]ﬂ _

f exp(iwyt) exp(—iwit)

T2 L}g — wi 4 2iyw, * wi — w? — 2iyw - 1 Punkt

/ [
| (W —wi)? + 492

wh — wi) cos(wit) + 2wy sin(wt)]

Aufgabe 3 |12 Punkte|

a.)

Mit der Relativkoordinate 7 = 7} — 75 schreiben wir die Kraft als:

- 7
F(r) = —ag=ag

Das zugehorige Potential lautet:

1la
272

U(r) = denn F' = —VU

Als effektives Potential folgt damit:

L? a c . 1/ L?
Ueﬁ(T)=2ur2—2r2:T2mltCZ2<—a>

b.)

Das effektive Potential ist eine Funktion proportional zu %2, sieht also folgendermaflen aus:

A
Ueﬁ (7‘)

»
Ty r

Es ist L > 0 und £ > 0. Energieerhaltung verbietet, dass E < Ucg(r) ist. Deswegen kann r nie kleiner als

werden, womit die Teilchen nie zusammenstofien. 1 Punkt

Wir erhalten r, aus:

Ueg(re) = B | =1/




c.)

Die Gesamtenergie E ergibt sich aus der kinetischen Energie und dem effektiven Potential:

1
E= 5’“;2 + Ueyr

Wir lésen nach 7 auf und erhalten:

== (3) -l

Dabei handelt es sich um eine Differentialgleichung 1.Ordnung fiir (¢) die wir durch Trennung der Veréinderlichen

und anschliefende Integration losen:

Jo==(5) [ g

Mit dem angegebenen Integral ergibt sich hieraus:
1 R
t—t, =+ (H) 2 VriE—c
2 E
Wir 16sen schliefflich nach r(t) auf:

2F c .
r(t) = \/7@ — )2 4 5 mit () =

:7"*

&=l o

t. ist also die Zeit der kleinsten Annédherung.

d.)
Wir gehen aus vom erhaltenen Drehimpuls:
d L
L=pwlp=¢=Li=—
dr ur?

Wir erhalten damit:

=

d 2u): 1
é = %r% = i%r (T2E— 0)2

Auch hier handelt es sich analog zur vorher um eine Differentialgleichung 1.Ordnung, dieses mal aber fiir die

Bahnkurve (). Durch Trennung der Verdnderlichen und Integration erhalten wir wieder:

Nl

/d@ﬂ:@i) /d?ﬁr[?ﬂQElc]é

+ L arccos ( ¢ 1)
— % = - ar —_ =
T T 2ue VE r

c 1
r(p) = B e b
o 521]
Es gilt
c
T(px) = E

womit ¢, der Winkel der kleinsten Annéherung ist.



Aufgabe 4
a.)

V1, > 0 Vo, < 0
® ®
mq mo

Die Schwerpunktmasse ist die Gesamtmasse des Systems, also M = m,+msq. Damit ergibt sich die Geschwindigkeit

des Schwerpunkts:

1
V= i (m1v1q + Mavaq)

V ist die Geschwindigkeit des Massenmittelpunkts. Die zugehorige GALILEI-Transformation ins Schwerpunktsy-

stem lautet:

V5, = vjq — V fiir j =1, 2

Im Schwerpunktsystem ist die kinetische Energie jedes einzelnen Teilchens erhalten; es gilt also fiir die Endge-

b.)
schwindigkeiten:
v;e = —v;a firj=1,2

Die Geschwindigkeiten v;-e sind negativ, weil die Teilchen zuriickprallen.

c.)

Durch Riicktransformation ergibt sich:

Setzen wir nun noch den obigen Ausdruck fiir V' explizit ein, so erhalten wir das Ergebnis:

M1V + MavV2e \ | M1V1a + M2(2024 — V1a)
Vie = Vla 2 -
mi + mo mi + mso
B M1V + Mavae \ | MaV2q +M1(2014 — V2q)
V2e = —U2q + 2 —
mi1 + mo mi + ms
Aufgabe 5 (Bonusaufgabe)
A
1
— L =N V!
B ~~~_\ih
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5 Zusatzpunkte




a.)

Es wirkt keine Kraft in ¢-Richtung, womit L, erhalten ist.

oder:

Die Gewichtskraft gibt kein Drehmoment in z-Richtung, womit L, erhalten ist.

[Genauere Begriindung (war nicht gefordert): L=7xF =R@E xF ); die Kraft setzt sich zusammen aus
F= —mge, — F,,€,, wobei —F, die Kraft ist, welche der Zentrifugalkraft entgegenwirkt und diese ausbalanciert.
Die letztere trigt nicht zu €, x F bei, und die Gewichtskraft gibt keinen Beitrag zum Drehmoment in z-Richtung:
es gilt L = —mgRe,, und da €,€. = 0 folgt L.=0]
Damit ergibt sich:

L = muy,,Rsindy = mv,Rsin?

L

gy, Sindy

Vyp = - =
? " mRsind

sin

[Genauere Herleitung von L, (war nicht gefordert):
L = mi x ¥ = mRé, x (v9€y + Vp€y) = MR(vy€, — V,Ey)

und mit €,€, = 0, éye., = —sinf ergibt sich L, = mRv,, sin?.]

b.)

Die gesamte Energie ergibt sich wieder aus kinetischer und potentieller Energie:

2

1
E = Qm%

2

1
, —mgRcostdg =| sm (vi + vg) — mgR cosV

Wir l6sen das ganze nach vy auf:

vy =+ [v20 — v?p + 2gR (cos ¥ — cos )]

©

Nun ersetzen wir noch v, durch die Beziehung aus Teilaufgabe a.):

=

$o

vy =+ [v2

(1_

sin? g
sin? 9

) + 2gR (cos ) — cos )

1
2

c.)

Die Extremwerte der Winkel ergeben sich aus der Bedingung vy = 0.

02 (sin2 9 — sin? 190) 4+ 2gR (cos ) — cos ) sin® ¥ = 0

$o

sin? ¥ [vio +2gR (cos) — cosdy)] = v’

©

o SiIl2 190

Die Gleichung wird erfiillt durch 97 = ¥Jy. Dies ist der minimale Winkel fiir ¥, da die Anfangsbedingung sofort zu

einem Anstieg in ¢ fithrt. (Es gibt noch eine zweite Losung 0o, die das Maximum fiir ¢ darstellt.)



