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Aufgabe 1 4 Punkte

Wir suchen die Reihenentwicklung der Funktion g(x) = arctan(z). Dazu gehen wir aus von:
9(z) = ap + a1z + azx® + azz® + ... = Z anz"” 1 Punkt
n=0

Durch Differentiation nach x ergibt sich:

g‘(2) = a1 + 2a2x + 3azz? + ... = Z ant1(n+ 1)z" 1 Punkt
n=0
Die Ableitung von g(x) = arctan(z) ist g‘(z) = H%’ was sich mittels der geometrischen Reihe auch schreiben
lasst als:
1 o0
1_|_72:1_372+$4—x6+,..22(—1)"1‘2” 1 Punkt
x
n=0
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dann:
0 1 0 L 0 L
ap=0,a1=1,a2=0,a3=—=,a1=0,a5 = —, ...
0 s U1 s 2 s U3 37 4 y U5 5,

Allgemein gilt damit (2n + 1)ag,4+1 = (—1)" und damit:

aoni1 = 27171_’_1(—1)" und ag, =0
g(m):arctarl(x):x—%3+%5—x—77+...
Aufgabe 2 10 Punkte 4+ 5 Zusatzpunkte

a.)

Fiir die Kraft auf das Teilchen gilt laut Aufgabenstellung:

d
F=mS = Fy — cv mit Fy <0
dt
Hat das Teilchen die Endgeschwindigkeit erreicht, so bewegt es sich kréftefrei, sonst wiirde sich die Geschwin-
digkeit ja weiterhin &ndern. Mit F' = 0 erhalten wir also v, = % 1 Punkt
b.)
Die Funktion v(t) erhalten wir durch Losen der angegebenen Differentialgleichung:
d 1 e — .
Y —(Fo—cv)zv Y it 7 = =

E:m T C



t
1 1 t
/dv' /:,/d#:, 1 Punkt
Ve — U
0

e — t t
—ln<v v> =—=|v(t) =ve+ (vo — V) - €xp (—) 1 Punkt
T

Ve — Vo

c.)

Durch Integration von v(t) ergibt sich sofort z(t):

t

() = /v(t') At = vt — (g — v2) - [exp (-i) - 1}

0

d.)

Wir betrachten nun die Grenzfille von z(t) fiir ¢ — 0 und ¢ — oo:

Ot 0:

Hier kénnen wir die Exponentialfunktion entwickeln und erhalten:

t t2 t
x(t):vet—T(vo—ve)-(1_+O( >—1>Nvet+7(vo—ve)~: vot 1 Punkt
T T

T2

O t— oo

Fiir grole Werte von ¢ geht die Exponentialfunktion mit dem negativen Exponenten gegen Null:

z(t) vt — T(vg —ve) - (1) =

Vet + 7(vg — ve)
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Mit Fy > 0 und v, > 0 folgt:
A
v(t)
Ve
»
tm ty
Vo
s} .
tm ty

Loy, -+

g.)

5 Zusatzpunkte ‘

Wir berechnen nun noch t,, und z,,. Am Umkehrpunkt muss natiirlich die Geschwindigkeit verschwinden, also

v(tm) = 0 gelten. Hieraus ergibt sich:

tm
Ve = (Ve — Vg) - €XD (—)
pu

tm erhalten wir durch Logarithmieren:

tp = 71n (1 - ”0> —7In <1+ [vo
Ve Ve

)

Zm ergibt sich durch Einsetzen von t,,, in x(t):

Tyn = Vet + TV + (Vg — Ve) =T - |:U0+’Ue~1n<1+

T =T {ve -ln (1 + |UO|> — |v0|}
Ve

[vol

Ve

)



Des weiteren berechnen wir ¢y aus der Bedingung z(¢s) = 0:

vets = 7(vo — ve) - [exp (’f) - 1]

t Vel Vel
(vo—ve)-exp<—7f) :eTf+(vo—ve):>v(tf):ve+eTf+vo—ve

Damit erhalten wir schliellich:

t 4
’U(tf):’l)o+ve‘7f:’t}e~—ff

=3
o

1 Punkt

t
Da v(t) = ve — (Jvg| + ve) - exp (—) < v, fiir alle ¢ und v(ty) > 0 (da ¢ty > t,, und v(t,) = 0), folgt ve >
T
v(ty) = vo + ve - %f > 0. 1 Punkt
;. Vet vl >ty > vol -
Ve Ve
Aufgabe 3 4 Punkte

a.)

Die Bewegungsgleichung des Meteoriten im Schwerefeld der Erde lautet:

Mm
r2

mi = -G 1 Punkt
Daraus erhalten wir durch Integration den Energieerhaltungssatz fiir dieses spezielle Problem. Da es sich um
eine Differentialgleichung handelt, in der nur die zweite Ableitung #(¢) und die Funktion r(t) selbst auftau-
chen, kann diese Integration folgendermaflen bewerkstelligt werden. Wir mulitplizieren zuerst beide Seiten der
Gleichung mit 7

Mm |

mir-r=—-G T
r2

Nun kann die Integration nach der Zeit ¢ ausgefiihrt werden, wobei die Gesamtenergie E (Integrationskonstan-
te!) laut Aufgabenstellung gleich Null gesetzt wird:

M gMm

,
b.)
Wir 16sen obige Gleichung nach 7 auf und erhalten:
. 2GM
F=—

r

Durch Trennung der Verédnderlichen und anschliefende Integration ist es moglich, diese Differentialgleichung
erster Ordnung zu losen:

r t
/ dr’' Vr' = —V2GM / dt’ 1 Punkt
0

To

2
2 3 33 3
3 (r% - ré) = —V2GMt =|r(t) = (rog - 2\/2GMt) 1 Punkt




Aufgabe 4
a.)

Wenn r der Ort des Teilchens ist, hingt die Kraft nur von der Masse ab, die sich innerhalb der Kugel mit dem
Radius r befindet. Diese Masse kénnen wir folgendermaflen ausrechen:

M) = 0 V(1) = o - amrt = M- ()

4, _p3
3R

So folgt die Bewegungsgleichung;:

.. M _
ma + me =0

Diese Gleichung ist von der Form der Differentialgleichung des harmonischen Oszillators. Vergleichen wir die
allgemeine Oszillatorgleichung i (t) +w2z(#) = 0 mit der obigen, so ergibt sich die Resonanzfrequenz und damit

x(t):

M
x(t) = Rcos(wpt) mit wg = %

Dabei wurde beachtet, dass der Stein bei 2(0) = R startet (Anfangsbedingung!).
A
a(t)

R-\
0 »

b.)

Wir gehen hier aus von der Differentialgleichung des harmonischen Oszillators mit Dampfung (Kriechfall), da
nach Aufgabenstellung v > wy ist:

&+ 2yi +wixr = 0 mit v > wp 1 Punkt

Die allgemeine Losung lautet:

z(t) = exp(—7t)(Cy exp(t) + C exp(—Nt)) mit @ = 1/7% — w? und

1 vo + yx 1 vo +yx
CIZQ(WLM)?CFQ(%_W)
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Aus vg = 0 und xg = R ergibt sich:

A=) ma-20-3)

x(t) = exp(—7t)xg - [cosh(ﬂt) + %sinh(ﬂt)}

Es gilt aulerdem hm x(t) = 0; der Stein fillt also bis zum Erdmittelpunkt.

t—o00

Aufgabe 5
a.)

Die GREENsche Funktion fiir die Differentialgleichung

lautet wie folgt:

G(z) = Bexp(—b|z|) = B [¥(—z) exp(bx) + V¥(z) exp(—bx)]

Es sind jetzt noch die Konstanten B und b zu bestimmen. Dazu differenzieren wir G(z) einmal nach z, wobei
wir beachten, dass die Ableitung der HEAVISIDE-Funktion 6(z) die §-Funktion d(z) ist:

d
dx

£ G(x) = B[-8(x) - [exp(be) — exp(—b)] + b - (§(—a) exp(be) — V() exp(~ba))

Wir nutzen aus, dass §(z — o) f(z) = 6(x — zg) f (zo) ist, wodurch der erste Summand verschwindet:

5(z) - [exp(bx) — exp(=bz)] = &(z) - [exp(0) — exp(=0)] = 0

Durch nochmaliges Ableiten nach x ergibt sich:

dx?
= —2Bbé(x) + b*G(z)

Aus

((f; - )\2) G(z) = §()

2
—G(z) = Bb(—d(x) - (exp(bz) + exp(—bx)) + b[¥(—x) exp(bx) + V() exp(—ba)]) =

ergibt sich —2Bbd(x) + (b®> — A\2)G(x) = §(x) und durch Koeffizientenvergleich folgt:

1 -
b= Aund B = —— undG(m):_w

2\

b.)

Da wir jetzt die GREENsche Funktion fiir diese spezielle Differentialgleichung mit o(x) =
wir die inhomogene Lésung fiir o(z) = gof(z + a)f(a — x) berechnen durch das bekannte Faltungsintegral:

1
<p(m)=/dex—x x') = /da: exp(—(x — 2'))\) = 5())\ 1P
= 29;)2 exp(—z) - [exp(Aa) — exp(—Aa)] | = ig exp(—z) sinh(Aa)

d(z) haben, kénnen



