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Klassische Theoretische Physik I
V: Prof. Dr. D. Zeppenfeld, U: Dr. S. Gieseke

Priifung Nr. 1 — Losungsvorschlige

Aufgabe 1: Senkrechtkomponente [8]

Gegeben sind die Vektoren @ = (1,2,3) und b = (3, 1,2). Berechnen Sie die Komponente @
von 4, die auf b senkrecht steht.

Losung: d=d)+d_,d) bekommen wir durch Projektion auf b, d = G Damit ist
1 3
1 21 1 3 19
- L. L L d-by 3 2 11 1 (.
aLza—aH=a—_,—2b= 2 —m 1 = 2 _ﬁ 1 :ﬁ 17
b 3 2 3 2 20
Aufgabe 2: e-Tensor [6]

Gegeben sind die Vektoren @ = (4,1,1) und b = (2,1,5). Die Komponenten c; des Vektors

¢ sind durch
3

Cx = Z €ijk (aibj + a]-bi)
i=1

gegeben. Berechnen Sie C.

Lésung: Verschiendene Losungsmoglichkeiten von sehr verschiedenem Rechenaufwand.
e Beobachten: symmetrischer Tensor x antisymmetrischer Tensor = 0.

e In Kreuzprodukte iibersetzen:
C=dxb+bxi=axb-dxb=0.

e Zahlen einsetzen ...

(b.w.)
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Aufgabe 3: Drehmatrix [8]

Handelt es sich bei der Matrix
-1 0 2
A=|-1 0 1
1 -1 2

um eine Drehmatrix? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung: Falls Drehmatrix, dann A orthogonal und det A = +1. Aber A nicht orthogonal,
z.B. weil Skalarprodukt der ersten beiden Zeilen = 3 # 0 oder der ersten beiden Spalten
= —1 # 0. Fir alle Kombinationen kann man auch berechnen

AAT = # Einheitsmatrix.

W W Q1
_ N W
N = W

A ist also nicht orthogonal und kann damit keine Drehmatrix sein. det A = 1 gilt tibrigens.

Aufgabe 4: Bewegung im Zentralpotential [12]

Ein Teilchen der Masse m bewegt sich im Zentralpotential

3
r
V(r) =€ - .
0=<(3)
Die Bahn hat den minimalen Radius 7min = p/2. Das Teilchen hat die Gesamtenergie E =
17¢/8.

(a) Welchen Betrag hat der Drehimpuls des Teilchens?

(b) Zur Zeit t = 0 befinde sich das Teilchen am Punkt (7min, 0,0). In Zylinderkoordinaten
148t sich die Geschwindigkeit als & = v,# + v4¢ schreiben. Bestimmen Sie die Ge-
schwindigkeit des Teilchens bei t = 0.

Losung:

(@) Am Umkehrpunkt, also bei rpin, steckt keine kinetische Energie in der radialen Bewe-
gung, damit steckt die gesamte Energie im effektiven Potential:

3 2
Tmi L

E=€ mln)
( o +2mr2

min

Einsetzen von E = 17¢/8 und rmin = p/2 ergibt L = py/me.

(b) Am Umkehrpunkt verlduft die Bewegung senkrecht zu 7, also ist v, = 0. Damit ist die
gesamte Geschwindigkeit durch v, gegeben. Mit L = 7 x j = m7 x & bekommen wir
dann v, weil 7 L. 7 L L, also L = mrminv. Mit L aus (a) also v = py/me/(mp/2) =

2\/e/m.

(b.w.)
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Aufgabe 5: Kurve [8]

Eine Teilchen der Masse m bewegt sich auf der Kurve
7(t) = (Ut, at?,rq cos wt) .
Bestimmen Sie den Tangentialvektor 7 und den Drehimpulsvektor L zu beliebigen Zeiten ¢.

Lésung: Differenzieren,

d—’
i(t) = i (v, 2at, —wry sin wt) ,

dt

und Definition des Drehimpulses mit § = mv verwenden:

vt v —roat (wt sin wt + 2 cos wt)
L=Fxp=m at? X 2at = | 7v(cos wt+ wtsin wt)
1o cos wt —wrg sin wt vat?
Aufgabe 6: Differentialgleichung [12]

Bestimmen Sie die allgemeine Losung x(t) der Differentialgleichung

X+ 4x +5x =2t .

Lésung: Zundchst Losung der homogenenen Gleichung,
¥+4x+5x=0.

Standardansatz fiir homogene, lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten: x;, () =
e, eingesetzt in die homogene DGL gibt das charakteristische Polynom

4+da+5=0 = a=-2-41i.

Damit lautet die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
xp(t) = e 2 (Ae” + Be_it) , A,BeC

(die Linearkombination A cost 4 Bsint ist mit dem Ausdruck in der Klammer dquivalent).
Fur die spezielle Lésung machen wir den Ansatz x;(t) = Ct + D, den wir in die inhomogene
Gleichung einsetzen und erhalten

4C+5Ct+5D =2t = 5Ct=2t und 4C+5D =0.

Aus dem Koeffizientenvergleich bekommen wir also C = £ und D = —4 und damit die

allgemeine Losung
, , 2 8
X(t) = e_Zt (Aelt —+ Be_lt) + gt — g

der Differentialgleichung.
(b.w.)
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Aufgabe 7: Gradient [5]

Berechnen Sie den Gradienten des Feldes
(7)) = 2x%y%z + 3yz°> .
Lésung: Ausrechnen,

= o (0P 0 0\ 2 4.2 3 5.2 2 2
V(7)) = <6x'0y'az) = (4xy z, 4x“yz + 3z°, 2x°y —i—9yz) .

Aufgabe 8: Rotation [5]
Berechnen Sie die Rotation des Feldes

8§(7) = (x+yxz2) .
Lésung: Entweder ausrechnen,

= ., (0g, 0gy 0gx 0g: 0gy 0gx) _ o
VXg_(ay 0z" 0z 9dx’ O0x 0Oy =(0-0,0-0,1-1)=0

oder sehen, dass g ein Gradientenfeld ist:

womit die Rotation verschwindet.

Aufgabe 9: Linge einer Kurve [12]

Gegeben ist die durch t parametrisierte Kurve

2 14+ 1 1
7<t>:<£t3+2, T ,—t4+—>.

3 2 "4 5

Wie lautet die Bogenlange s(t)? Wie lang ist die Kurve zwischen t = 0 und ¢ = 2?

Lésung: Wir bendtigen zundchst den Geschwindigkeitsvektor

dr|?

5| = 2 2410 = 21422 +14) = P(1+ 12?2 = T(1)2.

% = (V22,1 8) =

Damit berechnen wir direkt die Lange der Kurve

t t 1 1
(4! ! ! 2 ! 42 —44
s(t)—/o 13(¢)| dt _/0 (1417 d = o8 + ot

und damit auch s(2) —s(0) = 6.
(b.w.)
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Aufgabe 10: Zylinderkoordinaten [4]
Wie lautet der Punkt ¥ = (3, —3, 1) in Zylinderkoordinaten (Zylinderachse in z-Richtung)?

Losung: X = (pcos ¢, psin ¢, z). Der Punkt liegt auf der Winkelhalbierenden des 4. Qua-
dranten mit dem Abstand p = /32 + (=3)2 = 3v2, ¢ = —n/4oder ¢ = 7m/4.z = 1

unverdndert. Man kann auch berechnen: tan¢ = -1 = ¢ = —n/4.



