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Aufgabe 1: Krifte

(a) Wir berechnen die Rotation: V x F = (0,0,a — a) = 0. Damit ist die Kraft konservativ. F ist keine
Zentralkraft, da sie sich nicht die Form F = oF besitzt.

(b) Fiir die potenzielle Energie muss gelten: g—g = —F, = —ay, %—U = —F, = —ax, und %—U = —F, = —b.
Y z
Man sieht dann einfach, dass U(x,y, z) = —azy — bz + ¢ die gesuchte potenzielle Energie ist (wobei ¢ eine

beliebige Konstante ist).

(c) Die Arbeit ist gegeben durch W = [ F . dF. Da F konservativ ist und iiber eine geschlossene Bahn
integriert wird, ist die geleistete Arbeit gleich 0.

Aufgabe 2: 1-dimensionaler elastischer Stofs

(a) Die Koordinate des Schwerpunkts ist ﬁ (myx1 + maxs), wobei M = my + ms die Gesamtmasse ist. Die
Geschwindigkeit des Schwerpunkts finden wir durch Ableiten nach t:

1
Vs = i (ma1v1; + mavgy;) .

Die zugehorige Galilei-Transformation in das Schwerpunktsystem lautet:

!/ !/
vy; = V1 — Vs und vy, = vg; — V.

(b) Aus der Impulserhaltung finden wir:
My 4 Mavy; = Miviy + Mmavy;.

Im Schwerpunktsystem gilt nun aber myvj; + movy; = 0, und daraus finden wir: vy, = —7v};, und

aufserdem v} ;= f%vi - Die Energie bleibt ebenfalls erhalten, also muss gelten:
ma(v;)? + ma(vh;)® = my(v])? + ma(vhy)?

Jetzt kénnen wir vy; und vy, aus dieser Gleichung eliminieren, und finden (v} f)2 = (v},)?. Analog erhalten
wir (vh f)2 = (vh;)?. Da die Teilchen laut Aufgabenstellung zuriickprallen, erhalten wir daraus

r / r ’
vip = —vy; und vy = —vy,;.

(¢) Durch Riicktransformation ergibt sich:

v1f = Uif—FVS:—U/M—FVS:—Uu-I-QVS,
Vof = Uéf—FVS:—Uéi-i-VS:—Ugi-‘rQVS.



Setzen wir den Ausdruck fiir Vg explizit ein, so erhalten wir das Ergebnis:

vy 42 (mlvli + m2U2i> myvi; + me (202 — v15)

Vi = = ;
my + ma myp + ma
D N QUL T +mav; | | Mava; + my (2u1; — va;)
of = —V2i = .
f my + mo my + me

Fiir m; > mo finden wir: viy = vy; und vap & 2v1; — v2;.

Aufgabe 3: Zentralkraft

(a) Mit dem Relativvektor 7# = 7 — 7% schreiben wir die Kraft als: F = —a
Potenzial lautet:

1‘ =

U('f‘):—ﬁ‘f'p

. , .
= —a%. Das zugehorige

denn dieses erfiillt die Bedingung F = —VU . Wir wihlen die Konstante D = 0, damit U(r — o0) = 0.

(b) Wir schreiben i = ré, in Zylinderkoordinaten. Fiir die Geschwindigkeit finden wir dann F= 7é, + r¢é¢

. . .. . 2 .
(mit é, = ¢éy, siche Ubungsblatt 11). Damit ergibt sich: (77) =72 4 r2¢p? =72 4 ﬁ , wobei wir den

erhaltenen Drehimpuls L = ur2¢ eingesetzt haben. Wir finden fiir die relative Energie:

L? L? a c
U = ey - =
2ur? (r)

1 ., .
E = —ur® + Ueg(r), mit Ueg(r) = Sur?  2E 2

2

(c) Das effektive Potential ist eine Funktion proportional zu 1/72.

Es gilt L > 0 und E > 0. Die Energieerhaltung verbietet, dass E < Ueg(r) ist. Deswegen kann r nie

kleiner als r,;, werden, weshalb die Teilchen nicht aufeinander stoffen. Wir erhalten r.,;, aus:

C
E= Ueﬁ(rmin) = Tmin = E

(d) Aus den Ausdriicken fiir die relative Energie folgt:

Ucﬁ‘) & dt =

\/ﬁ dr _fp rdr
2 VE-5 V2vE2—¢

Integration dieser Gleichung ergibt:

R = SN SR

Auflésen nach r(t) liefert:

r(t) = \/ 22t o) + 5

Aufgabe 4: Losung des getriebenen harmonischen Oszillators durch Fourier-Transformation



(a) Die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators lautet:

. . 2 T dw iwt §
prirafe=ft)= [ Sefw),

wobei wir die dukere Kraft f(t) als Fourier-Riicktransformierte von f(w) geschrieben haben. Machen wir
das Gleiche fiir z(t), so ergibt sich
0= Loz
x(t) = —e“' 7 (w).
oo 2m
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir dann
(—w2 + 2iy + w%) Ew) = flw),

und daraus

O P | C)
(wg — w?) + 2w
(b) Es gilt ‘i(“’) = L . Dieser Ausdruck hat die Form einer Resonanzkurve:

flwy| — \/(WQ—UJg)2+4’Y2W2

(c¢) Die Fourier-Transformierte der dufierem Kraft f(t) ist gegeben durch:

flw) =

+oo iwrt —iwit +o0 —i(w—wi)t —i(w+twi)t
e +e e +e
/ / =mfo[0(w—wi)+d(w—+wi)].

—iwt _
dte fo — s dt fo 2

Damit erhalten wir x(¢) durch Fourier-Riicktransformation von Z(w):
T dw | T dw | f
LL’(t) _ / ﬂelwti,(w) :/ ielwt . f(w) i
oo 2m oo 2w (w§ — w?) + 2w
@ /+00 dweiwt (S(W _2w1) + 5(("}—"_ wl)
2 J_ (w§ — w?) + 2w

B fO |: eiwlt e—iwlt
2 | (wd

- + -
2 —wi) + 2w (wE—w?) — 2iyw
Jo .
— " w2)2 e [(wg — w%) cos(wit) + 2ywy sm(wlt)] .
0 — Wi 1

(d) Zur Bestimmung der Green’schen Funktion betrachten wir f(t) = d(t), d.h. f(w) = 1. Die Green’sche
Funktion finden wir dann aus

+00 - +oo .
Gt) = / d—wei“tG(w):/ dwel‘”t !

27 21 (W2 —w?) 4 2w

— 00 — 00

_ /+00dw eiwt
T )L e w—w)

mit wy = £0Q + iy, und Q = /w? —~2. Mit der angegebenen Stammfunktion ergibt sich dann

—i0(t) 1 ; —iQt] -
G(t) — 50 [e Qt e lt] e vt

= H(t)é sin(Qt)e .




Aufgabe 5: Impuls- und Drehimpulserhaltung

(a) Der Gesamtimpuls ist: P = j; 4 pb. Damit finden wir: P = p, + p, = ﬁgw + ﬁf"t + F'QVYW + ﬁ;xt =0,
da FYW = —F)YW gilt, und die externen Krifte Null sind. Der Gesamtimpuls ist also erhalten.

Der Gesamtdrehimpuls ist: L = 7 X p1 4+ 7o X po = mqT] X U7 + maTs X U3. Damit erhalten wir:

I_: = Mt X U1 +mqr X 1'_1’1 + moUy X Uy + moTy X 1._}'2
= 0+ X Py + 047 x
7?1 Xﬁl\g]w-f—??gxﬁgw
= (T_'l—FQ)Xﬁl\g/W
— 0,

weil die Wechselwirkungskraft parallel zu 7} — 7% ist.

(b) Die Schwerpunktskoordinate ist R= ﬁ (m17 + maTs). Daraus folgt sofort: MR = my#) + maiy = P.
Die Relativkoordinate ist 77 = 7 —75. Wir kdnnen jetzt die Vektoren 7 und 75 mit Hilfe der Schwerpunkts-
und Relativkoordinate ausdriicken. Wir erhalten:

- 5, M2, -
m=R+—7, und =R —

M M

wobei wir die Gesamtmasse M = mj + mo definiert haben. Damit ergibt sich fiir fiir den Drehimpuls:

E = m1771><7.71 +m2772><7.72
= (R+ 577) x (R 577) +ma (R 577) x (R 377)
2 2
= mRxR+ 122F><F+m2R><R+mj\1/[TZQF><F
= MﬁxR—i— 177212(m2+m1)f'><77

= Mﬁxﬁ—i—;ﬁx?’
= ES""EreL

(¢c) L = MEx R+ MR xR =0+RxP =0+0 = 0. Der Drehimpuls des Schwerpunktes Lg ist
erhalten. Wir haben in Teilaufgabe (a) schon bewiesen, dass auch der Gesamtdrehimpuls L erhalten ist.
Da L = Lg + Ly, folgt damit dass auch L, erhalten ist.



