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Aufgabe 1: Drehungen im R* (10 Punkte)

R = R(d_)‘) bezeichne die Matrix einer Drechung um die Achse 11 = qg/(;b mit dem Winkel
d#1.

a) Welche der folgenden Eigenschaften ist (fiir beliebiges ¢ # 0) erfiillt?

i) RTR=1, i) RT =R, iii) R(—¢)= R(¢)", iv) det R =1,
v) Die j-te Spalte steht senkrecht auf der j-ten Zeile fiir j = 1,2, 3.

Geben Sie bei jeder Eigenschaft an, ob sie richtig oder falsch ist. Ein Beweis oder
Gegenbeispiel ist nicht erforderlich. (5 Punkte)

b) Beweisen Sie (R — RT) = (. (1 Punkt)
¢) Betrachten Sie die Drehmatrix

: 2/3 2/3 —1/3
R(d=0i) = |-1/3 2/3 2/3
313 =1/3 2/3

1) Bestimmen Sie ¢ € [0, 7.

¢ |0 w/12 =n/6 w/4 7w/3 w/2 T
cos ¢ | 1 1;:/‘/; i 2 L9 g

i1) Bestimmen Sie £7i. (Auf die Orientierung von 7 kommt es hier nicht an.)

(2 Punkte)
ii1) Bestimmen Sie das Vorzeichen von 7 so, dass mit €; = (1,0, 0)T die Ungleichung

s

(€1 X R(p)ey)-n > 0 erfullt ist. (1 Punkt)

Hinweis:

Aufgabe 2: Kreuzprodukt und Scheinkrifte (8 Punkte)

‘115 - o~ % s Y " i e e 3 3
a) Das Kreuzprodukt @ x b = ¢ kann in Komponentenform als v; = >, > 7| €marb
geschrieben werden. Berechnen Sie

a - (ﬁfxg) und [&Tx (r}fxl_;)}‘.
]

. . 3 Dy
Hinwelis: Zi:l Ejkl€lmn = éj,nf&:ﬂ s éjnokrn- (2 Punkte)

1

b) Vereinfachen Sie das folgende Kreuzprodukt (d.h. formen Sie den Ausdruck so um,
dass er nur noch ein Kreuzprodukt enthalt): (2 Punkte)

[{‘ix (Exﬁ)] X &

c) Es sei A(7) ein beliebiges (zweimal stetig differenzierbares) Vektorfeld. Formen Sie

—

V x (VKA'(F))

in einen Ausdruck um, der kein Kreuzprodukt mehr enthalt. (1 Punkt)

d) Ein Bezugssystem bewege sich (gegeniiber einem gegebenen Inertialsytem) mit der
Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse, d.h. & = weés. Ort und Geschwindigkeit eines
Massenpunkts mit Masse m seien im rotierenden Bezugssystem durch 7 = (z,y, AT
und 7 = (&, 7, 2)T gegeben.

Berechnen Sie die Komponenten der Corioliskraft

—

FC = —2??1:'.,3 X 1'_"
und der Zentrifugalkraft

Fz — —*mﬁX(ﬁXﬂ,

(3 Punkte)

Aufgabe 3: Zentralkraft (7 Punkte)

Ein Himmelskorper mit Masse m bewege sich im Schwerefeld der Sonne; alle anderen
Himmelskorper des Universums sind hier zu vernachlassigen. Die Bahnkurve ist in ebenen
Polarkoordinaten (r,8) durch

[
pnafl + € cos(6 — 6p)]

r(8) =

mit —m < 6 < 7 gegeben. (Die kartesischen Koordinaten sind also x = rcosf, y = rsiné.)
Die potentielle Energie ist U(r) = —a/r mit a > 0, p bezeichnet die reduzierte Masse,
und [ ist der Betrag des Drehimpulses. Der Himmelskorper habe zur Zeit £ = —oo den
Ortsvektor 75 = (—o00, —b, 0)" und eine Geschwindigkeit ¥y = vo€; mit b, vy > 0.

a) Driicken Sie g durch m und die Sonnenmasse M aus und entwickeln Sie g zur ersten
Ordnung in m/M. (3 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Energie £ und den Drehimpuls [ als Funktion von g, a, vy und b.
(1 Punkt)



¢c) Bestimmen Sie die Exzentrizitét (1 Punkt)

\/ 2EI2
e = 14 2
LY

d) Bestimmen Sie #y € [—, 7] als Funktion von p, o, vp und b. Hinweis: Der Wertebereich
von arccos ist [0, 7. (1 Punkt)

¢) Geben Sie an, unter welchem Winkel der Himmelskorper das Sonnensystem wieder
verldsst. bestimmen Sie also lim;_, 6(t) als Funktion von 6. (1 Punkt)

Aufgabe 4: Bahnkurve (15 Punkte)

Bin Massenpunkt bewege sich in der z-y-Ebene gemifl der Bewegungsgleichung

F = =—ar—wj
y = —ay+wT
mit a,w > 0.
a) Bestimmen Sie (v.,v,) = (&,y) als Funktion der Zeit { mit Anfangsbedingung
(v(0), v,(0)) = (vg0, vy0) fiir den Spezialfall w = 0. (2 Punkte)

b) Transformieren Sie zur Vereinfachung des Problems z, = v e™, z, = ue* und geben
Sie (nun fiir w # 0) die Differentialgleichungen an, die z, und z, erfiillen. (2 Punkte)

¢) Bestimmen Sie die Losung (z.(t),z,(t)) zur Anfangsbedingung (z.(0),z,(0)) =
(V20,0). [Achtung: v, = 0]
Hinweis: Wenn Ihnen kein Losungsansatz einfillt, differenzieren Sie zunéchst die Glei-
chung fiir z, nach t. (2 Punkte)

d) Geben Sie (v,(t),v,(t)) zur Anfangsbedingung (v;(0),v,(0)) = (v.0,0) an. (1 Punkt)
Welchen Weg legt der Massenpunkt zwischen ¢ = 0 und ¢ = oo zuriick? (1 Punkt)

¢) Bestimmen Sie (z(t),y(t)) fiir die Anfangsbedingung (x(0),y(0)) = (xo,wzo/c) mit
(v:(0),v,(0)) = (—xo(a* + w?)/c,0). Dabei sei zg > 0.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden:

1 _ o wsin(wt) — a cos(wt)
/dt exp(—at) cos(wt) = e R C,
— ¢ — (¥ Sl {
dt exp(—at)sin(wt) = e 0 —~ QB X o 4 Punkte
2 2
&* +u
f) Berechnen Sie limy_oc(z(t), y(1)). (1 Punkt)

¢) Bestimmen Sie alle lokalen Minima und Maxima von y(f) und geben Sie die zu-
gehorigen Werte von (¢, z(t),y(t)) an. Vereinfachen Sie die Ausdriicke so weit wie
moglich. Geben Sie an, welche Punkte Minima und welche Maxima sind. (2 Punkte)



