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Aufgabe 1: Drehungen im R?

a) i) wahr, ii) falsh, i) wahr,

b) 1) Esist

1+2cosp=TrR=354+4+1)=1

ii) Es ist
1
R—RT=:

Wihle n; = 1.

(R—-RNA=0 =

iv) wahr,

(9 Punkte)

v) wahr (Je 1 P.)
= cosgp=0 = ¢=7% (1P)
—6 12
0 -12
—-12 12 0
— 6no +12I’L3 =0
6 ——12n3 =0

(0.5 P. fiir irgendein richtiges Gleichungssystem)
Die dritte Zeile liefert n; = 1. Die zweite Zeile liefert ng = 1/2. Also ist 71 =
(1,1,1/2)7 (1 P.). Wegen |71|? = 9/4 ist © = (2/3,2/3,1/3)T (0.5 P.).

iii) Es ist
1 (2 1 (Y .1
Rgli— 7 s é'lXRé’lJ— 4 (€1XR€1)TE:_(O+8+7)>O
9 9 27
—4 i
(1P)
Aufgabe 2: Reibungskraft (4 Punkte)
a) Es ist

mo=Fr=—-mlv = v=-X\v [l i)
b) Die Losung des Anfangswertproblems ist v(t) = vge . (1P)
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¢) Die in der Zeit T zuriickgelegte Strecke ist
T T "
s(t) = f dtv(t) = ’UO/ dhe=X— Y0 T
Q 0 A

d) Die kinetische Energie ist

B= Ev(t)2 = E”uge_g)“

2 2
Sie ist nicht erhalten.
Aufgabe 3: Kraftfeld
a) Es ist
- o VI, = V. Iy by — b
VX F=— |V, F, -V, F,|=—[b;—b;] =0
Vol — Ny by — by
b) Es ist

U =byyzr + byzz + Cp(y, 2)
wobei C; eine beliebige Funktion von y und z ist.

c) Die Gleichung fiir die zweite Komponente liefert

U oC;,
b1z + bz = 6_y = box + By
ocC.
5; =bz = Cr=bzy+Cy(2)
= U = boyz + bszz + bizy + Cy(2)

Dabei ist C, eine beliebige Funktion von z.

Die Gleichung fiir die dritte Komponente liefert

U oC,
byz + by = ?-—:b3$+bly+—y
Oz 0z
oC,
?a‘;* =0 = Cy =
= U = byyz + bzzz + bizy + C

Dabei ist C' eine beliebige Konstante.

(1P)

(0.5 P.)

(0.5 P.)

(9 Punkte)

(1P)

(1P)

(1 P)

(1P)



d) Die Bewegungsgleichung ist

y p (Y=
r=——|z+z2
m
y—T
Fir z =0 ist
b Y
F=—— T
m
y—z
Damit der Massenpunkt in der zy-Ebene bleibt muf die Beschleunigung in z-Richtung
verschwinden. Also mufl z = y sein. [d P.)
Die Bewegungsgleichung fiir die z-Komponente lautet nun
" b
i=——z
m

Dies ist die Gleichung eines harmonischen Oszillators. Die allgemeinste Losung ist
z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) mit w=+/b/m . (1P)

Bei t = 0 ist z(0) = A = xp und z(0) = Bw = vy. Die Losung des Anfangswertpro-
blems ist also

a:(t)zxgcos(wt)JrEsgsin(wt) C oy =) , 2B =0 . (1 P)

e) Fir v,o = 0 ist z(¢) = zgcos(wt). Dies verschwindet fiir ¢ = 7/(2w) = {o. Die Ge-
schwindigkeiten bei ¢ = ¢y sind

I(to) = ’y(to) = —ITgW Siﬂ(%) = —ZIowW . (1 P)
Also ist ;
m., . .
E(t) = E(mQ(tO) + 12(ty)) = mzaw? = mm%;{; =zob . (1P)
Aufgabe 2: Linge einer Bahnkurve (7 Punkte)
a) Es ist

#(t) = —Rwsin(wt)&) + Rw cos(wt)és + vy — gtés

2
= [F®)] = VER2 + (vo — gl)? = Rw\/l & ("L“I;wgf)




Also ist

T -
s(T) :/D dt |7(t)|

T
=&u/ dty/1+
0

Substitution v = (vy — gt)/(Rw), du = —gdt/(Rw) (1 P.) liefert

RE, 2 u(T)
-k f duv'1 + u?

g 1(0)
Also ist
C _ _R%}Q
g

— 0 = 2.

a = U‘(O) R&) ]
—gT

b=u(l) =29

5

b) Substitution u = sinh 7, du = dn coshn liefert

/duvl-l—ungdn coshny/1 + sinh? :/dn cosh? 7
ﬁ/ n (" /dvy L+ 2477

= 1[3™ +2n — 3¢ = {[sinh(2n) + 27)
= L[sinhncoshn + 7] = [uv'1 + u? + arsinh ]

c¢) Fiir ug = g7 ist a = g7/(Rw) und b =0 (1 P.). Einsetzen liefert

R%,? | gT gT 2 .. gT
S(T) = 2g E 1+ (E) + arsinh —R—(JJ—

2

T R? T
= 5\/ R2w? + ¢?T? + 2; arsinh %—w

Aufgabe 3: Kepler-Problem

(0.5 P.)

(0.5 P.)
(0.5 P.)

(0.5 P.)

(1P)

(1P)

(1P)

(11 Punkte)

Ein Asteroid mit Masse m umkreise die Sonne auf einer elliptischen Bahn. Die Bahnkurve

ist in ebenen Polarkoordinaten r,8 durch
52

WU S
r) po(l + ecosd)
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gegeben, wobei u die reduzierte Masse und [ den Betrag des Drehimpulses bezeichnet. Die
potentielle Energie is U(r) = —a/r mit a > 0. Die karthesischen Koordinaten sind gegeben

durch x = rcosé, y = rsiné.

a) Es ist
mM 1

m+ M 1+m/M

,u, ==
Die Taylorentwicklung ist

2
p=m — % +O(m?/M?)

b) Der Radius r ist am kleinsten wenn cos # maximal ist. Also ist 6; = 7.

Der Radius r ist am grofiten wenn cos @ maximal ist. Also ist 6 = 0.

¢) Ausrichtung der Ellipse korrekt:
Position der Sonne korrekt:
Halbachsen korrekt:

d) Die Linge der groBen Halbachse ist
a = %[’.’"(91) + ?“(192)}

O S U W
 Zua\ld4e l—e) pol—e?

e) Da der Drehimpuls erhalten ist gilt

2 o

— = u=—(l+c
pa(l +¢) “ ( )

V= om0 =i = Z

f) Die Entfernung zur grofien Halbachse ist
: 12 sinf
y((g) = ?"(9) sinfl = Em
Am Extremum gilt

_dy % cosf(1+ccosb) + esin® f

—@z,uoz (1 +ccosh)?
= 0 = cosf 4 e(cos®d +sin?f) = cosf + ¢
= costl = —¢

Die kleine Halbachse ist

; I  sinf I v/1—cos?0
:mezm—:——#
L pal+ecosf  po 1+ccosd

pyT=2 P 1

zﬁ 1—e2 payl—e2

w

(0.5 P.)

(0.5 P.)

P e W U e W
= — =
v U™
A e S Y

(1P)

(1P.)

(1P)



