Klassische Theoretische Physik I, WiSe 2017/18 Karlsruher Institut fiir Technologie

Aufgabe 1: Verstédndnisfragen und kleine Aufgaben 32P

Beantworten Sie die Fragen kurz, aber vollstandig.

(a)
(b)
()

(d)

Formulieren Sie zwei der drei Kepler’schen Gesetze in jeweils einem Satz.

Wie lautet die Beziehung zwischen Drehimpuls L und Drehmoment M?

Zeigen Sie mit Hilfe der Exponentialdarstellung der trigonometrischen Funktionen
sin(z) und cos(z), dass cos?(x) + sin®(z) = 1 gilt.

Was zeichnet eine orthogonale Matrix aus? Ist die nachfolgende Matrix D eine
Drehmatrix? Begriinden Sie Thre Antwort.

1 1 0 1
D=—1[0 Vv2 0

V2 -1 0 1

Gegeben sei die Differentialgleichung y'(z) = dzil(;) = z'y. Bestimmen Sie y(x) unter
Beachtung der Anfangsbedingung y(0) = 2.

Im Bezugssystem eines sich immer schneller drehenden Karussels wirken auf den
im Feuerwehrauto sitzenden Bjorn-Gonzales welche Scheinkréfte? In welche Richtung
wirken diese? Zur Erklarung der Richtungen geben Sie auch die Formelbeziehungen
der Scheinkrifte an oder fertigen Sie eine aussagekréftige Skizze an. Hinweis: Das
Feuerwehrauto ist auf dem Karussel fest verschraubt.

Berechnen Sie den Ausdruck Zle(—eikjbkaj — erjaiby) fir @ = (1,2,3)" und
b = (3,2,1)" mit dem total antisymmetrischen Levi-Civita-Tensor € (€123 = +1).
Hinweis: Es gilt Einstein’sche Summenkonvention.

Zeigen Sie fiir ein Teilchen mit Masse m in einem radialen Potential V' (r), wie sich

aus der Drehimpuls- und Energieerhaltung das effektive Potential ergibt, welches den
kinetischen Anteil der azimutalen Bewegung mit einschliefit.

Lésung der Aufgabe

(a)

(b)
()

Drei Kepler’sche Gesetze:

1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.
2. Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Fléchen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die Kuben der
groflen Halbachsen der Ellipsen.

Es gilt L=M.
Es gilt:

: i —ix _ 1 i —ix
smx—2—i(e e "), cosx—Q(e +e7')
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Damit folgt

1 . . 1 . )
COS21' + SiIlQZL‘ — Z_JL(ewc + e—zm)2 . Z(ez:v . e—zac)?
1 . ) ) ) 1
:1(62293_'_2_’_6721:1:_621x+2_€721x>:14:1.

(d) Fiir eine orthogonale Matrix O gilt OTO = 1. Eine Drehmatrix ist orthogonal und hat
Determinante +1. Wir berechnen also D7D und det(D). Es folgt:

= 1 0 1 1 0 -1 L (200
D'p=——1|0 v20]l0 +v2 0]==]020]=1
V22 -1 0 1 1 0 1 2\0 0 2

det(D) = (%)3 (1(\/5- 1-0)—1(0— 2 1)) - QL\@Q\&: 1

Somit handelt es sich um eine Drehmatrix.

(e) Die DGL lautet y/(z) = dg’c’l(x) = 2y und fiihrt daher auf den Ausdruck

d y(z) 1 z
—y:x4y — / dy’—/:/ 2t
dx 2 Yy 0

Hierbei wurden die Integrationsgrenzen schon korrekt beriicksichtigt. Weiter folgt

ln(%ﬂv)):%xj S ya) =257

1
(Ableiten y'(z) = 2e5% 34 bestitigt, dass dies eine Losung der DGL mit korrekter
Anfangsbedigung ist.)

(f) Formeltechnisch lautet die Bewegungsgleichung mit Scheinkréften:
mr=F —m[3 x (& X 7)] — 2m& x 7 — ma x 7

Nicht dargestellt ist eine konstante Beschleunigung —mfy. Die anderen drei Kréfte sind
die Zentrifugalkraft F 7z, die Corioliskraft Fo und die Azimutalkraft F. Im mitbewegten
System des Karussels ist ¥ = 0, da Bjorn-Gonzales ruht, und daher Fy. = 0. (@ x )
liefert einen Vektor der in Bewegungsrichtung zeigt, und Fy=—-m [ x (& x 7)] zeigt
somit nach auflen. Entsprechend liefert F4y = —md@ X 7 einen Vektor, der entgegen
der Bewegungsrichtung zeigt, weil @ >0 aufgrund der zunehmenden Geschwindigkeit.
In einer Zeichnung miissen die Richtungen der beiden Vektoren Fy und F4 korrekt
eingezeichnet sein.

(g) Umordnen der Indizes liefert sofort:

3 3
Z(—eikjbkaj — ekijajbk) == Z(eijkajbk — eijkajbk) =0

=1 =1
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(h) Man benoétigt die folgenden Information: In Polarkoordinaten gilt 7 = ré, und P o=
7€, + r¢é, fur den Ort und die Geschwindigkeit einer Bahnkurve 7(¢). Man kann sich
dies in wenigen Minuten auch selbst iiberlegen, falls man es nicht auf dem Zettel stehen
hat.

Damit folgt fiir die Energie eines Teilchens mit Masse m, welches dieser Bahnkurve folgt:

1 .
E = EmFQ—I—V(r)

Wir benétigen also 72, welches gegeben ist durch 72 = 126, - €, + r?p?€, - €, = r? + r?p?.

Der Mischterm entféllt, da die Einheitsvektoren senkrecht aufeinander stehen. Fiir den
Drehimpuls gilt L = 7 x p'= m(7 X 7) = mrrgé,. Somit ist L2 = L? = m?*r*p?. Wir
setzen in die Energieerhaltung ein:

1 1 1 L?

E= EmTQ + §mr2gb2 +V(r)= Emr2 + 53

Die beiden letzten Terme werden als effektives Potential zusammengefasst.

+ V(r)

Aufgabe 2: Harmonischer Oszillator 14P

Ein harmonischer Oszillator sei gegeben durch die Differentialgleichung i(t) + wiz(t) = f(t)
mit externer Anregung f(t) = at©(t)O(ty —t) mit a > 0 und ¢y > 0. Hinweis: Diese Aufgabe
benotigt keine Green-Funktion. Es ist ©(t) = 1 fiir ¢ > 0, sonst 0.

(a) Skizzieren Sie die Anregung f(t).
(b) Losen Sie die homogene Differentialgleichung.

(c) Bestimmen Sie die allgemeine Losung z(¢) im Bereich 0 < ¢ < t; durch einen
geeigneten Ansatz fiir eine partikuldre Losung. Passen Sie die allgemeine Losung den
Anfangsbedingungen z(0) = #(0) = 0 an, d.h. fiir ¢ < 0 findet keine Bewegung statt.

(d) Wie verlauft die Bewegung qualitativ fiir t > ¢,7 Welche Bedingungen miissen Sie
an x(to) und &(to) stellen? Hinweis: Sie missen die Losung x(t) fiir t > ¢, nicht angeben!

Losung der Aufgabe

(a) Die Sagezahnanregung f(t) ist von der Form:

~
N
S~

atg
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(b) Wir machen den bekannten Exponentialansatz x(t) = e und erhalten unmittelbar

AQ _l_ w(Q) = O —> A —= :t/Lwo — xh(t) — Aleiwot + A26—iw0t .

(c) Fiir den Stérterm f(t) = at machen wir den Ansatz x,(t) = Bt + B,. Einsetzen liefert

Wi Bit + wi By = at, also By = wig Somit ist die allgemeine Losung, welche wir gleich an

die Anfangsbedingungen anpassen, gegeben durch

2y
2
Wo

x(O):Al—i-AQ:O — AQI—Al

x(t) = Ajetot 4 Apemot 4

a

a
£(0) = iwo(A; — A — =0 — A =— =—-A
£(0) = dwo(A4; 9) + w% 1 2iw§ 2
a1l . - a a a
t - _ - = wot _ —iwot _t — & t _t
x(t) DT (e ety + 2 3 sin(wot) + 2

(d) Es handelt sich fiir ¢t > ¢y, wieder um einen ungeddmpften harmonischen Oszillator ohne
aufere Anregung. Dieser schwingt also mit Eigenfrequenz wy. Als Anfangsbedingungen
sind die Werte x(tp) und (o) aus Teilaufgabe (b) zu nutzen. Diese sind:

a a
x(to) = —E Sln(tho) + Eto
0 0
. a a
t(tg) = 3 cos(woto) + 2
0 0

Es ist nicht gefordert A; und A, in der homogenen Losung zu bestimmen.

Aufgabe 3: Bahnkurve

Gegeben ist die durch den dimensionslosen Parameter ¢ parametrisierte Bahnkurve im R3

T
2 1+ 1, 1
7(t) = <£t3 bl —)

3 2 4 )

(a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit 9(t), deren Betrag v(¢) und daraus den Tangen-
teneinheitsvektor.

(b) Bestimmen Sie die Lange der Bahnkurve zwischen ¢t = 0 und ¢ = 2.

Losung der Aufgabe

(a) Wir berechnen die Geschwindigkeit und deren Betrag:

70 (v

v(t) =0 = V2 + 2 + 16 = tV22 + 1+ A =t /(2 + 1)2 = t(> + 1)

=1
—~

~
N—

I
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Somit ist der Tangenteneinheitsvektor geegeben durch

T 1 T
P (VaR ) = (vat,1,2)

1
t(t2 + 1) 241

(b) Wir erhalten die gesuchte Lénge durch Berechnung von

2

1
=-2'4+-22=442=6.
Tl "

2 2 1 1
5= / v(t)dt = / tt* + 1)dt = —t* + =t*
0 0 4 2 |

Aufgabe 4: Wegintegral 12P

Gegeben sei ein Kraftfeld F(7) = (0, 22, 2yz)7 in kartesischen Koordinaten mit 7 = (z,y, z)7.
(a) Zeigen Sie, dass die Rotation des Kraftfeldes verschwindet.

(b) Ermitteln Sie das zum Kraftfeld zugehorige Potential V(7). Berechnen Sie den
Potentialunterschied zwischen 7 = (0, 1,0)” und 7 = (0,0, 1)7.

(c) Berechnen Sie die verrichtete Arbeit W = [ F - d3 entlang eines Viertelkreises
(mit Mittelpunkt im Ursprung) von 7 nach 7 und zeigen Sie, dass diese gerade dem
Potentialunterschied aus (b) entspricht. Wie nennt man ein solches Kraftfeld?
Hinweis: Sie kénnen sin®(t) = 1(3sin(t) — sin(3t)) nutzen.

Lésung der Aufgabe

(a) Wir berechnen die Rotation und erhalten

Oz 0 2z — 2z
VxF=10,| x|z |=|0-0]=0.
0, 2yz 0-0

(b) Das Potential ldsst sich durch Integration iiber die y- und die z-Komponente sofort
hinschreiben:

/dyFy = yz* + C(x, 2), /szz =y2* + C(z,9) — V() = —yz* + C

Der Potentialunterschied zwischen den zwei Punkten ist 0, da bei beiden Punkten das
Potential 0 ist.

(c) Wir benétigen eine Parametrisierung des Weges von 7 nach 7%
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Wir kénnen die Geschwindigkeit 5(¢), sowie F(t) entlang der parametrisierten Kurve

angeben:
. 0 B 0
s(t) = | —sin(t) |, F(t) = sin®(t)
cos(t) 2sin(t) cos(t)

Somit ergibt sich die Arbeit zu (cos?(t) = 1 — sin®(t))

/2
0

N L. w/2
W = /F -ds = / F.sdt = / dt(—sin®(t) 4 2sin(t) cos?(t))
0
w/2

= / dt(—sin®(t) + 2sin(t) — 2sin®(t)) = /ﬂ/2 dt(—3sin®(t) + 2sin(t))
oﬂ/2 0 o

= dt(—F sin(t) + 3 sin(3t) + 2sin(t)) = / dt(—1% sin(t) + 3 sin(3t))

cos(t) — 1 cos(3t)‘g/2 =0—-0=0

1

=

Die verschwindende Arbeit passt zu Teilaufgabe (b). Letzterer Ausdruck ist auch  cos(t)—

1 cos(3t) = cos(t) sin®*(¢). Das Kraftfeld ist konservativ.

Aufgabe 5: Bewegung im Potential 24P
Ein Massenpunkt mit Masse m bewege sich im eindimensionalen Potential
Vi) = Vo
) =-Vo—s—
Ocosh2(ax)

mit Vo > 0, o > 0. Hinweis: Es ist cosh(z) = £(e” + e7*).
(a) Skizzieren Sie qualitativ das Potential V' (z).

(b) Bestimmen Sie fiir konstante Energie £ mit —Vy < E < 0 die Umkehrpunkte z;
und x5 des Teilchens. Hinweis: Belassen Sie arcosh im Ergebnis.

(c) Entwickeln Sie V(z) um zy = 0 bis zur zweiten Ordnung, also mit Fehler O(z?).

(d) Berechnen Sie aus dem entwickelten Potential aus (c) fiir kleine Auslenkungen um
xo = 0 die Riickstellkraft und stellen Sie die Bewegungsgleichung des Teilchens auf.

(e) Bestimmen Sie fiir kleine Auslenkungen die Rekurrenzzeit T', d.h. die Zeit fiir eine
vollsténdige Schwingung des Teilchens, z.B. von x; bei ¢t = 0 bis z; bei t =T

(f) Bestimmen Sie die Rekurrenzzeit fiir das urspriingliche, nicht entwickelte Potential
V(z) tiber die Energieerhaltung fiir £ = —%VO. Hinweis: Diese Teilaufgabe ist schwierig.

Sie miissen geschickt substituieren. Hilfreiche Beziehungen: sinh(arcosh(z)) = va2 — 1,

i[\/iaurcsin(:v2 -] = - i[2\/§<3Lr(:sir1(:1r,' -] =

da Je -2y @ Ve =1)(=3
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Lésung der Aufgabe

(a) Das Potential V() ist von der Form:

V(x)

V(x) — 0 fir £ — oo

(b) Ausgehend von der Energieerhaltung ergibt sich

1

E=1imi* +V(z) = mi® - Vop—u——
e (¥) = gmi ? cosh? ()

-2 2

An den Umkehrpunkten ist £ = 0 und somit

\% 1 \%
cosh?(ax) = _EO — T1g = :I:aarcosh (\/—ﬁ) :

Es ist zu beachten, dass arcosh nur fiir Argumente > 1 definiert ist.

Wir entwickeln das Potential um zg = 0 und erhalten

1
V)= Vs = V()= -V
(@) Ocosh2(oza:) (©) ‘
-2
V'(z) = —=Vop———=——sinh(az)a — V'(0) =0
cosh”(ax)
" 2 2(_3> f12 2 " 2
V'iz) =V, 3 cosh(ax)a” + Vy———F—— sinh”(ax)a — V"(0) = 2Vh«
cosh”(ax) cosh®(ax)

Somit ergibt sich als Entwicklung des Potentials

1
V(z)=—-Vo+ 2%0425552 = —Vp + Voa’z®

Die Riickstellkraft fiir kleine Auslenkungen ergibt sich zu F(z) = =LV (z) = —Vpa?2z

und somit lautet die Bewegungsgleichung mi = F(x) = —2Vya’x.

Es handelt sich um einen ungeddmpften harmonischen Oszillator & + wix = 0 mit
2 —2‘12?2. Wer versiert ist, erkennt sofort T = 377; und daher

wg =
T_27r_\/§7r m
Wy« Vo
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Alternativ kann man die Gleichung wieder durch Exponentialansatz 16sen und damit die
Schwingungsdauer bestimmen.

Es ist zu erkennen, dass man iiber die Energieerhaltung

1
E = §m$'2 + V(z)

auf das Integral

B / 2 dx
0\ E(E-V(2)
kommt. Aufgrund der Symmetrie des cosh und cosh(z) > 1 und spéterer Substitutionen

ist es einfacher, wenn man nur {iber ein Viertel der Periode integriert. Fiir den Fall
E = —%VO ist xg = éarcosh(\/i). Wir formen etwas um und erhalten:

[ m / dx cosh(ax)
Vo) W —1 cosh?(azx) + 1
Es gibt verschiedene Moglichkeiten zu substituieren. Wir préasentieren drei Versionen:

Zuerst substituieren wir cosh?(ax) = y. Dann ist dy = da2 cosh(ax) sinh(az)a und es
folgt

cosh2 (ax)

T /wz
v ﬁ(—%vo

T  [m /2 dy B 1\/?/2 dy

4 2Vo Ju QSinh(arcosh(\/gj))a./—%ijl 20\ 2Vo )y Vy—1 —%y+1
m 2 1 /mm
" 99 : _1‘ B
oV V2 arcsin /y a2

Genauso kann man auch mit cosh(ax) = y substituieren und erhélt dy = dzxa sinh(ax)
und weiter

\/ 2Vo/ sinh(arcosh(y))y/—3y? +1 V QVO/ V2 =1/ =32 +1
V2. 1 [mw
2 _1 ——
@/2‘/0 V2aresin /32 — 1 oz‘/VOQ

Der vermutlich eleganteste Weg, welcher ohne die Hinweise auskommt, ist wie folgt:
Man ersetze coshQ(oz:v) = 1 + sinh?(ax) und substituiere dann mit sinh(ax) = y und
dy = dx cosh(ax)a

/ dx cosh(ax) ﬂ/l dy 1 ﬁarcsiny\l—l mn
VW i e VTh VISR eV T a2

Wer letzteres Integral nicht kennt, muss nochmal mit y = sin z substituieren, womit ein
Integral iiber 1 bleibt. In allen Féllen ergibt sich T'= 2%, /¢*

Voo
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