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1. Unabhiingige Kurzaufgaben (29 Punkte)

(a) (5 Punkte) Welche (zwei) Eigenschaften muss eine Matrix erfiillen, damit sie eine Drehma-
trix ist? Bestimmen Sie, ob es sich bei der folgenden Matrix um eine Drehmatrix handelt,

i 1)

FEine Matrix M ist eine Drehmatrix wenn gilt
det M =1 und M '=M". 2 Punkte

Die letzte Bedingung priift man am einfachsten via M7 M = 1. Die gegebene Matrix
M erfiillt die Bedingung

det M =(1+43)/4=1, 1 Punkt
und durch explizites Ausrechnen findet man
MM =1. 1 Punkt
Also ist MT = M~! und somit gilt
M ist eine Drehmatrix. 1 Punkt

(b) (8 Punkte) Betrachten Sie das Kraftfeld F(r) = —2a(xy?, —2%y)T in zwei Dimensionen.
Ermitteln Sie die von F(r) geleistete Arbeit entlang der Pfade v, (t) = (t,0)T, v5(t)=(1,¢)
und v;(t) = [(1 —t), (1 — ¢)]7 fiir den Parameter ¢ € [0, 1]. Skizzieren Sie die drei Pfade
und diskutieren Sie, ob F' konservativ ist.

Die geleistete Arbeit ergibt sich aus Wegintegralen der Form

W = —/:2 drF(r) = _/0 d dT.st(t)F[rw(t)], 1 Punkt

wobei 7., (t) = ~,;(t) genau die Pfadparametrisierung ist. Wir finden

Ty = (é) Ty = (?) oy = (_1) 1 Punkt
F(r,) = (8) F(r,) = —2a (i) F(r,) = 2 (_(%1__2;3) 1 Punkt

und daraus

1

1 1
W%:/dtOZO und W%:/dtO:O 1 Punkt
0 0

1
W, = —/ dt 2ot = —« 1 Punkt
0

0.6

oa 2 Punkte (einen davon fiir Pfeilrichtung)

0.2

m yl
0.2 044,0.6 08 1.0

Das Kraftfeld ist nicht konservativ, da ein Wegintegral iiber den geschlossenen Pfad
v =1 + Y2 + 7y3 nicht verschwindet, oder

W, =W, +W,, +W,, #0. 1 Punkt




(c¢) (5 Punkte) Ein Teilchen der Masse m in einer Dimension bewege sich entlang der Bahnkur-
ve x(t)=ct — 7(vg — c)(e”*/™ — 1) mit ¢>0 und 7> 0. Berechnen Sie die Geschwindigkeit
v(t) des Teilchens und skizzieren Sie dessen zeitlichen Verlauf. Driicken Sie die auf das
Teilchen wirkende Kraft F' = F'(v) mittels der Geschwindigkeit aus.

Einmaliges Ableiten liefert
i) =v(t) =c+ (vg —c)e 7. 1 Punkt

Bei der Skizze ist insbesondere auf das asymptotische Verhalten v(t < 7) &~ vg — (vg —
c)t/T und v(t > 7) = ¢ zu achten.

C -

Vo 2 Punkte

Die Kraft auf das Teilchen ermittelt sich aus F(t) = ma(t) wobei

(t) =a(t) = _0 Tt/ 1 Punkt
T
Aus der Beziehung —7a(t) = v(t) — ¢ findet man dann
o)==t 1 Punkt
T

(d) (5 Punkte) Die Eiskunstliuferin Spinova vollbringt einen Sprung mit n-facher Umdrehung
(n-Lutz) mit konstanter Koérper-Drehfrequenz v. Auf welche Hohe h(n) muss die Lauferin
fiir einen n-Lutz springen?

Die Fallzeit (2h/g)'/? aus einer Hohe h errechnet sich aus der Bewegungsgleichung
2 = —g, mit 2(0) = h und 2(0) = 0, Springt die Liuferin auf die Hohe h ist die
(Sprung-)Zeit vom Abheben bis zur Landung gegeben durch

t =2(2n/g)"?, 3 Punkte (einen Punkt fiir den Faktor 2)

wobei der Faktor 2 fiir den ganzen Parabelsprung gilt. Alternativ kann man ¢ = 2vg/g
aus der Sprunggeschwindigkeit vy ermitteln, und muss dann die Beziehung vy =
(2gh)'/? nutzen. Fiir einen n-Lutz bendtigt man

t, =n/v 1 Punkt
woraus die Beziehung
2
h(n) = % 1 Punkt

fiir die Einskunstlduferin hervorgeht.

(e) (6 Punkte) Ein Teilchen sei einer der folgenden Kriifte (r = |r|) ausgesetzt:

F F
Fi(r,t)=—(e"/™ —1)F e,, Fy(r,t) = —T—ZO 7, Fs(r,t) = T (i)? e,
mit den Konstanten o > 0, tg > 0, I > 0. Begriinden Sie kurz unter welchen Kréften das
Teilchen seine Energie E beibehélt, und unter welchen nicht. Diskutieren Sie ebenso, ob
der Drehimpuls L beziiglich des Koordinatenursprungs erhalten ist oder nicht.
Damit die Energie eines Teilchens erhalten bleibt, darf die auf das Teilchen wirkende
Kraft nicht explizit zeitabhéngig sein (F'3) und nicht von der Geschwindigkeit abhéingen
(F'2). Somit erfiillt nur F; beide Kriterien.
Andererseits gilt mit L = r x p, dass L = 7 x F. Insbesondere folgt damit sofort, dass
radiale Krifte (F; und Fs) den Drehimpuls erhalten. Fiir F'y gilt, L o< —L, also ist
L i.A. nicht erhalten.

F'; erhilt die Energie und F'{ erhilt den Drehimpuls 2 Punkte
F5 erhilt die Energie nicht und  F'5 erhélt den Drehimpuls nicht 2 Punkte
F5 erhalt die Energie nicht und  F's erhélt den Drehimpuls 2 Punkte




2. Teilchen im getriebenen harmonischen Oszillator (20 Punkte)

Die eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Masse m sei durch folgende Bewegungsglei-
chung beschrieben

B(t) +w? x(t) = fol0(t) — 0(t — 7)), (2)
mit w > 0, fo > 0, 7 > 0 und der Heaviside-Funktion (t).

(a) (4 Punkte) Berechnen Sie das Potential V(z) in den drei Zeitintervallen ¢ <0, 0 <t < T,
und t>7.
In jedem angegebenen Zeitintervall ist die Kraft zeitlich konstant und von der Form
F(z) = ® — mw’z, 1 Punkt

wobei @ die Werte ® = 0 oder ® = mfy annimmt. Integriert man diese Kraft nach x
so erhélt man unter Beriicksichtigung des Vorzeichens das dazugehorige Potential

1
V(z) = §mw2x2. — oz 1 Punkt
Fiir die Intervalle t < 0 und t > 7 gilt somit
1
Viz) = §mw2x2. 1 Punkt

Das Potential besitzt im Fall 0 < ¢t < 7 die Form

1
Viz) = imw%cz —mfox. 1 Punkt

(b) (9 Punkte) Berechnen Sie die Losung x(t) fiir die Anfangsbedingungen x(¢y) = 0 und
z(to) = 0, wobei der Zeitpunkt to < 0 beliebig ist.
Die Losung

x(t) = Z(t) + Thom(¢) 1 Punkt

setzt sich zusammen aus einer partikuldren Losung Z(¢) und der allgemeinen homo-
genen Losung Thom(t). Die partikuldre Losung zu Gleichung (2) ldsst sich mittels der
Green’schen Funktion ermitteln. Es gilt

z(t) :/Oodt’ Git—-tft') = fo{/oodt’ G(t — t’)f/oodt’ G(t — t’)} 1 Punkt
0 T

) _h

W

= fo/ dt' G(t —t')
0
Die hier auftretende (¢t — t') Funktion sorgt dafiir, dass fiir ¢ < ¢’ der Integrand
verschwindet. Zusammen mit der Bedingung ¢’ > 0 folgt daraus, dass
Z(t<0)=0 1 Punkt

Fiir t > 0 gibt es zwei Fille: Entweder 0 < ¢t < 7, dann geht die Integration bis ¢; oder
t > 7, dann geht die Integration bis 7. Man berechnet also

/ dt'o(t — ') sinfw(t — t')]. 1 Punkt
0

t .
dt’ t—t t
z(t) = fo foT ,Sl.n (et ,)), O=t=<rT 1 Punkt
w | [y dt'sin(w(t—t)), T<t
_ Jo cos (w(t t))‘g, o<t<r 1 Punkt
w? cos(w(t—t'))‘o, T<t
1-—- t 0<t
_ j% cos (wt) , <t<rT 1 Punkt 3)
w? | cos(w(t —7)) —cos (wt), 7<t

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung besitzt die Gestalt
Thom(t) = ¢1 cos(wt) + ¢ sin(wt). 1 Punkt
Die Anfangsbedingungen sind erfiillt, wenn ¢; = ¢2 = 0, d.h. axpom(t) = 0, da die
partikuldre Losung fiir ¢ < 0 bereits verschwindet. Die Losung z(t) lautet somit
0, t<0
z(t) = < (fo/w?) [1 — cos(wt)], O<t<rt 1 Punkt (4)
(fo/w?) {coslw(t — )] — cos(wt)}, T <t




(¢) (7 Punkte) Bestimmen Sie die Gesamtenergie des Teilchens E(¢) fiir ¢ < 0 und E (¢) fiir
t > 7 und zeigen Sie explizit, dass beide Ausdriicke zeitunabhéingig sind. Fiir welche Werte
von 7 wird dem Teilchen keine Energie hinzugefiigt, d.h. E. = E.?

In beiden Zeitintervallen lautet das Potential [aus (a)] V (z) =mw?z?/2, und damit ist
die Gesamtenergie

1 1
E(t) = imjtz + amw2x2. 1 Punkt
Aus (4) berechnet man die Geschwindigkeit
0 t<0
p(t) =<’ 1 Punkt
&) {(fg/w){sin(wt) Csinfw(t — 7)), T <t .
und damit berechnet man
E(t <0)=0, 1 Punkt
E _ mfgr, . _ o 2 _ _ 2
t>71)= 502 {sin[w(t — 7)] — sin(wt)}* + {cos[w(t — 7)] — cos(wt)}
_mlsr g ' 1 Punk
=3 [ — sin[w(t — 7)] sin(wt) — cos[w(t — 7)] cos(wt)] unkt
mfg
=3 [1 — cos(wT)], 1 Punkt

wobei wir im letzten Schritt die auf der Formelsammlung angegebene Identitét ver-
wendet haben. Es gilt

FE- und E. sind zeitlich unabhéngig 1 Punkt

Die Energie im Intervall ¢ > 7 verschwindet genau dann wenn wr = 27n mit n € N.
Dies ist der Fall wenn gilt

T = 27TN/W. 1 Punkt




3. Geladenes Teilchen im Magnetfeld (12 Punkte)

Ein geladenes Teilchen (Ladung ¢ > 0, Masse m) bewege sich in einem konstanten Magnetfeld
B = Be, mit B > 0. Dabei wirkt die Lorentzkraft F';, = qv x B auf das Teilchen.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung des Teilchens. Fithren Sie hierbei die
charakteristische Frequenz w = ¢B/m ein.

Die Lorentzkraft, die ein Teilchen fiir B = Be, und E = 0 erfidhrt, lautet
T 0 U
Frp=qrxB=qly|x|0]=qB|—-2], 1 Punkt
z B 0
und damit lauten die Bewegungsgleichungen
T Yy
jl=wl|-2]. 1 Punkt (5)
Z 0

(b) (7 Punkte) Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Anfangsbedingungen 7(0) = (0,0,0)”
und 7(0) = (0,vy,v,)T, wobei 7(t) = [z(t), y(t), 2(t)]”.
Tipp: Zeitliches Ableiten einer Gleichung kann hilfreich sein.

Fiir die z Richtung (£ = 0) findet man mit z(0) = 0 und 2(0) = v, sofort

z(t) = v,t . 1 Punkt

Um die z,y Gleichungen zu entkoppeln leiten wir die erste Gleichung ab, und setzen
die zweite Gleichung darin ein. Wir finden

T =—w?i.
Diese Gleichung ist ein freier harmonischer Oszillator fiir &, mit der allgemeinen Losung
z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) . 1 Punkt

Die dazugehorigen Anfangsbedingungen lauten #(0) = 0 und #(0) = wy(0) = wv,.
Also muss gelten A = 0 und B = v,. Damit berechnen wir die 2- Koordinate zu

&(t) = vy sin(wt) 1 Punkt
2(t) = — Zlcos(wt) — 1], 1 Punkt
w

wobei wir die Anfangsbedigung x(0) = 0 direkt eingesetzt haben. Schlieilich berechnen
wir noch die y Komponente

§ = —wd = —wuvy sin(wt), 1 Punkt

y = vy + vy[cos(wt) — 1] = v, cos(wt), 1 Punkt

Y= %y sin(wt). 1 Punkt
w

Damit lautet die Trajektorie des Teilchens
221 — cos(wt)]
r(t) = 2 sin(wt) . (6)
v,t




(¢) (3 Punkte) Welche geometrische Gestalt hat die Bahnkurve? Skizzieren Sie die Kurve fiir
den Spezialfall v, =0 in der xy-Ebene. Geben Sie im Schaubild die relevante Lénge an.
Die Trajektorie beschreibt eine

Helix (auch Schraube oder zylindrische Spirale genannt) 1 Punkt

die sich um einen in die z Richtung zeigenden Zylinder des Radius
R=v,/w 1 Punkt
wendet. Das Schaubild stellt die Trajektorie (6) fiir v, =0 in der zy-Ebene dar.

y

X 1 Punkt




4. Teilchen im Gravitationspotential (18 Punkte)

Wir betrachten zwei Himmelskérper mit Massen mq und mo an den Orten r; und r5, welche
sich im Gravitationspotential V (ry —ry) = —Gmyma/|r1 —ra| gegenseitig anziehen. Teilaufgabe
(¢) kann bearbeitet werden ohne, dass (a) und (b) vollstindig gelést sind.

(a) (4 Punkte) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fiir die Schwerpunktskoordinate R und
die Relativkoordinate r her.
Die Bewegungsgleichungen fiir 71 und 7o lauten

mify = =V, V(r; —ry) 1 Punkt (7

Moty = =V, V(rs —ry) = +V,., V(ry — ra) 1 Punkt (Vorzeichen)  (8)
Summiert man beide Gleichungen findet man

R=0 1 Punkt (9)

mit der Schwerpunktskoordinate R=(my7r1 +mars)/M und der Masse M =m; + mo.
Multipliziert man Gleichung (7) mit ms und Gleichung (8) mit mq, liefert die Differenz

pir = —VV(r) 1 Punkt (10)

wobei wir verwenden, dass r = ry — ra, V = V,., und g = myms/(mq + ma).

(b) (4 Punkte) Die Funktionen R(t) = Ry + vot und r(t) = ro[cos(wt),sin(wt),0]T sollen
eine Losung zu den obigen Bewegungsgleichungen darstellen. Unterliegen die konstanten
Parameter Ry, vg, 79, und w irgendwelchen Bedingungen? Wenn ja, wie lauten diese?

Da Gleichung (9) fiir beliebige Konstanten Ry und vq erfiillt ist sind

Ry und vg frei wihlbar 1 Punkt
Setzt man die Funktion »(¢) in Gleichung (10) ein, findet man (es gilt mimq = Mpu)
GM
7/Lw21"067~ =—— Mer 2 Punkte
o

mit dem Einheitsvektor e, = r/|r|. Um diese Gleichung zu erfiillen muss gelten, dass

w? = GM/ry (Kepler’sches Gesetz) 1 Punkt (11)

(¢) (6 Punkte) Berechnen Sie im Bezugssystem des Massenschwerpunkts die Energie E und
den Drehimpuls L der Relativbewegung () aus (b). Driicken Sie L = |L| durch die
Parameter G, m1, ms, und rg aus.

Die Energie setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie der rotierenden Masse

E. = u'i’2/2 = m’ng/Q 1 Punkt
und der potentiellen Energie
E,.=—-GMu/ro. 1 Punkt
Man findet also [zweite Gleichung erhilt man durch Substitution aus Gl. (11)]
E = ﬁr%wQ _ GMp = —GMM‘ 1 Punkt
2 ) 279
Der Drehimpuls ist gegeben durch
L = p(r x+) = (0,0, uriw)’. 2 Punkte
Aus Gleichung (11) folgt L = |L| = (GMrg)*/?u, oder
L = myims _Gro 1 Punkt (12)

mi + mo




(d) (4 Punkte) Berechnen Sie mit Hilfe der Drehimpulserhaltung wie sich eine zeitlich verdnder-
liche Masse mo auf den Radius ro auswirkt; d.h. berechnen und interpretieren Sie 7¢(7h2).
Tipp: Es bietet sich an L/L zu berechnen.

Einmaliges zeitliches Ableiten des Drehimpulses (12) liefert die Beziehung

L 1#g 1 2mp+me .
Zzia immzo 2 Punkte
Daraus folgt

(2m1 +ma)ro .
B mo (m1 + mg) mn
Da der Bruch auf der rechten Seite immer positiv ist, nimmt der Abstand zwischen
den Massen zu wenn die Masse ms kleiner wird, d.h. [mit «(¢) > 0]

7o = —a(t) g 1 Punkt

Fo(1hy) = 1 Punkt (13)




5. Die Erde als Scheibe (21 Punkte)

Stellen Sie sich vor die Erde sei eine Scheibe. Im Zentrum der
Scheibe befinde sich der Kontinent Pangaea, vor dessen Kiiste

L
am Punkt (r,0) ein Schiff (Masse m) vor Anker liegt (siehe Skiz-

ze). Nun 16se sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Ankerkette, und das R
Schiff bewege sich reibungsfre: auf dem Wasser. Der Kapitédn

€y

bleibt auf Pangaea zuriick, und muss zusehen wie sich sein Schiff
aufgrund der Erdrotation w = we, (w > 0 konstant) von ihm

entfernt. Sie konnen (b)-(e) losen ohne (a) gelist zu haben. <
(a) (5 Punkte) Es sei r = (z,y)T die Trajektorie des Schiffs aus \
der Perspektive des Kapiténs, d.h. im rotierenden System

(es, €y). Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichungen lauten
P = 2wAT + wr, (14)
und bestimmen Sie die Matrix A.

Im mitrotierenden System (wobei hier P = 0 und w = 0) treten hier die Zentrifugalkraft
F', und die Corioliskraft F', auf. Fiir w = we, berechnet man

0 i j
F.=—"2m|0]|x[|y]=2mw|—-z]|, 1 Punkt
w Z 0
0 0 x 0 —y T
F,=—-m|[0]| x 0] x|y =—mw? 0] x|z | =mw?|y|. 2Punkte
w w z 1 0 0
Somit lauten die Bewegungsgleichungen (wobei r = (z,y)7)
= 2w (_01 (1)> 7+ wir. 2 Punkte (15)
—_———
A

Die Gleichungen (14) lassen sich mittels des Ansatzes 7(t) = Ry '(wt) #(t) mit 7 = (Z,7)” ent-
koppeln, wobei Ry eine 2 x 2 Drehmatrix beschreibt, siehe Formelsammlung. Die resultierende

Bestimmungsgleichung fiir 7 lautet g
r=0.

(b) (7 Punkte) Stellen Sie die Anfangsbedingungen r(0) und 7(0) auf und leiten Sie daraus die
Anfangswerte 7(0) und 7(0) her. Losen Sie die Gleichung (16) mit diesen Anfangswerten,

d.h. bestimmen Sie 7(¢).

Die Anfangsbedingungen des Schiffes lauten
r(0) = (r,0)", #(0) = (0,0)" . 1 Punkt
d.h.
7(t) = Ra(wt)r(t),
7(t) = Ra(wt)r(t) + Ra(wt)i(t).

Damit ergeben sich die Anfangsbedingungen zu

70 = R (0r(0) = (7). ! Puakt
7(0) = Ry(0)r(0) + Ry(0)7(0) = w <(1) _01> (6) = (o.?r) , 3 Punkte
wobei wir

sinwt  coswt

. —sinwt —coswt . 0 -1
Rp(wt) =w ( coswt —sinwt) ’ Rx(0) = w (1 0 ) ’

Ro(wt) = (coswt sinwt)7 Ro(0) = (é (1)>

() = #(0) = ( 0 ) S und 70 =#(0) ¢+ 7(0) = (r:)t) . 2 Punkte

rw

Um eine Beziehung zu # herzustellen, verwendet man den Ansatz r(t) = R, *(wt) #(t),

verwendet haben. Mit diesen Anfangswerten 16st man Gleichung (16) und berechnet




()

(2 Punkte) Bestimmen Sie aus #(t) die Trajektorie r(t).
Mit dem berechneten 7 (t) ergibt sich
7 () = Ro(-wt)?(t) = r (Coswt smwt) ( 1 > _ (coswt—i—wtsmwt

-sinwt coswt wt -sinwt + wt cos wt

> . 2 Punkte

(4 Punkte) Nach welcher Zeit ¢t hat das Schiff den Rand der Erde erreicht, und welche
Weglénge s(tg) hat es dabei aus der Sicht des Kapitéins zuriickgelegt?

Das Schiff hat den Rand erreicht, wenn gilt

R=|r(t1)| =r\/1+w?t?, 1 Punkt

1 [(R\?
— t1 = — () —1. 1 Punkt
w r
Um den zuriickgelegten Weg zu berechnen benéttigen wir die Geschwindigkeit
(1) = rw?t ( coswi ) , 1 Punkt
—sinwt

und deren Betrag |7(t)| = rw?t. Damit berechnet sich der zuriickgelegte Weg zu

2
<R) — 11 , 1 Punkt
r

Il
\
o

h 1 1
s(t1) :/ dt'|r(t')| = zrw?t?
0 2 2

unabhéngig von der Erdrotation.

(e) (3 Punkte) Skizzieren Sie die Trajektorie des Schiffes, die eine Person aus dem Weltall

beobachten wiirde. Diese Person befinde sich in einem Inertialsystem.

Die Trajektorie des Schiffes aus der Weltall-Perspektive ist in Abbildung 17 dargestellt.
Alternativ zu (d) hitte man die Zeit ¢; auch aus dem System der Weltall-Perspektive
bestimmen koénnen. In diesem System bewegt sich das Schiff in einer geraden Linie
in die ey Richtung mit der Geschwindigkeit wr. Die Linge dieser Linie ergibt sich
iiber den Satz des Pythagoras zu s, = vV R? — 72, und damit ergibt sich die Zeit bis
zum Rand als ¢ = s, /wr = (1/w)+/(R/r)? — 1. Hier sieht man schon, dass die Zeit
absolut ist (solange keine relativistischen Effekte betrachtet werden), die Lingen der
Trajektorien hingegen héngen vom Betrachtungssystem ab.

\
€y

3 Punkte (17)

\

Pangaea) T ex

N\

Perspektive aus dem Weltall im fixen Koordinatensystem (ex,ey). Die Trajektorie
des Schiffes ist eine geradlinige Bewegung entlang der ey Richtung.

Dies ist die letzte Seite



