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1. Unabhingige Kurzaufgaben: (25 Punkte)

(a) Betrachten Sie das Kraftfeld
F(r)=a (y223 — 122322, 2zy23, 3zyz? — 6x4z)
in drei Dimensionen. Ist das Kraftfeld konservativ? Begrinden Sie Ihre Antwort.
Losung

1: Die Kraft ist konservativ wenn

V x F =0.
2: Berechnen. Es folgt
o,F, — 0.F, 6ryz? — 6ryz?
VxF=| 0.F,—-0,F. | =a| 3y%2? - 24232 — (3y?2? — 24232) | =0.
0. Fy — 0, F; 2923 — 2y23

Antwort: Die Kraft ist konservativ.
(b) Betrachten Sie das Kraftfeld
F(r)=a(zy®, —2y)
in zwei Dimensionen. Ermitteln Sie die von F(r) geleistete Arbeit entlang der Pfade

n(t)=(t, 0), nt)=(1, t), wt)=(1-t 1-t), telo1].

Diskutieren Sie ob F' konservativ ist.
Losung

1 : Die Kraft auf den Pfaden:



Ohne weitere Rechnungen

2 : Arbeit als Integral iiber ¢

W, =
3 : Die Ableitung
dr
dt
4 : Skalarprodukt
Flr(t)]
Ohne weitere Rechnungen
5 : Integral
W'YQ =

Antwort 1 : die Arbeit betréigt

W, =

W,, = 0.

dr
dtF|r(t)| - —
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0
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Antwort 2 (1 Punkt): Die Kraft ist nicht konservativ, weil die Arbeit entlang eines
geschlossenen Pfades nicht verschwindet.

FEin physikalisches Pendel besteht aus einem massenlosen festen Stab und einer
Masse m am Ende des Stabes. Der Stab wird zundchst vertikal positioniert, wobei
die Masse nach oben zeigt. Die Anfangsgeschwindigkeit sei null. Von dieser Position
aus bewegt sich das Pendel in Richtung des stabilen Gleichgewichts und passiert es
mit einer Winkelgeschwindigkeit von w. Finden Sie die Kreisfrequenz der kleinen
Schwingungen des Pendels (die Reibung kénnen Sie vernachlissigen).

Losung

1: Energieerhaltung (die potenzielle Energie wird vollstndig in die kinetische Energie

umgewandelt)

1 4
2mgl = —ml*w? = = =
2 w?
2: Kreisfrequenz der kleinen Oszillationen
g w
W = —_ = —
¢ I 2
Antwort:
w
Wy = E



2. Newton’sche Dynamik I: (25 Punkte)

FEin Massenteilchen m bewegt sich in 3 Dimensionen aufgrund der Kraft
F =—amr,

wobei o« > 0 eine positive Konstante ist und r der Radiusvektor des Teilchens rela-
tiv zum Koordinatenursprung ist. Finden Sie die Flugbahn seiner Bewegung, wenn im
Anfangsmoment

r(t=0)=roe,, v(t=0)=1ve,,

wobei e, und e, die Einheitsvektoren der x- und y- Achsen sind.
Lo6sung

1: Die Kraft ist eine konservative Zentralkraft, deswegen gilt der Drehimpulserhaltungs-
satz. Wegen der Konstanz des Drehimpulses erfolgt die Bewegung in einer festen Ebene.
Diese sei die xy-Ebene. Alternativ: noch die dritte Bewegungsgleiching fiir z
schreiben wie unten.

2: - und y-Komponente der Newton’schen Gleichung
mr = —maox, miy = —maoy.

dazu kommt
mz = —maoz .

3: Allgemeine Losung der Differentialgleichung (gilt fiir beide)

Z+oar=0 = x(t) = Acoswt + Bsinwt, w?=a.

4: Losung der Gleichung in z-Richtung mit den Anfangsbedingungen
z(0) =19, 2(0)=0 = x(t) = ro cos wt.
5: Losung der Gleichung in y-Richtung mit den Anfangsbedingungen

y(0) =0, 9(0) = = y(t) = 2 ginwt.

w
6: Flugbahn
22 y?
cos?wt +sin®wt = 1 = —2+a—2:1.
o Vo

Dazu noch z =0
Antwort: Die Flugbahn ist eine Ellipse

1’2 y2
T (Y
0 0



3. Newton’sche Dynamik II: (25 Punkte)

FEin kleiner Stab A, der auf einer glatten horizontalen Ebene ruht, ist mit Fdden an
einem Punkt P (siehe Abbildung) und mit Hilfe einer schwerelosen Rolle an einem
Gewicht B befestigt, das die gleiche Masse wie den Stab selbst besitzt.

Auflerdem ist der Stab auch an einem Punkt O mittels einer leichten, ungedehnten
Feder der Linge ly und der Federkonstante k = 5mg/ly befestigt, wobei m die Masse
des Stabes ist. Nachdem der Faden PA abgeschnitten wurde, beginnt sich der Stab zu

bewegen. Finden Sie seine Geschwindigkeit in dem Moment, in dem er von der Ebene
abhebt (fliegt).

NN
©

Lo6sung

1: Newton’sche Gleichung wihrend der Bewegung bevor Trennung
mg+T+ N + F, =ma.

F',; steht fiir die elastische Kraft der Feder.

2: Die y-Komponente der Newton’schen Gleichung

N+ F,cos —mg = 0.



3: Im Trennungspunkt soll die Normalkraft verschwinden

N =0.

4: Wir bestimmen die Verldngerung der Feder am Trennungspunkt. Die Lange der Feder
zum Zeitpunkt der Trennung ist Iy + Al.

lo N koAl
lo + Al L+ Al

Fy=kAl, F,cosf=mg, cosf=

Fir k = 5mg/ly

5Al . lo 4 . 3
lo+ Al 4 5 5

5: Energiebilanz im Moment der Trennung. Die kinetische Energie der beiden Massen
kAL

betragt 2m2”2. Die Potentielle Energie der Feder wegen der Verlingerung: “5~. Die

Potentielle Energie der hiingenden Masse hat sich um mg\/ (Io + Al)?2 — [2 erniedrigt.

mv? kAP 3 5 19
= 2— — A 2 _ ]2 2 = et — = — .
0 5t mg\/(lo—i- 1?2 —13 = v® = gl (4 16-2) 32910
Antwort:
_ o
vV = 32g 0-
. Freier Fall im Kegel: (25 Punkte)

FEin Massenpunkt der Masse m befindet sich auf der inneren reibungslosen Oberfliche
eines unendlich hohen, geraden Kreiskegels mit halbem Offnungswinkel von 45°. Die
Achse des nach oben gedffneten Kegels steht senkrecht zur Erdoberfliche. Auf den Mas-
senpunkt wirkt die tibliche Gravitationskraft.

45°145°

(a) (10 Punkte) Die Anfangsgeschwindigkeit mit Betrag vy ist horizontal ausgerich-
tet. Wie muss man die Anfangshohe zy(vo) wdhlen, sodass die Hhe konstant bleibt,
2(t) = 2.

1. Variante: Die Position des Massenpunktes R = re, + ze, und r = z (e, ist der
radiale Einheitsvektor in der x-y Ebene). Die gesamte Kraft, die auf den Massen-
punkt wirkt:
N
F = —mge, + —=(e, —e;),

V2



wobei N der noch unbekannte betrag der Reaktionskraft ist. (cos45° = sin45° =
1/v2)

Wenn die Hohe konstant bleibt, der einzige Beitrag zur Beschleunigung ist die Zen-
tripetalbeschleunigung. Die ist gegeben durch (Polarkoordinaten r, o)

.2 U%
a=—Try er:—7er .

aus F = ma erhalten wir N/v/2 = mv2/r und N/v/2 = mg. Daraus folgt

2. Variante: Wir benutzen Polarkoordinaten in der x-y Ebene (r, ¢). Auf der Kegel-
Oberflache gilt z = r. Die Kraft die auf den Massenpunkt wirkt ist zentral in der
x-y Ebene. Das bedeutet, dass die z-Komponente des Drehimpulses erhalten ist:
L. = mr*p = const. Das effektive Potential lautet (z = r)

L? L?
Veg(r) =V (r) + o3 — T + S

Die Losung mit konstantem r entspricht dem Minimum von Vig(r). Wir erhalten
im Minimum)

d‘/eff(r) o Lz .
dr my mr3 0.

Aus der Anfangsbedingung folgt L, = mrvy. Das ergibt wieder
2

Y

r=zo(vg) = — .

g

(15 Punkte) Wir bleiben bei der gleichen horizontalen Anfangsgeschwindigkeit vg.
Die neue Anfangshohe ist jetzt aber nach oben verschoben z(t = 0) = z(vg) + Az.
Zeigen Sie, dass die Hohe als Funktion der Zeit oszilliert. Finden Sie die Oszillati-
onsfrequenz fir den Fall Az < zy(vp).

1. Variante: Wir nehmen jetzt nicht an, dass die Hohe konstant bleibt und lei-
ten die Bewegungsgleichungen her. Dafiir brauchen wir die Beschleunigung. Wir
berechnen erst die Geschwindigkeit:

V:R:fer+¢ez+rér = re, +re, + rye,
(hier e, = (cos g, sing, 0) und e, = (—sin g, cos ¢, 0)). Die Beschleunigung lautet
a=R =jie, +ie, + 21é, + 18, = i'e, + i'e, + 2ipe, + rpe, — ro’e, .
Aus F = ma erhalten wir

—mg = mf (ez)



Die dritte Gleichung entspricht dem Erhalten der z-Komponente des Drehimpulses.
Man kann das wie folgt sehen: L, = mr2p und

dL,/dt = mr(2ro+1p) =0
Also L, = const. und

L,
mr?

@ =
Wir addieren die zwei ersten Gleichungen und erhalten
2

z

mr3

2mit = —mg + mry? = —mg +

Diese Gleichung kann man mithilfe eines Potentials schreiben:

L2 dVl(r)

i — _
mr mg + - I ,
wobel
L2
Ve = .
g(r) = mgr + S

Die Besonderheit ist, dass auf der linken Seite 2m statt m steht. Das Potential hat
ein Minimum gegeben durch

L2 1/3

Sowohl fiir r — 0 als auch fiir r — 400 gilt Vog — +o00. Das bedeutet dass die
Bewegung immer beschrankt ist, also » (und damit auch z) oszilliert.

Fiir kleine Oszillationen um das Minimum (r = 7y, + 6r) kann man die effektive

Kraft entwickeln:
_d‘/eﬂ(r) —~ _d‘/eﬂ(rmin) . d2%ff(7nmin) (57’ —0— dQ‘/;ﬂ(Tmin)

dr dr dr? dr? or

Das ergibt
 dVeg(r) _ 3L2
dr ot

min

or = —3m®3 g3 L7236

Die Bewegungsgleichung jetzt lautet
6 = —(3/2)ym*3 g*3 L2361 .
Also die Oszillationsfrequenz ergibt sich als
W = (3/2)m?/3 g3 LT3
In unserem Fall L, = m(zo + Az)vy ~ mzovg = mvg/g. Wir erhalten

w? = (3/2)¢%/v5 -



2. Variante: Das effektive Potential wird direkt geschrieben analog zum Keppler

problem:
L2
Verr(r) = =
ff(r) mgr + 2mr2
Die gesamte Energie lautet
mi-?
E =2 T + ‘/eff(r) .

Der Koeffizient 2 bei der kinetischen Energie erklart sich dadurch, dass die radiale
Geschwindigkeit v/27 betrigt. Weiter analog zur 1. Variante.

Hinweise: Aufgabe a) lisst sich einfach durch die Bilanz der Krdifte losen. Dann kann

man b) mit Hilfe der Bewegungsgleichungen losen. Die Polar-Koordinaten (Kugel-Koordinaten)
kénnten praktisch sein. Alternativ lassen sich a) und b) losen in dem man das Problem
dhnlich zum Keppler-Problem beschreibt. Betrachten Sie die erhaltene Drehimpulskom-
ponente und fiihren Sie das efffektive Potential ein.

Bonusfrage (5 Punkte). Warum fillt die Minze immer durch das Loch im Spendent-
richter?

Reibung.



