Aufgabe 2: Reibungskraft (20 Punkte}

Zur Erforschung einer neuen viskosen Fliissigkeit soll das in ihr geltende Reibungsgesetz erforscht werden.
Fiir den Betrag der Reibungskraft wird der Ansatz Fi = av? mit o, 8 > 0 gewiihlt, wobei v der Betrag der
Geschwindigkeit ist. Um o und 8 zu bestimmen, wird eine Kugel der Masse m aus der Hohe h senkrecht
(mit Anfangsgeschwindigkeit v(0) = 0) fallen gelassen und ihre Geschwindigkeit gemessen. v(t) erfiillt
also die Bewegungsgleichung

mi = mg — av”. (1)

Diese Gleichung kann man i.A. nicht analytisch lésen.

a) (6 Punkte) Fiir t — oo strebt v gegen eine Grenzgeschwindigkeit vg. Bestimmen Sie vg und
eliminieren Sie @ und m zugunsten von vg, d.h. driicken Sie © durch g, vg und 8 aus. Benutzen Sie diese
Formel in allen folgenden Teilaufgaben.

Hinweis: Zur Vermeidung von Fliichtigkeitfehlern iiberpriifen sie am besten Thre Formel fiir v = 0 und fiir
v =vg. .

b) (4 Punkte) Um auch § zu bestithmen bendtigen wir eine zweite Messung. Dazu studieren wir die
Bewegung fiir grofie Zeiten, zu denen '
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klein ist, und zwar 0 < w < 0.1. Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung fiir w.

¢) (6 Punkte) Entwickeln Sie die Bewegungsgleichung in w zur ersten Ordnung, sodass Sie eine li-
neare Differentialgleichung finden. Losen Sie diese Gleichung, wobei Sie die Integrationskonstante durch
wp := w(tg) ausdriicken.

d) (4 Punkte) Fiir vg = 9,8 misst man, dass sich die fallende Kugel in At = 0,23 s von 0,9vg auf
0,95 vz beschleunigt. Bestimmen Sie aus dieser Information /3.

Aufgabe 3: Corioliskraft (20 Punkte)

Der Ort 7 eines Fahrzeugs sei durch die Kugelkoordinaten r,6,¢ bestimmt. Das Fahrzeug fahre auf
der Nordhalbkugel der Erde mit Geschwindigkeit 7 = vgyg€p + vost€p. Die Winkelgeschwindigkeit der
Erdrotation ist @ = wé.. "

a) (4 Punkte) Beweisen Sie die Beziehung

€, = €rcosf — Epsind. (3)

b) (6 Punkte) Berechnen Sie die Coriolisbeschleunigung
dc = —@ X ), (4)
die auf das Fahrzeug wirkt. Geben Sie Thr Ergebnis in Kugelkoordinaten, also in der Form dg = a,.é, +
agep + G‘Q‘)qu ar.
c¢) (6 Punkte) Betrachten Sie den Fall, dass das Fahrzeug sich nach Siiden bewegt. Durch die Corio-
lisbeschleunigung wird es in West-Ost-Richtung abgelenkt. Berechnen Sie vgg(t), wobei Sie vgyq, € und
i

&9, als zeitlich konstant annehmen diirfen. Berechnen Sie s(t) = / dt'vosi(t'). Wird das Fahrzeug nach
0
Westen oder Osten abgelenkt?
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d) (4 Punkte) Betrachten Sie das Zahlenbeispiel mit vggq = 40?, 6 = 45° und w = i

grofy ist s(t) fiir ¢ = 60 s, d.h. wie weit kommt das Fahrzeug in einer Minute aus der Spur?
Es reicht aus, wenn Sie das Ergebnis auf zwei signifikante Stellen angeben.

| oo

Aufgabe 4: Aufzug (20 Punkte)
Ein Aufzug verbindet Bahnhofshalle bei z = 0 mit einem Bahnsteig bei z = h. Die Steuerung ist so
programmiert, dass der Aufzug mit kleiner Geschwindigkeit v,o losfihrt und ankommt, und zwar geméf

|2| = az(h — 2) + v, mit o, vzg > 0. (5)

a) (4 Punkte) Berechnen Sie die Koeffizienten A und B der Partialbruchzerlegung

1 A B . h Uz h U0
= t ==(1—¢/1+4 . =—(14+4/14+4—}.
azlh—2)+v,0 2—24 . z2—2zB" TEAE g ( + ah2) BE= V B ah?

b) (2 Punkte) Welche Vorzeichen haben z — z4 und-2p — 2 fiir z € [0, h]?

¢) (4 Punkte) Ab jetzt betrachten wir‘einen aufwirts fahrenden Aufzug, 2 > 0. Bestimmen Sie z(t) aus
Gl (5) fiir z(0) = 0. Achten Sie darauf, dass Argumente von Logarithmen positiv sind. Verwenden Sie ab
jetzt A, z4 und zp, sie brauchen diese Gréfien nicht durch o, h und v, auszudriicken.

d) (4 Punkte) Zu welcher Zeit T erreicht der Aufzug den Bahnsteig? Hinweis: h = 24 + 23.

e) (6 Punkte) Wir betrachten den Fall v, < ah?/2. Fiir welche z wird die Beschleunigung # minimal
bzw. maximal?

Aufgabe 5: Schwingu.ngsdiﬂerenﬁialgleichung (20 Punkte)
Die Lésung von

mi + mw?z = Fy 0(t)e™* (6)

fiir m,w, o > 0 und Fy € R liisst sich schreiben als z(t) = @j,(t)+;(t), wobei zj(t) = Asin(wt)+ B cos(wt)
mit A, B € R die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist, und 2;(¢) mit Hilfe der
retardierten Greenschen Funktion

. 0 fﬁrtst’,
Gfp =< #{ Losin[w(t—¢)] firt>t,

mw

’ ;
fiir t > 0 als 2;(t) = f dt' G(t —t') Fp e " bestimmt werden kann.

a) (8 Punkte) Berec?hgen Sie z;(t). :

Hinweise: (i) siny = (e — e™*)/(2i), (ii) Fassen Sie die Terme so zusammen, dass im Ergebnis alle
Summanden reell sind, (iii) Uberpriifen Sie 2;(0) = 0 in Threr Lésung.

b) (7 Punkte) Bestimmen Sie nun Fy und « fiir vorgegebenes w, 4 und B so, dass unsere Schwingung fiir
t — oo verschwindet, d.h. tliglo x(t) = 0. Welche Bedingung miissen die Vorzeichen von A und B erfiillen,
damit es eine solche Losung gibt?

c) (5 Punkte) Bestimmen Sie fiir die in Teilaufgabe (b) gefundene Losung die Energie der schwingenden
Masse E(t) = g (22 + w?a?) fiir t > 0, ausgedriickt durch Fp, o und w.



Aufgabe 6: Traktrix (20 Punkte)

Ein Mensch geht auf der y-Achse von y = 0 in Richtung y > 0 und zieht |
einen auf rauer Fliche liegenden Gegenstand an einem Seil mit Linge a 1
hinter sich her. Das Seil spannt sich also tangential zur Kurve (z,y(z)),
die der Gegenstand durchléuft.

a) (3 Punkte) .
aus. Hinweis: Welches Vorzeichen hat dy?

b) (3 Punkte) Driicken Sie g—i durch z und a aus.

.. (@0)

c) (4 Punkte) Bestimmen Sie y(z) zu y{a) = 0.
d) (2 Punkte) - Wir betr achten nun den ze1tabhang1gen Weg (0, Y () des Menschen mit Yar(0) = 0
und Y (t) > 0. Zeigen Sie

d
T (YM y) = prad oL

. d
e) (4 Punkte) Driicken Sie (fiir ¢ > 0) y durch ¥y, x und a aus. Hinweis: § = z%
' f) (4 Punkte) Berechnen Sie & und v = /&% 4 2, ausgedriickt durch Yj;, z und a. Geben Sie v/Yay

fiir Yy = 0 und Yy — oo an.

Formelsammlung
.. ) 0 fir t<0
A: Heaviside-Funktion: 6(t) := { 1 fir £30
sinf@ cos ¢ cos# cos ¢ —sing
B: € = | sinf sing eg = | cosf) sing €y = | cosg
cos —sinf 0
€y xé'g—§'¢, _‘()X _,‘¢: _:,-, é’é Xé}-zé‘g
LOS450_L:£:0.707..., cos 180° = —1, In2=0.69...
V2 2

tr R(d;) =1+4+2cos¢
(14 2)° =1+bz+0O(z?)
Fallbeschleunigung in Erdndhe: g = 9,8 7.

Wi :
/ \/szdz=\fl—bz—ln(\/l—b2+1)+lnb
1
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Nichste Termine:

e Termin und Ort der Klausureinsicht ist der 21. Februar von 14:00 - 16:00 Uhr im Seminarraum 6/1.

e Die miindlichen Priifungen der Studierenden, die zweimal die schriftliche Priifung nicht bestanden
haben, werden am 29.2.2024 und 1.3.2024 im Biiro 11/14 stattfinden. Sie bekommen per E-Mail
eine Uhrzeit zugewiesen.

Alle Raume sind im Geb#nde €S30.23. Achten Sie auf Anderungen der Termine im ILIAS!



