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Lesen Sie den folgenden Text zu Beginn der Klausur bitte sorgfiltig durch!

Bitte schreiben Sie oben in jedes Késtchen maximal einen Buchstaben oder eine Ziffer. Schreiben Sie
nichts in die Punktetabelle, sie dient der Korrektur. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen und Thre
Matrikelnummer und nummerieren Sie Ihre Blétter fortlaufend durch. Was nicht bewertet werden soll,
ist deutlich durchzustreichen. Bitte kennzeichnen Sie die Endergebnisse der Teilaufgaben deutlich, z.B.
durch doppeltes Unterstreichen. Wenn Sie mehr Papier brauchen, heben Sie bitte die Hand.

Legen Sie bitte zu Beginn der Klausur Thre Studentenausweise neben sich auf den Tisch; sie werden
wihrend der Klausur kontrolliert. Wer seinen Studentenausweis vergessen hat, verwendet einen anderen
Lichtbildausweis.

Die Benutzung elektronischer Geréte (Taschenrechner, Mobiltelefone, Tablet-Computer,...) oder anderer
Hilfsmittel (Fachbiicher, Aufzeichnungen, éltere Geschwister...) ist nicht gestattet.

Wer zur Toilette geht, gibt das Aufgabenblatt und seine Losungen beim Aufsichtspersonal ab und erhélt
alles anschlieflend zuriick. Es ist erlaubt, die bearbeitete Klausur vor Ablauf der Bearbeitungszeit von 2
Zeitstunden abzugeben und den Raum zu verlassen. Jedoch: In den letzten 20 Minuten der Bearbeitungs-
zeit darf niemand mehr den Raum verlassen!

Heften Sie die Blatter mit Thren Losungen der Klausuraufgaben zusammen, mit diesem Deckblatt als
erster Seite. (Die Klausuraufsicht hilft beim Klammern; die Verantwortung fiir die Vollstindigkeit der



eingereichten Klausur liegt jedoch bei Thnen.) Die iibrigen Seiten der Aufgabenstellung miissen nicht ab-
gegeben werden. Bitte schreiben Sie auch keine Losungen auf den Aufgabenzettel. Es gibt keine Punkte
auf richtiges Rechnen mit falschem Ansatz! Hinreichend zum Bestehen der Klausur sind 60 Punkte. Emp-
fehlung: Lesen Sie unbedingt vor der Bearbeitung der Aufgaben die Formelsammlung am Ende durch,
damit Sie auf die richtigen Ideen kommen. Sie diirfen sich ohne Beweis auf diese Formeln beziehen.

Aufgabe 1: Verstédndnisfragen (20 Punkte)

Kreuzen Sie die richtigen Antworten an, es ist in jeder Teilfrage mindestens eine Antwort richtig. Korrekte
Kreuze geben zwei Punkte, falsch gesetzte Kreuze geben —2 Punkte. Ist die Summe aller Punkte von
Aufgabe 1 negativ, so werden 0 Punkte verbucht. Begriindungen fiir die Antworten sind nicht erforderlich.

Sl

0 beschreibt ...
-1

a)  Die Matrix

S
|
oG

..eine Drehspiegelung um die z-Achse mit Winkel 45°,
..eine Drehung um die z-Achse mit Winkel 45°,
..eine Drehung um die z-Achse mit Winkel 180°,

..eine Drehung um eine Achse, die in der (z,y)-Ebene liegt, mit Winkel 180°.

=000

b) Eine Masse m bewegt sich im erdnahen Schwerefeld mit F= —g€,, g =const., und Anfangsge-
schwindigkeit @y = (v0,0,v.0)7, wobei vy0 > 0, v, > 0 ist.

Die Bahnkurve ist eine Parabel, die sog. Wurfparabel.

Die Masse iibt auf die (als co-schwer angenommene) Erde die Kraft ﬁErde = mgé, aus. (actio =
reactio)

[ | Die z-Komponente der auf m wirkenden Kraft nimmt zunéchst stetig im Betrag ab, wechselt im
Scheitelpunkt der Bahnkurve das Vorzeichen und nimmt dann im Betrag wieder zu.

Die potentielle Energie von m ist am Punkt der Bahnkurve maximal, an dem v, = 0 ist.

c¢)  Die Corioliskraft. .. ...

... fithrt auf der Nordhalbkugel zu einer Kreisbewegung von Tiefdruckgebieten im Gegenuhrzei-
gersinn,

...lenkt die von Norden oder Siiden auf den Aquator strémende Luft nach Westen ab (Passat-
wind),

[ ] ...lenkt die von Norden oder Stiden auf den Aquator stromende Luft nach rechts ab (Passatwind),

... existiert in rotierenden Bezugssystemen und steht senkrecht auf der Rotationsachse.

d) Ein zeitunabhiingiges Kraftfeld F(7) habe in jedem Punkt 7 € R? die Eigenschaft V x F = 0. Dann
gilt:

[] F ist Zentralkraft, also F(7) = F(|]).

Es gibt ein Potential V(7) mit F = —VV.

Fiir Bewegungen im Kraftfeld gilt Energieerhaltung.

Die geleistete Arbeit WC] = fc F.ds héngt von den Endpunkten des Weges C, aber nicht von
seinem Verlauf ab.




Aufgabe 2: Reibungskraft (20 Punkte)

Zur Erforschung einer neuen viskosen Fliissigkeit soll das in ihr geltende Reibungsgesetz erforscht werden.
Fiir den Betrag der Reibungskraft wird der Ansatz Fr = av® mit a, 8 > 0 gewiihlt, wobei v der Betrag der
Geschwindigkeit ist. Um o« und 8 zu bestimmen, wird eine Kugel der Masse m aus der Hohe h senkrecht
(mit Anfangsgeschwindigkeit v(0) = 0) fallen gelassen und ihre Geschwindigkeit gemessen. v(t) erfiillt
also die Bewegungsgleichung

mio = mg — av’. (1)

Diese Gleichung kann man i.A. nicht analytisch 16sen.

a) (6 Punkte) Fiir ¢t — oo strebt v gegen eine Grenzgeschwindigkeit vg. Bestimmen Sie vg und
eliminieren Sie o und m zugunsten von v, d.h. driicken Sie © durch g, vg und S aus. Benutzen Sie diese
Formel in allen folgenden Teilaufgaben.

Hinweis: Zur Vermeidung von Fliichtigkeitfehlern {iberpriifen sie am besten IThre Formel fiir v = 0 und
fir v = va.

Es gilt v = vg fiir o = 0. 2 Punkte

1/8
Gl (1)= mg-— avg =0, vg = (E) 2 Punkte
a

N
v= g |1l — () . 2 Punkte
VG

b) (4 Punkte) Um auch § zu bestimmen benétigen wir eine zweite Messung. Dazu studieren wir die

Bewegung fiir grofle Zeiten, zu denen
v
=1-— 2
w o (2)

klein ist, und zwar 0 < w < 0.1. Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung fiir w.

v=vg(l—w) 1 Punkt

V= —vquw 1 Punkt
w=-—— = -9 |1 - (1—w)5] 2 Punkte
vG vG
c) (6 Punkte) Entwickeln Sie die Bewegungsgleichung in w zur ersten Ordnung, sodass Sie eine

lineare Differentialgleichung finden. Losen Sie diese Gleichung, wobei Sie die Integrationskonstante durch
wp := w(ty) ausdriicken.




N [1 - (1-pBw)+0w?)] = _98 2 Punkte
(Ve (e
95,
w(t) = Ce YG 2 Punkte
—%(t — to)
w(t) = w(tg)e VG 2 Punkte

Es ist nicht notig, Zwischenschritte wie Inw(t) = C’ 4 t anzugeben.

d) (4 Punkte) Fiir vg = 9,8 misst man, dass sich die fallende Kugel in At = 0,23 s von 0,9 vg auf
0,95 v beschleunigt. Bestimmen Sie aus dieser Information f.

w(to) = 0,1, w(to + At) = 0,05, 1 Punkt
9B
—Z=At
wi(to + At) = 1 = e VG 1 Punkt
w(to) 2
—@At = —In2
vG
In2
8= vant 1 Punkt
p 0.69s
0235 >0 o

Aufgabe 3: Corioliskraft (20 Punkte)

Der Ort 7 eines Fahrzeugs sei durch die Kugelkoordinaten r,6,¢ bestimmt. Das Fahrzeug fahre auf
der Nordhalbkugel der Erde mit Geschwindigkeit 7 = vguq€p + vosi€g. Die Winkelgeschwindigkeit der
Erdrotation ist & = we,.

a) (4 Punkte) Beweisen Sie die Beziehung

€, = €rcosf — éypsin. (3)
Mit Gleichung B gilt
sin @ cos ¢ cos ) cos ¢ 0 0
€rcosf —epsinf = | sinf sing | cosd — | cosf sing | sinf = 0 =|(0] =¢,
cos 6 —sinf cos® @ + sin? @ 1

Es gibt entweder 4 oder 0 Punkte.
b) (6 Punkte) Berechnen Sie die Coriolisbeschleunigung

ic = —@& x T, (4)

die auf das Fahrzeug wirkt. Geben Sie Ihr FErgebnis in Kugelkoordinaten, also in der Form
do = ar€r + agey + a¢é'¢ an.




Wir berechnen mit Gl. C:

—

c = —w(€cosf — €psinf) x (vsua€s + vost€s)

= —w(vsid cos B€y — vos; cos By — v sin be;.) .

Also ist a, = wvos sinf, ag = wvos; cosf und ag = —wusgq cos jeweils 2 Punkte.

c) (6 Punkte) Betrachten Sie den Fall, dass das Fahrzeug sich nach Siiden bewegt. Durch die

Coriolisbeschleunigung wird es in West-Ost-Richtung abgelenkt. Berechnen Sie vog (), wobei Sie vgyq, 0
t

und €, ¢ 4 als zeitlich konstant annehmen diirfen. Berechnen Sie s(t) = / dt'vost (). Wird das Fahrzeug
0
nach Westen oder Osten abgelenkt?

Es ist (2 Punkte)
t
vost(t) = /dt'ﬁc €y = —wtvgq cosb
0

Und damit ist (3 Punkte)

t
1
s(t) = /dt,UOst(t,) = _§w t2 vgid cos b .
0

Das Auto wird also nach Westen abgelenkt (1 Punkt).

d) (4 Punkte) Betrachten Sie das Zahlenbeispiel mit vgyg = 40@) 6 = 45° und w =
s

grof} ist s(t) fiir ¢ = 60 s, d.h. wie weit kommt das Fahrzeug in einer Minute aus der Spur?
Es reicht aus, wenn Sie das Ergebnis auf zwei signifikante Stellen angeben.

Das Fahrzeug weicht etwa 3,8 m ab. (Es gibt entweder 4 oder 0 Punkte.)

Aufgabe 4: Aufzug (20 Punkte)
Ein Aufzug verbindet Bahnhofshalle bei z = 0 mit einem Bahnsteig bei z = h. Die Steuerung ist so
programmiert, dass der Aufzug mit kleiner Geschwindigkeit v,q losfahrt und ankommt, und zwar geméfl

2] = az(h — 2) + v.0, mit o, v,9 > 0. (5)

a) (4 Punkte) Berechnen Sie die Koeffizienten A und B der Partialbruchzerlegung

1 A B . h V20 h V20
— t =—(1—4/1+4 =—1(1 1+4 .
az(h—z)+v,0 2z—24 + z—2p it 24 2 < + ah2) ) CB 2 ( * * ah?

A N B (A+B)z—Bzy— Azp 1 1
2—24 z—23 (z—24)(z — 2zB) - az(h —z) + vy
= A=-B 1 Punkt
1
und A= — — 3 Punkte
(zB — z4)



Es ist erlaubt, aber nicht notwendig, hier zp — 24 durch h,/1 + 4224 auszudriicken.

b) (2 Punkte) Welche Vorzeichen haben z — z4 und zp — z fiir z € [0, h]?

24<0 = (2—24)>22>0 1 Punkt
zp>h = (2p—2)>Mh—-2)>0 1 Punkt

Die Punkte gibt es fiir die richtige Antwort, die gezeigte Herleitung ist nicht erforderlich.

c) (4 Punkte)  Ab jetzt betrachten wir einen aufwirts fahrenden Aufzug, 2 > 0. Bestimmen Sie z(t)
aus Gl. (5) fiir 2(0) = 0. Achten Sie darauf, dass Argumente von Logarithmen positiv sind. Verwenden
Sie A, z4 und zp, sie brauchen diese Groflen nicht durch «, h und v,9 auszudriicken.

z
alz(h —2) +v.0
|: A A :|'
- z=1

Z—2ZA Z—2ZB

? A A
/ { - - = }dzlz t 1 Punkt

0 L2'—2z4 2 —2zpB

Der Punkt wird auch gegeben, wenn ein unbestimmtes Integral angegeben wird und die Integationskon-
stante spéater aus z(0) = 0 bestimmt wird.

z A A - z
t:/ [/ - = }dz/:A[an ZA/]
0o LZ—2z4 2 —zpB zp— 2],

:A{lnz_zA—ln_ZA]

3 ZB

ZZB — ZAZB
ZZA — ZAZB

=Aln 1 Punkt Gl. (Lsg-4c)

t
€A (224 — ZAZB) = 2ZB — ZAZB
t t
z <€AZA — z3> = zZAZB (eA — 1)
t
ed —1
= Z = —zp2p ——— 2 Punkte
ZB — ZA€A

d) (4 Punkte) Zu welcher Zeit T erreicht der Aufzug den Bahnsteig? Hinweis: h = z4 + zp.

Gl. (Lsg-4c) fiir t =T und z = h:

T =Aln (h = 24)2p 3 Punkte
(h—z2B)za
Z% ZB
Verwende z4 + zg = h : T =A In—=— = 2A In 1 Punkt
(—za) —zA



Achtung: Die Losung T = 2A1n i—’j ist wegen zp/z4 < 0 falsch, da der Logarithmus dann einen Imagi-
nérteil # 0 hat.

e) (6 Punkte) Wir betrachten den Fall v,9 < ah?/2. Fiir welche z wird die Beschleunigung ? minimal
bzw. maximal?

Gl (5) = 2= az(h—z2)—azz

= az(h —22) 1 Punkt
©) alh —2z2) [az(h — z) + v 1 Punkt Gl. (Lsg — 4e)
Es ist natiirlich auch korrekt, diese Formeln aus 2 = A(z — z4)(z — zp) abzuleiten:

2= Az(z—zp)+ Ai(z — z4) = AZ(2z2 — z4 — 2B)

= A%(z—24)(z — 2B)(22 — 24 — 2B).

Minimum/Maximum von Z:

0 = diz = 60222 — 6a’hz + o®h® — 2av, 1 Punkt
z

alternativ: 0= A* (62% — 62(z4 + z5) + 23 + 4za2p + 23%)

Nullstellen liefern Extrema:

h 1+4 h? h 1+4 h?
Zextr1 = 5 |1 — \/4—1}20/(@ , Zextr2 = = |1+ \/W 2 Punkte
2 3 2 3
alternativ: =z _zatZzp F 2B~ ZA
. extr1,2 — 2 2\/§
Nun ist wegen v, < oh? /2 die Bedingung zextr1 > 0 erfiillt und wegen zexiro = h — Zextr1 liegen

also beide Extrema im Intervall [0, h]. D.h. Fahrgiiste im Aufzug erfahren tatséchlich diese extremalen
Beschleunigungen. Fiir die alterntive Losung findet man das Ergbnis so: zp — 24 = hy/1+43% <

hW1+2=hV3= (z4 + zB)\/g, also

ZA+ 2B ZA+ 2B

2 5 Y

Zextrl >

Die Verifizierung zextr1,2 € [0, h] war nicht gefragt in der Aufgabe, daher gibt es hier weder Punkte noch
Punktabzug. (Verletzt man die Bedingung v,o < «h?/, so sind die extremalen Beschleunigungen der
Aufzugfahrt bei z = 0 und z = h.)

Aus Gl. (Lsg-4e) lesen wir ab, dass 2 > 0 ist fir 0 < z < h/2 und 2 = 0 bei z = h/2. Auflerdem ist
Zextr1l < % Damit kann zexty1 kein Minimum von Z sein, denn Z(zextr1) > 2(h/2) = 0. Also

Zmax D€l Z = Zextril, Zmin b€l 2 = Zextr2. 1 Punkt



Aufgabe 5: Schwingungsdifferentialgleichung (20 Punkte)

Die Losung von
mi + mw?x = Fy0(t)e ™ (6)

fiir m, w, @ > 0 und Fy € R ldsst sich schreiben als 2:(t) = x(t)+z;(t), wobei () = Asin(wt)+ B cos(wt)
mit A, B € R die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist, und x;(¢) mit Hilfe der
retardierten Greenschen Funktion

N 0 fir £ < ¢/,
Glt—t) = { Losinjw(t—t)] firt>¢,
t /
fiir t > 0 als z;(t) = / dt' G(t —t') Fye™®" bestimmt werden kann.
0
a) (8 Punkte) Berechnen Sie z;(t).
Hinweise: (i) siny = (e" — e "¥)/(2i), (ii) Fassen Sie die Terme so zusammen, dass im Ergebnis alle
Summanden reell sind, (iii) Uberpriifen Sie x;(0) = 0 in Ihrer Losung.

F t . . , 4 . ,
zi(t) = 5 0 / dt’ {eMte(ﬂw*a)t - eﬂwte(’w*a)t} 2 Punkte
mwi Jo
) 9t ) 9t
F ) (—tw—a)t ) (iw—a)t
= 0 e [e — e Wt 6,7 2 Punkte
2mws1 —lWw — « W — o
F
— 0 : efat : 1 . efat : 1
2mwi —iw — o W —
eiwt e—iwt
—Ww - W —

Fy [e_at 24w

2mwi w? 4+ a?
(iw — a)e™t — (—iw — a)e” ™!
w? 4 a?
Fo[ _u w w cos(wt) — asin(wt)
= —_— e p—
mw w? + a? w? +a?

F —at i t) — t
_ Fo wer ™+ asin(wt) — w cos(wi) 4 Punkte
mw w? +a?

b) (7 Punkte) Bestimmen Sie nun Fy und « fiir vorgegebenes w, A und B so, dass unsere Schwingung
fir t — oo verschwindet, d.h. tlim z(t) = 0. Welche Bedingung miissen die Vorzeichen von A und B
— 00

erfiillen, damit es eine solche Losung gibt?

Foy

—mw + B| cos(wt) 2 Punkte



Die Schwingung verschwindet genau dann fiir ¢ — co, wenn

A= —La, B = Lw = L. 2 Punkte
mw(w? + o?) mw(w? + o?) m(w? + a?)
Also:
A A
B —g = a = —wE 1 Punkt
und  Fy = m(w? +ao?)B 1 Punkt
Wegen o, w > 0 miissen A und B entgegengesetzte Vorzeichen haben, also AB < 0. 1 Punkt

Masse E(t) = m (i + w?a?) fiir t > 0, ausgedriickt durch Fy, o und w.

c) (5 Punkte) Bestimmen Sie fiir die in Teilaufgabe (b) gefundene Losung die Energie der schwingenden

2
Fy
t — —at
z(t) m(w? + a?) c
E
= — ie_o‘t, 1 Punkt
m(w? + a?)

m Fo ? —2at (.2 2 Fy —2at
Et) = — — a = — Y 4@ 4 Punkt
(t) 5 <m(w2+a2)> € (O‘ +w?) 2m(w2+a2)e ULELE

Aufgabe 6: Traktrix (20 Punkte)

Ein Mensch geht auf der y-Achse von y = 0 in Richtung y > 0 und zieht
einen auf rauer Fliche liegenden Gegenstand an einem Seil mit Linge a
hinter sich her. Das Seil spannt sich also tangential zur Kurve (x,y(z)),
die der Gegenstand durchléuft.

d
a) (3 Punkte) Driicken Sie %Y qurch tana sowie  durch a und cos

x
aus. Hinweis: Welches Vorzeichen hat dy?

L @)

d
dﬁ = —tana 2 Punkte T =acosa 1 Punkt
x

d
b) (3 Punkte) Driicken Sie % durch z und a aus.

Mit sin @ = v/1 — cos? a findet man

— = —tana = — =— @ = 3 Punkte Gl. (Lsg-6b)
a

c) (4 Punkte) Bestimmen Sie y(z) zu y(a) = 0.




T T /N2
1= (2
y(r) = /d:z:’;lz :—/ d:L‘/(()a) 2 Punkte

z/ Y
a
Substitution z = 2’ /a liefert das Integral aus H:

2
y(ﬂf):—m—aln< 1—@) +1)+alnm. 2 Punkte
a a

d) (2 Punkte)  Wir betrachten nun den zeitabhingigen Weg (0, Ya,(¢)) des Menschen mit Yy,(0) = 0

und Yas(t) > 0. Zeigen Sie
d d
= Vet

Pythagoras:

2
(YM—y) + 22 = a?

d d
= % (YM — y> = a\/ a? — x? 2 Punkte Gl. (Lsg-6d)

. d
e) (4 Punkte) Driicken Sie (fir ¢t > 0) ¢ durch Y, = und @ aus. Hinweis: y = xd—y
x
Mit Gl. (Lsg-6d):
j= Yy + 723:3: 5 1 Punkt
a’ —x
(Lsg—6b) Yy T X .x?
> Y — o = Yy — yiaz — 3 1 Punkt
2
1 =Y
Y ( + 02— 2) M
also s o
Y= a4 —2.7) Y. 2 Punkte
a

f) (4 Punkte) Berechnen Sie # und v = /42 + 42, ausgedriickt durch Y3/,  und a. Geben Sie v/Y3,
fir Y3y = 0 und Yy — oo an.

. dx a2—x2Y €T
€Tr = —_— = -
ydy a2 M
a2 _ 2.
= —# Y 1 Punkt
a
. 20,2 _ .2 2 _ .2\2 . 2 _ .2
v:\/¢2+y2:YM\/$ @) @ v YT ) Punkie
a a a
Fir Yy = 0 ist £ = a und somit v = 0. Fir YM—>oostrebtx—>0undv—>YM. 1 Punkt
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Formelsammlung

.. . 0 fir t<0
A: Heaviside-Funktion: 0(t) := { 1 fir >0
sin 6 cos ¢ cos f cos ¢ —sing
B ér= | sind sin ¢ ép = | cosf sin ¢ €= | cos¢
cos 6 —sinf 0
C: _'TX_’QZ_'@ €9><*¢:7, 5¢X5r=€9
1 2
D: cosds® = = = Y2 _oq07. . cos 180° = —1, In2=0.69...
V2 2
E: tr R(¢) =1+ 2cos¢
F: (1+2)° =14bx+O(z?).
G: Fallbeschleunigung in Erdnéhe: g = 9,8 “*.
b 2
1 _
H: /Zdz:\/l—b2—ln< 1=0+1) +Inb
1 z

Nichste Termine:

e Termin und Ort der Klausureinsicht ist der 21. Februar von 14:00 - 16:00 Uhr im Seminarraum 6/1.

e Die miindlichen Priifungen der Studierenden, die zweimal die schriftliche Priifung nicht bestanden
haben, werden am 29.2.2024 und 1.3.2024 im Biiro 11/14 stattfinden. Sie bekommen per E-Mail
eine Uhrzeit zugewiesen.

Alle Réume sind im Gebéude CS30.23. Achten Sie auf Anderungen der Termine im ILIAS!
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