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Aufgabe 1: Warm-up 10P

Beantworten Sie die folgenden Fragen in wenigen Sétzen und Formeln.

(a) Was besagt das zweite Newtonsche Axiom?

(b) Gegeben sind die Vektoren @ = (3,1,5) und b = (1,1,2). Die Komponenten des
Vektors ¢ sind durch ¢, = €;1(a;b; + a;b;) gegeben. Berechnen Sie ¢.

(c) Handelt es sich bei der Matrix

um eine Drehmatrix? Begriinden Sie Thre Antwort.
(d) Zeigen Sie, dass @(t) L d(t) falls der Betrag |@(t)| nicht von der Zeit abhiingt.

(e) Zeigen Sie die trigonometrischen Identitét
cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sin(z) sin(y).

(f) Was wird durch eine Galilei-Transformation beschrieben?

(2) Geben Sie die Namen und Formeln der Scheinkrifte an, die in rotierenden Bezugs-
systemen auftreten.

(h) Bestimmen Sie die Richtung, in der das Feld ®(z,y,z) = xe¥ cos(z) am Punkt
(2,0,0) am stérksten ansteigt.

(i) Leiten Sie die Beziehung L = M zwischen Drehimpuls L und Drehmoment M eines

Korpers der Masse m her.

Losung der Aufgabe

. . . .. . Ldp B
(a) Die Anderung des Impulses ist gleich der auf den Korper wirkenden Kraft: 2% = F'.

(b) Ubertragen in Vektornotation erhalten wir ¢=a@ x b+b x @ = 0.

(c) A ist keine Drehmatrix. Am einfachsten sieht man dies daran, dass z.B. die
Spaltenvektoren nicht orthogonal zueinander sind.

(d) Wenn der Betrag |@| konstant ist, gilt

a-a
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Hieraus folgt @ - @ = 0 und somit @ L a.
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(e) [2P]

cos(z — y) = Re(e'@¥)) = Re(e™ - %)
= Re((cosz + isinx) - (cos(—y) +isin(—y)))
=cosy =—siny

2

= Re(coszcosy —i“sinxsiny + isinx cosy — i cos rsiny)

= cosz cosy + sinxsiny

(f) Eine Galilei-Transformation beschreibt den Ubergang zwischen zwei Inertialsys-
temen, die sich mit konstanter Relativgeschwindigkeit zueinander bewegen, wobei die
Newtonschen Bewegungsgesetze unverdndert bleiben.

(g) In einem Bezugssystem, das mit Winkelgeschwindigkeit & relativ zu einem Inertial-
system rotiert, treten die folgenden Scheinkréfte auf:

e Zentrifugalkraft: Fy; = —m@ x (w x 7)
e Corioliskraft: ﬁc = —2mI X T
e Eulersche Kraft (Azimutalkraft): F,, = —md x 7

(h) Die Richtung des stéirksten Anstiegs ist durch den Gradienten des Felds gegeben:

e¥ cos 2
grad® =Vo = | zeYcosz

—xe¥sin z
Am Punkt (2,0,0) erhalten wir somit die Richtung (1,2, 0).

) L= L(mix ) = mfxitmixi=7xF =M
(i) S X)) =mr X r+mrx =7

=0

Aufgabe 2: Kurve

Gegeben ist eine mit dem dimensionslosen Parameter ¢ parametrisierte Kurve im R?

t2
B S4+t—-1
7 i1
Berechnen Sie

(a) den Tangenteneinheitsvektor .

(b) die Kriimmung s und den Kriitmmungsradius p.
di di /ds

ds| — |dt/ at

Hinweis: Es gilt k =

(c) die Lange s(t) der Kurve vom Punkt ¢ = 0 aus gemessen.

Hinweise: Leiten Sie die Integrationsformel [ v/1+ t2dt = $(¢tv/1 + ¢ 4 arsinh ¢) durch
eine geeignete Substitution her. Hierbei ist arsinhx die Umkehrfunktion des Sinus



Hyperbolicus.

Fiir die Hyperbelfunktionen gilt:

sinhz = (e” —e™™), coshz = 3(e*+¢7")

cosh® z —sinh?z = 1, sinh(22) = 2sinh(z) cosh(z)

Lésung der Aufgabe

a) Wir leiten #(£) nach ¢ ab und erhalten 7#(¢) = (t+1,¢—1). Der Tangenteneinheitsvek-
i=v= JEFIPF =17 = VAVIT P

7ot 1L,t—1)

tor ergibt sich durch Normierung mit |r] =

t/\: —_ = —
1 V2VI+ e
(b) Die Kriimmung ist gegeben durch x = g—i = j—f % . Wir berechnen zunéchst
d_fzi \/1+t2—(t+1)ﬁ V1412 — (t—l)m
dt /2 1+ t2 ’ 1+ t2
B 1 L+ —t(t+1) 142 —tt—-1)\ (11—t 1+1)
IVoNE 241 ’ 241 V21 +12)32
Mit % = 7| = V/2v/1 + {2 erhalten wir:
dt ds —t,1+1) 1
1+t2 2(1 +¢2)%

Der Kriimmungsradius ist somit p = + = 1/2(1 + ¢2)?.

(c) Die Lénge der Kurve ist gegeben durch
t t
= / 7 dt’ = / V2V1 + 12 dt’
0 0
Das Integral ldsst sich 16sen, indem wir ¢ = sinh x substituieren:
/\/1 +t2dt = / V14 sinh® x coshx dz = /cosh%cdx
1 1 1,1 1
- / Z(ex +e ") dr = /Z(e% +e ¥ 4 2)dr = 4(2 e 4 26_27” + 2x)
1, . 1, . 1, . 2
= Z—l(smh(Qa:) +2z) = E(smhwcoshx +a) = §(smhx 1+ sinh“z + 2)

1
= 5(75\/ 1 + ¢2 + arsinh t)
Damit erhalten wir die Bogenlange
s(t) = T(t\/ + t2 4+ arsinh ).



Aufgabe 3: Zentralkraft

Auf einen Massepunkt m wirke die Kraft F(7) = —k7. Da es sich hierbei um eine Zentralkraft
handelt, ist der Drehimpuls erhalten und die Bewegung findet somit in einer Ebene statt.
Wir verwenden im Folgenden Zylinderkoordinaten 7 = (rcosp,rsiny, z) und wihlen das
Koordinatensystem so, dass die Bewegung in der xzy-Ebene stattfindet, also z = 0.

(a) Zeigen Sie, dass die Kraft konservativ ist und bestimmen Sie das zugehorige
Potential V(7). Hinweis: Hier konnen Sie noch kartesische Koordinaten verwenden.

(b) Zeigen Sie, dass fiir die Geschwindigkeit gilt:
¥ = e, + 1o,

(c) Berechnen Sie den Drehimpuls L in Zylinderkoordinaten und zeigen Sie, dass sich
die Gesamtenergie schreiben lésst als

1
E = Emf“g + Veg(r) mit Veg(r) = 12 +ar? und a,y > 0. (1)
T

Driicken Sie die Konstanten o und ~ durch k, m und L = |L| aus.

(d) Skizzieren Sie das effektive Potential Veg(r). Tragen Sie eine Energie £ > /4ay =
min(Veg) in Thre Skizze ein und erldutern Sie, welche Werte r fiir diese Energie annehmen
kann.

(e) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei 7(0) = ro = 4/ 4. Nutzen Sie Gleichung (1) und berechnen

Sie r(t) mittels Separation der Variablen.

. - . . . _ 2 . . . . . . d'lL _
Hinweis: Die Substitution u = r? erweist sich als hilfreich. Aufierdem gilt: [ T —

1 : 2au—b
va arcsin Vb2 dac”

Losung der Aufgabe

(a) Das Potential ist einfach zu finden: ® = $k7? = £(2? + y? 4 2?). Da ein Potential
existiert ist die Kraft konservativ.

(b) In Zylinderkorrdinaten gilt (mit z = 0): 7= ré&, und somit ¥ = 7€, + ré,. Fiir die
Ableitung des Einheitsvektors €, gilt:

[\

' q [cos¥ —sing
€ =—|sing | =¢ | cosp | = pé,.
dt 0 0

(c) Fiir den Drehimpuls erhalten wir:
L=7xp=mix7=m(rié, x & +r’¢é, x &,) = mr’pé,.
=0 :gz

Damit lasst sich die Gesamtenergie folgendermaflen umformen:

1 - 1 1 1 1
FE = 57717'_2 + V(F) = 5771(7“2 + 7'2@2) + §k7"2 = 57717“2 + §mr2m 5

woraus sich die Konstanten v = %, a = k/2 ablesen lassen.
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Vegr (r)

ry - ri

Da die Energie E nicht kleiner als V g sein kann, findet fiir gegebenes E die Bewegung
zwischen den beiden Punkten r; und ry statt.

(e) Stellen wir die Gleichung nach 7 um, finden wir

f:\/%\/m

und Separation der Variablen liefert:

dr 2
o

Dies konnen wir Integrieren, wobei wir die Integrationsgrenzen geméfl der Bedingung

r(0) =79 = 1/ £ wihlen:
' r/d/rl = /t dt/\/z — \/Et
o \/Er’2 — v —ar? 0 m m

Wie angegeben kénnen wir hier u = 2 substituieren und erhalten fiir das Integral auf
der linken Seite:

" r'dr’ /“ Ldu 1  2au—E |
= = arcsin ————
ro VET? =y —ar* )iz /Eu —y—au? 2V« 2 _dary| , 4
U=T b
1 . 2ar’—FE 2 y
= —— arcsin ————= =/ —t.
2\/& A/ E?2 — 4057 m
Auflosen der Gleichung nach r liefert:
1 ) 2a
r(t)=,| — |VE?—4daysin [ 24/ —t | + E
2a m
Aufgabe 4: Kraftfelder



Betrachten Sie die beiden Kraftfelder

2z cos®(y) Y
Fi = | —(2* + 1) sin(2y) und Fy=| 2z
0 25/2

(a) Bestimmen Sie, ob die Kraftfelder konservativ sind und geben Sie wenn moglich
jeweils ein Potential V/(7) an, so dass F' = —VV (7).
Hinweis: sin(2x) = 2sin(x) cos(z)

(b) Berechnen Sie fiir die beiden Kraftfelder die Arbeit, die bei einer Bewegung entlang

der Bahnkurve 7(t) = (cost, 2sint, t) verrichtet wird, wobei der Parameter ¢ das
Intervall ¢ € [0, 27| durchlaufe.

Hinweis: f027r sinxdx = f027r cos?rdr =7
Lésung der Aufgabe

(a) Wir berechnen zunéchst die Rotation der beiden Kraftfelder:

Ox 2z cos?(y) 0-0 0
VxF=[dy| x| —(2+1)sin2y) | = 0-0 =10
0z 0 —2x sin(2y) + 4x - cos(y) sin(y) 0
ox Y 0—-0 0
V x Fy = dy| x| 2z | =10-0]=10
0z 2*/2 2—1 1

Wir sehen, dass ﬁg nicht konservativ ist.

Bei Vektorfeld F, verschwindet die Rotation, wobei wir benutzt haben, dass sin(2y) =
2sin(y) cos(y). Das Vektorfeld kann also konservativ sein und wir versuchen ein zu-
gehoriges Potential zu bestimmen. Da F} nicht von z abhéngt, muss auch das Potential
unabhéngig von dieser Koordinate sein. Aus der z-Komponente der Kraft folgt

Fia=2zcos’(y) = =0,V(z,y) — V(w,y)=—a"cos’(y) + V(y).
Aus der y-Komponente erhalten wir dann
F,=-0,V(z,y)
—  —(2® 4+ 1)2sin(y) cos(y) = —2x* cos(y) sin(y) — V' ()
— V(y) = 25111( ) cos(y)
- V(y) =sin*(y) + ¢ = —cos*(y) + ¢,

wobei V (y) entweder durch siny oder cos y ausgedriickt werden kann und die zugehérigen
Integrationskonstanten beliebig gewéhlt werden kénnen. Wir setzen ¢ = 0 und schreiben
das Potential als

V(7)) = V(z,y) = —a”cos’(y) + V(y) = —(a” + 1) cos*(y)



(b) Da das Vektorfeld F} konservativ ist, erhalten wir die geleistete Arbeit aus der Potential-
differenz der beiden Endpunkte 7 = 7(0) = (1,0,0)7 und 7 = 7(27) = (1,0, 2m)T:
W=V(r3)—V(ri) =0

Fiir das 2. Kraftfeld erhalten wir die Arbeit aus dem Wegintegral:
T 27 .
W:—/ F(F)-d?z—/ F(r(t)) - r(t) dt
2 0

on [28int —sint
:—/ 2cost | - | 2cost | dt
0 t5/2 1

2
2
:—/‘§Q$¥t+4w§#Hw%ﬁ:rﬂw—?@m”2
0

Aufgabe 5: Oszillator mit duflerer Kraft

Betrachten Sie die Bewegung eines ungeddmpften harmonischen Oszillators unter der Wirkung
einer externen Kraft:

E(t) + wo(t) = f(1)

(a) Losen Sie die Gleichung fiir die Kraft

fo wenn 0 <t < Tog
0 sonst

ft) = fo0(t)0(7; — 1) = {

mit den Anfangsbedingungen x(0) = 0 und z(¢ < 0)=0.

; oo qin & — T 1
Hinweis: sin§ = cos § = 5.

(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung fiir die Kraft

f(t) = foeMcos(wt), mit w # wp.
Losung der Aufgabe

(a) Wir betrachten zunéchst den Bereich 0 <t < 7=, in dem f(t) = fo. Als partikulére

Losung finden wir x,(t) = % und somit die allgemeine Losung
0

z(t) = Asin(wot) + B cos(wot) + f_(;
“o
Einsetzen der Anfangsbedingungen x(0) = @(¢) = 0 liefert: B + % =0, Awg = 0.
0
Die Losung fiir 0 < t < 1o 1st somit:

() = f 1 — cos(wot)

2
Wo



Im Bereich ¢ > ﬁ wirkt keine duflere Kraft und die allgemeine Losung ist somit
z(t) = C'sin(wot) + D cos(wot).

Die Konstanten C, D ergeben sich aus der Stetigkeit von x und & an der Stelle t = Ton

1—- L
z(ﬁ):%—{_%:ﬁ]#
oy Cw  Duwy V)
R B B
Das Gleichungssystem lésst sich einfach 16sen, indem wir die zweite Gleichung durch wy
teilen und dann beiden Gleichungen addieren/subtrahieren:

_ L
V2

P PR
Efo w% _fO wg

D:

Die allgmeine Losung ist:
z(t) = asin(wot) + bcos(wot) + (1)

mit a,b € R. Fiir die partikuldre Losung machen wir einen Ansatz mit der gleichen
Struktur der Inhomogenitét:

z,(t) = eM(Acos(wt) + Bsin(w)) A,B€R
bzw.
(1) = aePT 4 peATE g e C
Berechnung mit komplexer Exponentialfunktion:
Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung liefert:

A+ iw)® + wf)eM ) 4 B((A — iw)? + wg)e ™) = % (et 4 gty

Die beiden Exponentialgleichungen sind voneinander unabhéngig. Daher machen wir
einen Koeffizientenvergleich und finden

(A +iw)? + wd’ (A —iw)? + Wi

Fiir die partikuldre Losung erweitern wir zum gemeinsamen Hauptnenner und erhalten:

_ (fo/Q)eM
z,(t) = (W2 + A2 — w?)? + dA2w?

Den Term in der eckigen Klammer schreiben wir mit dem Faktor 1/2 in sin wt und cos wt
um:

foe)\t
Wa + A2 — w?)2 + 4\2w?

[(wg + A — w?) coswt + 2Aw sinwt] .

zp(t) = (

[((wg + X — w?) = 2idw)e™ + ((wf + A — w?) + 2idw)e ] .



