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Aufgabe 1

(a) Erster Ausdruck:

e™/2 = cos(m/2) + isin(n/2) =i
= Re{e™2} =0, Im{e™/?} =1

Zweiter Ausdruck:

B3(i—2)2=—i(—1—4i+4)=i—4—4i=—4-3i
= Re{i3(i — 2)?} = —4, Im{i3(i —2)*} = -3

Dritter Ausdruck:

=1

14i _ (A49)(A49) _ 142i—1
1—3 (1—i)(1+i) - 141

= Re{e™?} =0, Im{e™/?} =1

(b) Erstes Additionstheorem:

1/ . ) 1, . . . )
cos(a+ ) = 3 (ez(o‘Hj) + eﬂ(oﬂrﬁ)) =3 [e@e + eie™ ]
1
= 3 [(cosa+isina) (cos B+ isin ) + (cosa — isina) (cos 3 — isin 3)]
1
=3 [2cosacos B — 2sinasin §] = cosacos f — sinasin 8
Zweites Additionstheorem:
1/, ; 1. . o
sin(a + ﬁ) _ 5 (ez(a-i-ﬁ) _ e—z(a-‘rﬁ)) — R [ezaezﬁ _ e—zae—zﬁ}

= % [(cosa+isina) (cos B+ isinf3) — (cosa — isina) (cos B — isin 3)]

1
= 5 [2i sin v cos B 4 2i cos asin 3] = sin v cos 3 + cos asin 5
i

Aufgabe 2

(a) Durch Einsetzen des Ausdrucks fiir M (t) in die Bewegungsgleichung ergibt sich:
2
m d_sz.t = 77”2 d_l' =F?.¢
/ 1 (dr)\2 dt 1_L(ﬁ)2 dt
- = (%) ct \dt
da\? da\? da\?
®m202<d—f) F2~t2<62<d—f) ><:><d_f> (m262+F2-t2):F2-t2~02

Da wir den Fall F' > 0 und Zeiten t > 0 betrachten, folgt aus der Bewegungsgleichung
% > 0; beim Ziehen der Wurzel behalten wir deshalb nur die positive Losung:

F2.12. 2

F-t 1
22 2 .12
m2c? + F2 -t m /1+(%)2




(b) Fiir kleine Zeiten ¢ (t — 0) gilt (ﬂ)2 < 1. Wir kénnen also den Summanden (%)2 unter

der Wurzel vernachléssigen. Damit ergibt sich fiir die Geschwindigkeit
dv F-ti
da~ m

Fiir grosse Zeiten t (t — oo) gilt (%)2 > 1. In diesem Fall kénnen wir folgende Ndherung

2

vornehmen: /1 + (%) ~ % Damit ergibt sich fiir die Geschwindigkeit

deF-t me

at s m Ft ©

(¢) Wir berechnen z(t), indem wir die Geschwindigkeit v = 92 nach der Zeit integrieren:
de  F-t 1 v Pt 1
d_jf: = = = dx’ = - dt’
TR T o ()

N 2
Wir substituieren nun 7 =1 + (F—t) , dr = %dt’ und erhalten

mc
(£ 2
v :/ me”
1

z(t) e f m-c?
e inear: ¢-t — 3

e 2

s . F t
-~ ~quadratisch: — - —
Z m_ 2

\

(d) Wir entwickeln x(t) fiir grosse (¢t — oo) und kleine (¢t — 0) Zeiten:
Fiir kleine Zeiten gilt (%)2 < 1, und wir kénnen die Niherung /1 + (%)2 ~ 141 (fli)2
vornehmen. Damit ergibt sich

(t)ch2 L (Bt _F o,
TETE S mc - 2m

Fiir grosse Zeiten gilt (%)2 > 1. In diesm Fall ndhern wir /1 + (ﬂ)2 ~ % Damit

ergibt sich




Aufgabe 3

(a)

()

Die allgemeine homogene Losung der Differentialgleichung ist aus der Vorlesung bekannt:
ap(t) =cp - VTV gy (7=

wobei 2 = /7% — wg. Die Konstanten ¢; und ¢, lassen sich aus den Anfangsbedingungen
2p(0) =0, £5(0) = vy bestimmen:
Zuniéchst folgt aus x,(0) = ¢1 + ¢o = 0 die Bedingung ¢o = —c¢;. Die Ableitung @y (t) ist
damit gegeben durch:
En(t) = c1- (= + QeI — ¢y (—y — Q)17
Die Bedingung #,(0) = v fithrt zu:
Z'h(O) =2¢10 = Vo = c1 = E

Die gesuchte Losung der Bewegungsgleichung ist also

xp(t) = ;_S(-)Z et (th - e_m) .

Die Greensche Funktion G(t) ist durch die Gleichung

d—G(t) + 27%6‘(1&) + Wi G(t) = d(t)

dt?
definiert. Da (¢t # 0) = 0 gilt und wir somit fiir ¢ # 0 die homogene Differentialgleichung
erhalten, machen wir den folgenden Ansatz: x(t > 0) = ¢; - eVt ¢y . (=7,
z(t <0)=0.
An der Stelle t = 0 soll x(t) stetig sein; daraus folgt ¢ = —c¢;. Um ¢; zu bestimmen,

integrieren wir die Gleichung fiir G(t) zwischen —e und e:

< d? € d ) € €
/ qEGWdt + 2 / ZGWdt + i [ G)dt = [ d(¢)dt.

—€ —€ —€

Fiir ¢ — 0 verschwinden das zweite und das dritte Integral, und die Gleichung reduziert
sich somit zu:

G0+)—G(0-)=1 = G((O0+)=1
wobei wir G(0—) = 0 verwendet haben. G(t) ist fiir ¢t > 0 also die homogene Lésung mit

den Anfangsbedingungen G(0) = 0 und G(0) = 1. Aus Teil (a) folgt:

G(t) — (t)ef'yt . (eﬂt _ ef(lt)

1
EH

Die partikuldre Losung lasst sich mit Hilfe der Greenschen Funktion bestimmen:

2,(t) /_ T G- F()d = /_ T Gt — )
1 _

E e—at /OO |:e(7'y+(2+a)‘r _ e(f'nyJra)T:| dr
0

1 ot |:€(—W+Q+a)‘r e(—'y—Q-l—a)‘r :| o0
0

20 ¢ 4+ Q+a —4-Q+a

Aufgrund der Bedingung oo < v — Q < v + Q liefert die obere Grenze keinen Beitrag, und
es ergibt sich somit

() = 1 1 1
p N 296 y—Q—-a ~v4+Q-—«



Aufgabe 4

(a) Aus % (m-v) = —av + F(t) folgt die Differentialgleichung fiir v(t):
mo(t) + av(t) = F(t)
(b) Durch Einsetzen von v(t) = &= [ dw d(w)e™’ und F(t) = 5= [ dwF(w)e™* in die

2w J—o00
Differentialgleichung erhalten wir

1 [ , 1 [ ~ :
e dw [imw + a] B(w)e™*t = o /_OO dwF(w)e™!

Da diese Gleichung fiir alle Zeiten ¢ erfiillt sein soll, miissen die Integranden gleich sein:
[imw + a] 9(w) = F(w), und daraus folgt:
W)= Flw) = )= ——
V(W) = . w w) =
imw + « K mw + a

(¢) Wir berechnen die Fouriertransformierte der Funktion g(t) = --6(t)e .

g(w) /_Zdtge()—ﬁe—wt m/ 2 i)t
1 [ e (rriw)e 77

m o+ imw

(d) Aus der Beziechung #(w) = ji(w)F(w) folgt mit Hilfe des Faltungstheorems:

o) = (e 0 = [ aluFe—0)

Wir benétigen nun noch die Funktion (), deren Fouriertransformierte durch fiw = imul) =

gegeben ist. Aus Teil (¢) wissen wir, dass p(t) = %@(t)e_% gilt. Fiir v(t) ergibt sich damit

& 1 at’ 1 & at’
v(t) / dt’EG(t’)emF(tt’)E/O dt'e” m F(t —t)

— 00

(e) Wir présentieren hier zwei Losungswege:
Die erste Methode geht aus von der Beziehung o(w) =

m F(w). Zuniichst benstigen
wir die Fouriertransformierte der Kraft F(t) = Fycos(@) = £2 (e 4+ e~®*). Diese ist
gegeben durch F(w) = £ (276(w — ®) + 276(w + @)). Damit folgt fiir v(t)

1 oo
o(t) = o | dw et —/ dw fi(w)F(w)e iwt
F [~ 1 wt | I 1 .
=22 dw - §(w—@)et + =2 / dw ————8(w + ©)e™*
2 J_o tmwHa 2 J_ o inmwHta
Fo 1 it 1 —iwt Fo - ——
=5 L’m@ n ae + e ae = i o [ cos(@t) + ma sin(wt)]

Die zweite Methode verwendet die Gleichung v(t) = & [;* dt'e_aw_tL/F(t —t'), die in Teil (d)
hergeleitet wurde:

v(t) = / dt'e= % F(t — t) / dt'e= 5 [ w(t=t) 4 gmiw(t=t)
m 2m

o -\, 00 00
_ o e (= m—iw)t N Fo  _ime el=fi+ie)!
TR - om* e i
m m
0
o 1 it 1 —iwt Fo _ iy
=~ om [% T Z,u_)e“” a_ Pt “H = ot [ cos(@wt) + mw sin(wt)]



