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Aufgabe 1

(a) Erster Ausdruck:

eiπ/2 = cos(π/2) + i sin(π/2) = i

⇒ Re{eiπ/2} = 0, Im{eiπ/2} = 1;

Zweiter Ausdruck:

i3(i − 2)2 = −i(−1 − 4i + 4) = i − 4 − 4i = −4 − 3i

⇒ Re{i3(i − 2)2} = −4, Im{i3(i − 2)2} = −3

Dritter Ausdruck:

1+i
1−i = (1+i)(1+i)

(1−i)(1+i) = 1+2i−1
1+1 = i

⇒ Re{eiπ/2} = 0, Im{eiπ/2} = 1

(b) Erstes Additionstheorem:

cos(α + β) =
1

2

(

ei(α+β) + e−i(α+β)
)

=
1

2

[

eiαeiβ + e−iαe−iβ
]

=
1

2
[(cosα + i sinα) (cosβ + i sinβ) + (cosα − i sinα) (cosβ − i sin β)]

=
1

2
[2 cosα cosβ − 2 sin α sin β] = cosα cosβ − sinα sin β

Zweites Additionstheorem:

sin(α + β) =
1

2i

(

ei(α+β) − e−i(α+β)
)

=
1

2i

[

eiαeiβ − e−iαe−iβ
]

=
1

2i
[(cosα + i sinα) (cosβ + i sinβ) − (cosα − i sinα) (cosβ − i sinβ)]

=
1

2i
[2i sinα cosβ + 2i cosα sinβ] = sinα cosβ + cosα sinβ

Aufgabe 2

(a) Durch Einsetzen des Ausdrucks für M(t) in die Bewegungsgleichung ergibt sich:

m
√

1 − 1
c2

(

dx
dt

)2

dx

dt
= F · t ⇒ m2

1 − 1
c2

(

dx
dt

)2

(

dx

dt

)2

= F 2 · t2

⇔ m2c2

(

dx

dt

)2

= F 2 · t2
(

c2 −
(

dx

dt

)2
)

⇔
(

dx

dt

)2
(

m2c2 + F 2 · t2
)

= F 2 · t2 · c2

Da wir den Fall F > 0 und Zeiten t > 0 betrachten, folgt aus der Bewegungsgleichung
dx
dt > 0; beim Ziehen der Wurzel behalten wir deshalb nur die positive Lösung:

dx

dt
=

√

F 2 · t2 · c2

m2c2 + F 2 · t2 =
F · t
m

1
√

1 +
(

F ·t
mc

)2



(b) Für kleine Zeiten t (t → 0) gilt
(

F ·t
mc

)2 ≪ 1. Wir können also den Summanden
(

F ·t
mc

)2
unter

der Wurzel vernachlässigen. Damit ergibt sich für die Geschwindigkeit

dx

dt
≈ F · t

m

Für grosse Zeiten t (t → ∞) gilt
(

F ·t
mc

)2 ≫ 1. In diesem Fall können wir folgende Näherung

vornehmen:

√

1 +
(

F ·t
mc

)2 ≈ F ·t
mc . Damit ergibt sich für die Geschwindigkeit

dx

dt
≈ F · t

m
· mc

F · t = c

(c) Wir berechnen x(t), indem wir die Geschwindigkeit v = dx
dt nach der Zeit integrieren:

dx

dt
=

F · t
m

1
√

1 +
(

F ·t
mc

)2
⇒
∫ x

xo=0

dx′ =

∫ t

0

F · t′
m

1
√

1 +
(

F ·t′

mc

)2
dt′

Wir substituieren nun τ = 1 +
(

F ·t′

mc

)2

, dτ = 2F 2

m2c2 dt′ und erhalten

x =

∫ 1+( F ·t

mc )2

1

mc2

2F
· 1√

τ
dτ =

mc2

F
·
[√

τ
]1+( F ·t

mc )
2

1
=

mc2

F
·





√

1 +

(

F · t
mc

)2

− 1





(d) Wir entwickeln x(t) für grosse (t → ∞) und kleine (t → 0) Zeiten:

Für kleine Zeiten gilt
(

F ·t
mc

)2 ≪ 1, und wir können die Näherung

√

1 +
(

F ·t
mc

)2 ≈ 1+ 1
2 ·
(

F ·t
mc

)2

vornehmen. Damit ergibt sich

x(t) ≈ mc2

F
· 1

2
·
(

F · t
mc

)2

=
F

2m
· t2

Für grosse Zeiten gilt
(

F ·t
mc

)2 ≫ 1. In diesm Fall nähern wir

√

1 +
(

F ·t
mc

)2 ≈ F ·t
mc . Damit

ergibt sich

x(t) ≈ mc2

F

[

F · t
mc

− 1

]

= c · t − mc2

F



Aufgabe 3

(a) Die allgemeine homogene Lösung der Differentialgleichung ist aus der Vorlesung bekannt:

xh(t) = c1 · e(−γ+Ω)t + c1 · e(−γ−Ω)t,

wobei Ω =
√

γ2 − ω2
0 . Die Konstanten c1 und c2 lassen sich aus den Anfangsbedingungen

xh(0) = 0, ẋh(0) = v0 bestimmen:

Zunächst folgt aus xh(0) = c1 + c2 = 0 die Bedingung c2 = −c1. Die Ableitung ẋh(t) ist
damit gegeben durch:

ẋh(t) = c1 · (−γ + Ω)e(−γ+Ω)t − c1 · (−γ − Ω)e(−γ−Ω)t

Die Bedingung ẋh(0) = v0 führt zu:

ẋh(0) = 2c1Ω = v0 ⇒ c1 =
v0

2Ω
.

Die gesuchte Lösung der Bewegungsgleichung ist also

xh(t) =
v0

2Ω
· e−γt ·

(

eΩt − e−Ωt
)

.

(b) Die Greensche Funktion G(t) ist durch die Gleichung

d2

dt2
G(t) + 2γ

d

dt
G(t) + ω2

0G(t) = δ(t)

definiert. Da δ(t 6= 0) = 0 gilt und wir somit für t 6= 0 die homogene Differentialgleichung
erhalten, machen wir den folgenden Ansatz: x(t > 0) = c1 · e(−γ+Ω)t + c2 · e(−γ−Ω)t,
x(t < 0) = 0.

An der Stelle t = 0 soll x(t) stetig sein; daraus folgt c2 = −c1. Um c1 zu bestimmen,
integrieren wir die Gleichung für G(t) zwischen −ǫ und ǫ:

∫ ǫ

−ǫ

d2

dt2
G(t)dt + 2γ

∫ ǫ

−ǫ

d

dt
G(t)dt + ω2

0

∫ ǫ

−ǫ

G(t)dt =

∫ ǫ

−ǫ

δ(t)dt.

Für ǫ → 0 verschwinden das zweite und das dritte Integral, und die Gleichung reduziert
sich somit zu:

Ġ(0+) − Ġ(0−) = 1 ⇒ Ġ(0+) = 1

wobei wir Ġ(0−) = 0 verwendet haben. G(t) ist für t > 0 also die homogene Lösung mit

den Anfangsbedingungen G(0) = 0 und Ġ(0) = 1. Aus Teil (a) folgt:

G(t) =
1

2Ω
θ(t)e−γt ·

(

eΩt − e−Ωt
)

(c) Die partikuläre Lösung lässt sich mit Hilfe der Greenschen Funktion bestimmen:

xp(t) =

∫

∞

−∞

G(t − t′)f(t′)dt′ =

∫

∞

−∞

G(τ)f(t − τ)dτ

=
1

2Ω
e−αt

∫

∞

0

[

e(−γ+Ω+α)τ − e(−γ−Ω+α)τ
]

dτ

=
1

2Ω
e−αt

[

e(−γ+Ω+α)τ

−γ + Ω + α
− e(−γ−Ω+α)τ

−γ − Ω + α

]∞

0

Aufgrund der Bedingung α < γ − Ω < γ + Ω liefert die obere Grenze keinen Beitrag, und
es ergibt sich somit

xp(t) =
1

2Ω
e−αt

[

1

γ − Ω − α
− 1

γ + Ω − α

]



Aufgabe 4

(a) Aus d
dt (m · v) = −αv + F (t) folgt die Differentialgleichung für v(t):

mv̇(t) + αv(t) = F (t)

(b) Durch Einsetzen von v(t) = 1
2π

∫

∞

−∞
dω ṽ(ω)eiωt und F (t) = 1

2π

∫

∞

−∞
dωF̃ (ω)eiωt in die

Differentialgleichung erhalten wir

1

2π

∫

∞

−∞

dω [imω + α] ṽ(ω)eiωt =
1

2π

∫

∞

−∞

dωF̃ (ω)eiωt

Da diese Gleichung für alle Zeiten t erfüllt sein soll, müssen die Integranden gleich sein:
[imω + α] ṽ(ω) = F̃ (ω), und daraus folgt:

ṽ(ω) =
1

imω + α
· F̃ (ω) ⇒ µ̃(ω) =

1

imω + α

(c) Wir berechnen die Fouriertransformierte der Funktion g(t) = 1
mθ(t)e−

αt

m :

g̃(ω) =

∫

∞

−∞

dt
1

m
θ(t)e−

αt

m e−iωt =
1

m

∫

∞

0

e−( α

m
+iω)t

=
1

m

[

e−( α

m
+iω)t

−
(

α
m + iω

)

]∞

0

=
1

α + imω

(d) Aus der Beziehung ṽ(ω) = µ̃(ω)F̃ (ω) folgt mit Hilfe des Faltungstheorems:

v(t) = (µ ∗ F )(t) =

∫

∞

−∞

dt′µ(t′)F (t − t′)

Wir benötigen nun noch die Funktion µ(t), deren Fouriertransformierte durch µ̃ω = 1
imω+α

gegeben ist. Aus Teil (c) wissen wir, dass µ(t) = 1
mΘ(t)e−

αt

m gilt. Für v(t) ergibt sich damit

v(t) =

∫

∞

−∞

dt′
1

m
Θ(t′)e−

αt
′

m F (t − t′) =
1

m

∫

∞

0

dt′e−
αt

′

m F (t − t′)

(e) Wir präsentieren hier zwei Lösungswege:

Die erste Methode geht aus von der Beziehung ṽ(ω) = 1
imω+α · F̃ (ω). Zunächst benötigen

wir die Fouriertransformierte der Kraft F (t) = F0 cos(ω̄) = F0

2

(

eiω̄t + e−iω̄t
)

. Diese ist

gegeben durch F (ω) = F0

2 (2πδ(ω − ω̄) + 2πδ(ω + ω̄)). Damit folgt für v(t)

v(t) =
1

2π

∫

∞

−∞

dω ṽ(ω)eiωt =
1

2π

∫

∞

−∞

dω µ̃(ω)F̃ (ω)eiωt

=
F0

2

∫

∞

−∞

dω
1

imω + α
δ(ω − ω̄)eiωt +

F0

2

∫

∞

−∞

dω
1

imω + α
δ(ω + ω̄)eiωt

=
F0

2

[

1

imω̄ + α
eiω̄t +

1

−imω̄ + α
e−iω̄t

]

=
F0

m2ω̄2 + α2
[α cos(ω̄t) + mω̄ sin(ωt)]

Die zweite Methode verwendet die Gleichung v(t) = 1
m

∫

∞

0
dt′e−

αt
′

m F (t− t′), die in Teil (d)
hergeleitet wurde:

v(t) =
1

m

∫

∞

0

dt′e−
αt

′

m F (t − t′) =
F0

2m

∫

∞

0

dt′e−
αt

′

m

[

eiω̄(t−t′) + e−iω̄(t−t′)
]

=
F0

2m
eiω̄t

[

e(−
α

m
−iω̄)t′

− α
m − iω̄

]∞

0

+
F0

2m
e−iω̄t

[

e(−
α

m
+iω̄)t′

− α
m + iω̄

]∞

0

=
F0

2m

[

1
α
m + iω̄

eiω̄t +
1

α
m − iω̄

e−iω̄t

]

=
F0

m2ω̄2 + α2
[α cos(ω̄t) + mω̄ sin(ωt)]


