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Klassische Theoretische Physik I
V: Prof. Dr. D. Zeppenfeld, U: Dr. S. Gieseke

Probeklausur mit Losungsvorschligen

Aufgabe 1: Basiswechsel [3+3 =6l

Gegeben ist ein Vektor 7 = (3,2) im IR?. Bestimmen Sie die Orthonormalbasis i, @i, mit ||,
d=(1,2) und i, L 1. Schreiben Sie 7 in dieser Basis.

Losung: 111 ||d@ per Normierung: i1 = \%5(1,2). Darauf senkrecht steht 7, = -1 =(—2,1) (als Rechts-

Sl

system so eindeutig). In dieser Basis lautet 7

1 1 7 4 1
7= (701l + (7-dp)lly = —=B+4)l + —=(—6+2)ilh = —=1l] — —=ib = —=(7,—4)y
Aufgabe 2: Gradient, Divergenz [547 =12]
Berechnen Sie (k, @ = const, r = |7|)
= cos(kr = dxT
@ v ) v 2

Losung: wir berechnen zunéachst

. / T
o;r = arl Zr s 2r1 .
i

(a) Wir berechnen die i-te Komponete des Gradienten mit der Quotientenregel

cos(kr)  —ksin(kr)ir — cos(kr)™

0; = 4 ,
Yoy r2
also (kr) . .
- cos(kr 7
\Y% e (kr sin(kr) + - cos (kr)) .
(b) Die Divergenz berechnen wir auch in Indexschreibweise:
— Zi X ? (Ei X ? el]ka]rk 1
AV 73 :Zai 7’ Za 7’ Zezjkajark 3
i ijk ijk
1 -3 v —31”1'1’k
= )_€ijkd <5ikr—3 +7”kr_47) D €ijkd <r3 - r—5> =0,
ik ijk

denn der Ausdruck in der grofien Klammer ist symmetrisch unter Vertauschung von i und
k, wihrend ¢;j = —€jik- Alternativ kann man zeigen, dass axr
dass die Divergenz einer Rotation immer verschwindet.

= V x 2 und verwenden,
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Aufgabe 3: Kurve [4+24+3+1+2=12]

Gegeben ist eine mit t parametrisierte Kurve (w, rg = const)
7(t) = ro (4sinwt, 3sinwt, —5cos wt) .
Berechnen Sie
(a) den Tangentenvektor £,

(b) die Lange s(t) der Kurve,

)

)
(c) die Krimmung «,
(d) den Radius p des Kriimmungskreises.
)

(e) Welche Gestalt hat die Kurve?

Losung:

(a) wir berechnen zunéchst die Geschwindigkeit und deren Betrag,

% = wrg (4 cos wt, 3 cos wt, 5sin wt)
47
d_: = wry \/(16 +9) cos? wt + 25sin® wt = 5wry

und erhalten

F= 4coswt‘ 3coscut‘ sin wt
~—\5 "5 ! '

(b) wir berechnen

td7 t
s(t) :/0 a dt:/O S5wrodt = Swrot .
(c) Die Kriimmung berechnen wir per
|||t /s
o |ds|  |dt/ dt]’
Wir erhalten
df df d
Fri % (—4sinwt, —3sinwt, 5cos wt), il = w, d_i = bwry,

und damit x = 1/(57).
(d) Damit bekommen wir den zeitlich konstanten Kriimmungsradius p = 1/x = 5r.

(e) Wir schreiben
4% 430
7(t) = 519 @ sinwt — £ cos wt} = 5rg [ sinwt — Z cos wt] .

Darin ist 71 ein Einheitsvektor in der x—y Ebene und damit ist 7(¢) die Parametrisierung eines
Kreises mit Radius 579 und dem Ursprung als Mittelpunkt in der 7i—z Ebene.
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Aufgabe 4: Drehungen [10]
Gegeben sind die Vektoren

1 1
F=-—(1,1,0), 7=-—=(-1,1,0)

V2 V2

in einem System S. Bestimmen Sie die Drehmatrix D, die beide Vektoren in ein System S’ so
transformiert, dass
7 =1(0,0,1), 7 =(1,0,0).

Losung: 7 zeigt entlang der Winkelhalbierenden in der x—y Ebene. Durch zwei Drehungen legen
wir 7 in die gewiinschte Richtung: zundchst drehen wir um —7/4 um die z—Achse, dann um
—7t/2 um die y—Achse. Anwenden der gleichen Drehungen auf ¥ erfordert noch eine weitere
Drehung um —7t/2 um die z—Achse, damit @ in x—Richtung zeigt. Letztere ldsst 7 invariant.

Also
1 1 9
0 10\ /0 0 —1 5
D = D,(-n/2)Dy(-7/2)D,(-7/4)=|-1 0 0] [0 1 © _1 0
0o 01/ \10 o Ry
, [0 10 0 0 —v2 , [-11 0
—— -1 00]|=11 o —— o 0o v2
v2\ o 01 1 1 0 2\1 1 o
Probe:
(110 1 0 (110 1 1
D?:EOO\/E 1l=10], Dazioo\ﬁ 1 ]l=10].
1 1 0 0 1 1 1 0 0 0

Alternativ konnen wir fiir die 9 Elemente von D Bedingungen formulieren und dann ein Glei-
chungssystem 16sen. 3+3 Gleichungen fiir die geforderte Transformation. Aus Zeilen— und Spal-
tenorthonormalitét erhalten wir die restlichen Bedingungen.

Aufgabe 5: Corioliskraft [5]
Sie befinden sich auf der Erde bei 45° nordlicher Breite und bewegen sich mit der Geschwindig-
keit 7, || = v. Bestimmen Sie den Betrag der Coriolisbeschleunigung b. in der Horizontalen.

Losung: Z zeige nach oben, £ nach Osten,  nach Norden. Der Geschwindigkeitsvektor in der
Horizontalen (x—y Ebene) lautet 7 = v(fcos¢ + Jsin¢) (¢ beliebig). Bei p = 45° nordlicher
Breite lautet & = w(Zsinp+ Jcos B) = \% (7 + 2). Wir erhalten die Coriolisbeschleunigung
de = =20 x T = —V2wo(§ + 2) x (£cos P + Psin¢)
= —V2wo(§) X £cosp+ 1§ X §sing + 2 X £cos + 2 X Jsin)
= —V2wou(—%cosp + fcosp — £sing) .

Der Betrag von 4. in der Horizontalen ist also unabhédngig von der Richtung der Bewegung;:

be = V2wo [fcosp — £sing| = vV2wo .
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Aufgabe 6: Ball auf Karussell [24+442+4+3 =15]

Zur Zeit t = 0 befinden Sie sich in einem Karussel am Punkt 7(0) = (R, 0), wobei der Mittelpunkt
der Ursprung ist (System S’). Das Karussell dreht sich mit der konstanten Winkelgeschwindig-
keit w > 0 um seinen Mittelpunkt. Im folgenden betrachten wir das Inertialsystem S, dessen
Ursprung mit dem Mittelpunkt des Karussells zusammenfallt.

(a) Mit welchem Geschwindigkeitsvektor @ = (vq,v;) miissen Sie den Ball zur Zeit t = 0 in
S’ anstofen, wenn die Geschwindigkeit in S nur eine Komponente in Richtung des Mittel-
punktes haben soll, ¥ = (—v,0)? Dies sei die Anfangsbedingung fiir alle folgenden Teilauf-
gaben.

(b) Bestimmen Sie 7(t) im Inertialsystem S und im Karussellsystem S'.
(c) Zu welchem Zeitpunkt ty nach dem Anstof3 erreicht der Ball wieder den Radius R?

(d) In dem Karussell sitzen ebenfalls zwei Freunde A und B beim Radius R, jedoch um ¢4 =
7t/2 (rechts von Thnen) bzw. ¢p = 77 von Ihnen entfernt. Wie muss v jeweils gewéahlt werden,
damit Sie A bzw. B genau treffen (die einfachste Losung reicht)?

(e) Skizzieren Sie die Bahnkurven aus Teil (d) in Sund §'.

Losung: Grofen in S sind ungestrichen, in S’ gestrichen.

(a) Bei t = 0 bewegen wir uns in S’ entlang der positiven y Achse mit der Geschwindigkeit
wR. Diese Bewegung muss fiir die geforderte Anfangsbedingung in S kompensiert werden.
Also haben wir in §: 7' (0) = (—v, —wR).

(b) Aus 9(t) = (—v,0) bekommen wir mit der Anfangsbedingung 7(0) = (R, 0) sofort 7(t) =
(R — vt,0). Der Ball bewegt sich in S gleichférmig, geradlinig.

Fiir die Bewegung in S’ miissen wir lediglich um den Winkel wt rotieren. Also
7(t) = (R — vt)(cos wt, — sin wt) .

Das Vorzeichen in der y Komponente ist notwendig, um eine mathematisch positive Dre-
hung zu erhalten (w > 0).

(c) Aus7(tg) = (R —vtp,0) = (—R,0) erhalten wir ty) = 2R /.

(d) Damit der Ball die Freunde auf dem Rand des Karussells erreicht, muss er genau die Zeit ¢,
unterwegs sein,
7(tg) = —R(cos wty, — sinwty).

Freund A erreichen wir mit wty = 2wR/v = /2, also mit v = 4wR /7. Bei Freund B muss
das Karussell (mindestens) einmal komplett umlaufen, also wty = 27 oder v = wR/ .

(e) In S haben wir eine gleichformig geradlinige Bewegung von (R,0) nach (—R,0) entlang
der x—Achse. Hilfreich fiir die Skizzen in S’ ist die Feststellung, dass 7 (#p/2) = (0,0) und
dass die Bewegung zunéchst in negativer y—Richtung verlduft. Im Fall B muss der Ball den
Mittelpunkt des Karussells aus Sicht in S’ scheinbar riickwirts durchlaufen. Das fiihrt auf
eine Schleifenbewegung.
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