7 Harmonischer Oszillator & Schwingungen

[Basiert auf einem Skript von Jiirgen Markmann |

7.1 Motivation

Als harmonischen Oszillator bezeichnet man in der Mechanik ein System, das ein Poten-
tialminimum besitzt und bei einer Auslenkung = aus diesem Minimum eine der Auslenkung
proportionale Riickstellkraft Fr erfahrt. Abweichungen von dieser einfachen Proportiona-
litit werden als Anharmonizitdten bezeichnet und koénnen zu komplexeren Bewegungs-
abldufen bis hin zu einer chaotischen Dynamik des Systems fiihren.

7.2 Losen der Differentialgleichung des ungedidmpften harmoni-
schen Oszillators

Die Differentialgleichung (DGL) des ungeddmpften harmonischen Oszillators soll hier ex-
emplarisch anhand der Kréftebilanz eines mechanischen Oszillators, z.B. eines Federpen-
dels, abgeleitet werden. Bei einer Auslenkung z(t) zum Zeitpunkt ¢ aus der Ruhelage erfahrt
eine Masse eine Kraft in entgegengesetzter Richtung zur Auslenkung und proportional zum
Betrag des Auslenkung. Man spricht von einer Riickstellkraft Fg:

Fr = —ka(t) (1)

Gemaf den Newtonschen Axiomen der Mechanik ist die Summe aller wirkenden Krafte
gleich der Tragheitskraft F'. Also gilt:

F=mi(t) = —ka(t)=Fr
B1) = — ) (2

Im folgenden wird bei z(t) die Zeitabhédngigkeit nicht mehr explizit erwdhnt und in Vor-
ausschau auf das Ergebnis wird w2 = % gesetzt. Dies ist moglich, da k und m positive
Groflen sind. Daraus ergibt sich dann die folgende DGL:

i+twiz=0 (3)

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Grades; homogen, da kein Storterm
vorhanden ist, der nicht von x oder einer zeitlichen Ableitung von x abhéngig ist und
linear, da die Funktion = und ihre Ableitungen nur mit konstanten Faktoren versehen sind
und addiert werden. (Man spricht von einer Linearkombination.)

Man kann zeigen, dafl jede Linearkombination zweier voneinander linear unabhéngiger Lo-
sungsfunktionen ebenfalls die DGL 16st. Ebenso kann man zeigen, daf eine lineare DGL
2.Grades maximal 2 voneinander linear unabhéngige Losungen haben kann. Deshalb ist
eine allgemeine Losung eine Linearkombination aus zwei linear unabhéngigen Losungen.
Um eine solche Funktion zu berechnen, macht man nun folgenden Ansatz:

z = CeM (4)
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Damit ist:
i = \CeM (5)

Dies setzt man nun in die DGL (3) ein und erhélt:

NCeN +wiCeM =
M4ws = 0 (6)
Gleichung (6) bezeichnet man als charakteristisches Polynom der Differentialgleichung (3).
Wie man leicht sieht, ist diese Gleichung im Reellen nicht 16sbar, also miissen wir ins Kom-
plexe ausweichen. Dabei ist zu beachten, dafl die Ergebnisse ebenfalls komplex werden und
deshalb die reellen Losungen noch als ,,physikalisch sinnvoll“ aus dem Ergebnis extrahiert
werden miissen. (Denn was soll schon eine komplexe Auslenkung in x-Richtung darstellen?)

Gleichung (6) hat die Losungen:
)\172 = :l:iwo

Einsetzen in den Losungsansatz (4) ergibt zwei Losungsfunktionen:
iwot —iwpt .
2 = C1e™ 2g = Coe™™" ; 21, 22,01, 0 €

Diese beiden Losungen sind voneinander linear unabhéngig. Die allgemeine Losung ist also
eine Linearkombination aus beiden Lésungen und lautet:

y = C«leiwot + 026—iwot (7)

Wie oben schon erwéahnt ist dies jedoch eine komplexe Losung, wobei C; und Cy komplexe
Konstanten sind. Will man eine rein reelle Losung, mufl man das Ergebnis in Real- und
Imaginérteil aufspalten und die Losungen extrahieren, deren Imaginérteil = 0 ist. Dazu
schreibt man die Konstanten in Polarkoordinaten:

Cy = p1e# Cy = pye'#?
Die Form der Losung entspricht dann:

y = pleinl eiwot + p2€i(p2€7iw0t
= pi(cos (wot + ¢1) + @ sin (wot + ¢1)) + p2(cos (—wot + @2) + @ sin (—wot + ¢2))
= p1 cos (wot + @1) + p2 cos (—wot + wa) + i [p1 sin (wot + ©1) + p2 sin (—wot + p2)]

Bei den physikalisch sinnvollen Losungen mufl der Imaginérteil von x fiir alle Zeiten t gleich
Null sein, d.h.

p1 sin (wot + 1) + p2 sin (—wot + p2) = 0
p1 sin (wot + p1) = po sin (wot — 2)



Da p und ¢ konstant sind, muf3

pL = po 01 = —2

sein, was bedeutet, dal Cy = C7. Dies setzt man in den verbleibenden Realteil ein und
erhélt die allgemeine reelle Losung der DGL:

T

p1 cos (wot + 1) + p1 cos (—wot — 1)
p1 cos (wot + 1) + p1 cos (wot + 1)
2p1 cos (wot + 1)

Fithrt man nun noch die géngigen Bezeichnungen A = 2p; und A = ¢; ein, folgt fiir die

Losung:

z(t) = A cos (wot + A),

(8)

wobei A und A reelle Konstanten sind. Die Losungsfunktion beschreibt einen sinusférmigen
Weg-Zeit-Verlauf mit der Amplitude A und der Phasenverschiebung A . In Abbildung 1
ist der zeitliche Verlauf der Elongation z(¢) mit den Anfangsbedingungen x(0) = 0 und
#(0) = 1 abgebildet.
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Abbildung 1: Beispiel fiir x(t) des homogenen ungeddmpften Oszillators mit wy = 2.

7.3 Losen der DGL des geddmpften harmonischen Oszillators

Zuséatzlich zur Riickstellkraft betrachten wir nun eine Reibungskraft, die proportional zur
Geschwindigkeit 7 ist. Fiir die auftretenden Kréfte gilt dann:

mi = —ft — kx
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Ublicherweise schreibt man sie in der Form:

i+ i+ wir =0 (9)
mit v = % und w3 = % Auch dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Grades.
Die Bezeichnug des Vorfaktors von z als wg riihrt iibrigens daher, dafl wy im ungeddmpften
Fall (fiir v = 0) gerade die Frequenz der Schwingung des Oszillators wire.
Wie oben macht man nun folgenden Ansatz:

r = AeM
Damit sind:

= \AeM
= MAeM

Dies setzt man nun in die DGL (9) ein und erhélt:
N AeM + A AeM + wiAeM =
NM+yd+w; = 0 (10)

Gleichung (10) ist das charakteristische Polynom der Differentialgleichung (9). Auch hier
ist es eine quadratische Gleichung; fiir sie gilt:

7 2 72
(A+3) =i+

Abhéngig vom Vorzeichen der rechten Seite der Gleichung, mufl man drei Félle unterschei-
den.

1. Kriechfall % > Wi
In diesem iiberddmpften Fall sind die Losungen fiir A reell und lauten:

x(t) = A16<

Diese Funktion zeigt fiir typische Anfangsbedingungen nach kurzem Anstieg einen ex-
ponentiell abfallenden Verlauf, x wechselt wihrend des gesamten Bewegungsverlaufes
sein Vorzeichen nicht. Abbildung 2 zeigt den Verlauf der Bewegung eines gedampften
harmonischen Oszillators im Kriechfall mit z(0) = 0 und %(0) = 1.
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Abbildung 2: Beispiel fiir z(t) des geddmpften harmonischen Oszillators mit
v =4 und wp = 1 fiir den Kriechfall.

2. aperiodischer Grenzfall % = w?

Hier erhélt man nur einen Wert fiir A\, namlich

Man spricht von einer Entartung des Losungsraumes. In diesem Fall kann man zeigen,
dafl die Losungen von der Form

Tr = (Al + Agt)e)\t
sind. Also lautet sie in diesem Fall:
2(t) = (A) + Agt)e 2t

Abbildung 3 zeigt den Verlauf der Bewegung fiir die Anfangsbedingungen x(0) = 0
und #(0) = 1. Der Verlauf von x sieht dem des Kriechfalles sehr &hnlich, allerdings
mit dem wichtigen Unterschied, dal diese Funktion viel schneller abfallt.

3. Schwingfall Y <l
Nur in diesem Fall findet {iberhaupt eine echte Schwingung statt. Das charakteristi-
sche Polynom ist allerdings wieder nur im komplexen losbar. Analog zum ungedampf-
ten Fall erhélt man fir A:
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Abbildung 3: Beispiel fiir z(t) des geddmpften harmonischen Oszillators mit
v = 2 und damit wy = 1 fiir den aperiodischen Grenzfall.

Die allgemeine Losung lautet dann:

. 2 4
(;+1 w%“ﬁl)t (;’z w%l)t
z = (e + Che

—X¢ % wgf%t —1 w(%f%t
z = e 2" | CieV + Cae 'V

Auch hier ist zu beachten, dafl diese Losung komplex ist. Also miissen die reellen
Losungen wieder wie im ungeddampften Fall durch Seperation in Real- und Ima-
ginérteil gefunden werden. Das funktioniert hier absolut analog, nur dafl an die Stelle

von wp nun y/wg — 7; tritt. Damit lautet die reelle Losung:

2

z(t) = Ae™3 " cos ( w%—%t—i—A) (11)
Abbildung 4 zeigt den Verlauf der Elongation eines geddmpften harmonischen Os-
zillators im Schwingfall mit den Anfangsbedingungen z(0) = 0 und #(0) = 1. Zur
Verdeutlichung der Schwingung wurde wy diesmal etwas hoher gewéhlt. Diese Losung
hat wiederum einen sinusférmigen Weg-Zeit-Verlauf, der allerdings von einer fallen-
den Exponentialfunktion eingehiillt wird, so daf§ die Schwingungsamplitude fiir grofie

Zeiten t gegen 0 geht. Die Frequenz, mit der das System schwingt, ist \/w3 — % und
damit kleiner als die Frequenz wy des ungedédmpften Oszillators. Oft benutzt man
den Logarithmus des Verhéltnisses der Auslenkung zweier aufeinanderfolgender Ma-

xima der Schwingung um die Dampfung zu beschreiben. Diese Gréfle nennt man das
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Abbildung 4: Beispiel fiir z(¢) des geddmpften harmonischen Oszillators mit
v =1 und wy = 5 fiir den Schwingfall.

logarithmische Dekrement A. Um die Zeit ¢, zu berechnen, bei der der Oszillator
maximale Auslenkung zeigt, setzt man an:

cos (wt, +A) = 1

wt, + A = 2mn in €

2mn — A
o= 2T A (12)
w

Daraus errechnet sich dann das logarithmische Dekrement zu

A

In 2(tn)
x<tn+1)
| Ae=2' cos (wt, — A)

n———
Ae 241 cos (Wt — A)

lne—F b3t

% (tn—‘rl - tn)

v (27T(n+ 1)—A 2mn-— A>

2 w w

™

o 13

- (13)
a (14)
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7.4 Lo6sen der DGL des gedampften harmonischen Oszillators bei
periodischer, duflerer Kraft

Wir betrachten nun einen Ostzillator, der von einer dufleren, periodischen Kraft
Fy = Fycos (wt +9)
erzwungene Schwingungen ausfiihrt. Betrachtet man die wirkenden Kréfte, so ist:
mi = —ft — kx + Fy cos (wt + 0)

Man schreibt die DGL in der Form:
. . 2 FO
T+t +wyr = - cos (wt +0) (15)

Dies ist eine inhomogene lineare DGL 2.Grades. % cos (wt + 0) bezeichnet man als Storung
und & + vz + kx = 0 als die zugehorige homogene DGL. Man kann zeigen, dafl die Losun-
gen solcher DGLn sich schreiben lassen als Summe aus der allgemeinen Losung der zu-
gehorigen homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Losung (auch partikulire
Losung genannt) der inhomogenen, d.h. vollstdndigen, DGL. Sei xy also die Losung aus
dem vorherigen Kapitel und zg eine spezielle Losung dieser inhomogenen DGL, dann ist
die allgemeine Losung:

T =u1xy + Ts (16)

Die Losung der homogenen DGL ist bereits bekannt, es mufl nur noch eine spezielle Losung
xs gefunden werden. Dafiir existieren in der Mathematik mehrere Verfahren. Eines davon ist
die sogenannte ,, Kochrezeptmethode® fiir spezielle Storterme. Allgemeiner ist das Verfahren
der Variation der Konstanten. In einem solchen einfachen Fall wie diesem kann man aber
eine spezielle Losung durch ,scharfes Hinsehen“ erkennen. Es vereinfacht die folgenden
Rechnungen ganz erheblich, wenn man Fj einen Imaginérteil hinzufiigt, etwa:

Fa = Fy(cos (wt 4+ §) + isin (wt + 9)) = Fyeiwi+0)
Dann lautet die DGL (im komplexen):

Fy .
P4yt +wiz= =0 gilwt+d) (17)
m

Betrachtet man den Realteil dieser Gleichung,

Fn .
Re[s+7¢+ufz] = Re {0 e“wtm]

Re[Z] + YRe[Z] + wiRelz] = ];2 Re[cos(wt + §) + i sin(wt + 0)]
(Re[2])” + v(Re[z]) + wiRe[z] = fnb cos (wt +0),



so erkennt man, dafl dieser dquivalent zu Gleichung (15) ist. Das bedeutet, daf§ der Realteil
der Losung von DGL (17) der Losung von DGL (15) entspricht.
Im folgenden soll eine Losung fiir die komplexe Differentialgleichung gefunden werden.
Mit F’' = Lo e folgt fiir die DGL (17):
P4 yi+wiz = Fle™ (18)
Dann erkennt man auch leicht eine partikuldre Losung:
zg = Ale™ (19)
A’ bestimmt man durch Einsetzen von (19) in die DGL (17). Dafiir berechnet man noch
die Ableitungen:
tg = iwAe™!

. ! 1
3¢ = —sz ezwt

Eingesetzt ergibt das:
_w2AI€iwt 4 z'w’yA’eM 4 w(Q)A/eiwt — Fleiwt
A (wg — W+ iw’y) = F
F/
Wi — w? + iwy

A =

Zur Vereinfachung setzen wir A = A’e™®, d.h. wir betrachten eine Amplitude A, aus der
die Phase 0 der Erregerschwingung , herausgerechnet wurde. Fiir dieses A gilt:

Iy

A= m 20
w§ — w? + iwy (20)

Nun muf der Nenner reell gemacht werden. Dafiir erweitert man den Bruch mit dem
konjugiert Komplexen des Nenners. Man erhélt:

B (R — w? — i)
(1 — P+ ()2
B(uwf - o?)

T @ w2t (w2

A —

By
(w§ —w?)? + (wy)?

Zur Berechnung der Polardarstellung von A benétigt man den Betrag von A und den
Phasenwinkel.

A = |Ale”



A = &
S O e B o)
Fo
V(W — )+ (wy)?
Eo
tan = —mn
)
_ v
Wi —w?
Damit ergibt sich fiir zg:
g = A/eiwt — A€i6eiwt — |A‘6i<pei5eiwt _ |A|ei(wt+<,0+5)

Ey
m

SR =Rt @

zZs =

i(wt+arct ey
i(wt+arctan (W(Q)ﬂd2

)+5)

Nun hat man eine komplexe Losung der inhomogenen Differentialgleichung (17). Wie vorher
gezeigt wurde, ist der Realteil von zg Losung der (reellen) Differentialgleichung (15):

rs = Re[z]
Iy
= m COS <wt + arctan (
V(6§ = w?)? + (@9)?

o Uﬂ) +5> . (21)

Geméfl Gleichung (16) lauten dann die vollstéindigen Losungen, unterschieden nach den

Féllen wie im vorherigen Kapitel:
1. Kriechfall:

[ ~2 [ ~2
I(t) = 67%t (A1€ WT_W%t—I—AQG_ 74_Wgt)

Fo
m

Rt e (

2. aperiodischer Grenzfall:
o(t) = (A + Agt)e 2!
Fo
_|_ m

St @ (

3. Schwingfall:

2
z(t) = Ae‘gtcos( w§—1t+A>

Fy
m

10

w
wt + arctan <
0

wt + arctan <
w

cos | wt + arctan
V(6§ = w?)? + (@9)?

wg — w?

W) + 5) (24)



Diese Weg-Zeit-Gesetze beschreiben eine Uberlagerung von zwei Bewegungen. Fiir grofie
Zeiten t geht der Anteil von xy in allen Féllen gegen Null. Die Bewegung wird dann nur
noch durch xg beschrieben; deshalb nennt man xg auch die stationédre Losung. Die Uber-
lagerung beider Bewegungen fiir kleine ¢ bezeichnet man als Einschwingvorgang. Obige
Unterteilung bezieht sich nur auf die Art der ,,Eigenschwingung® des Oszillators. Auch im
Kriechfall fithrt das System fiir grofle ¢ noch eine oszillierende Bewegung aus. Der Unter-
schied zum Schwingfall besteht darin, dal der Einschwingvorgang bereits nach weniger als
einer Periode der Eigenschwingung beendet ist bzw. erst gar nicht zum Tragen kommt,
wenn die Ddmpfung so grofl ist, daBl der Einflul der Eigenschwingung von Anfang an
vernachléssigt werden kann.

Interessant ist bei diesen Schwingungen das Auftreten von Resonanzphdnomenen. Dazu
betrachtet man die Frequenzabhéngigkeit der Amplitude A der stationéren Losung. Es war
A = |Ale™ mit

Fo
Al = = (25)
V(g — w22 + (w2
tangp = W (26)

Im folgenden wird der Verlauf des Betrags der Amplitude gegen die Erregerfrequenz w
diskutiert. Dafiir setzt man:

I|A(w)]
Ow

Fithrt man die Differentiation durch, so erkennt man, daf fiir v < V2wy ein Maximum
existiert mit:

=0

= Wy — (27)

wmax

Al = —F—= (28)

2 2
my\wy —

W = Wpax bezeichnet man als Resonanzbedingung. Mit kleiner werdender Dampfung ~
verschiebt sich die Position des Maximums zu grofleren Frequenzen und der Betrag der
Amplitude wird grofler. Im Grenzfall v — 0 wird die Amplitude sogar unendlich grof;
man spricht von einer Resonanzkatastrophe. Abbildung 5 zeigt den Verlauf von |A(w)] fiir
verschiedene Dampfungskoeffizienten ~.

Der Verlauf der Phasenverschiebung —¢(w) zwischen Erregerschwingung und stati-
onérer Schwingung beschreibt einen Arcustangens und wird fiir verschiedene Démpfungs-
koeffizienten -y in Abbildung 6 dargestellt. Der Wert 3 stellt sich bei w = wy ein, unabhéingig
von der Dampfung v, fiir grole w stellt sich der Wert 7 ein.
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Abbildung 5: Verlauf von |A(w)]| fiir verschiedene Werte von ~ fiir wg = 3 und % =
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Abbildung 6: Verlauf von —p(w) fiir verschiedene Werte von + fiir wy = 3 und
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