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Kapitel 1

Grundbegriffe

1.1 Zur begrifflichen Struktur der Physik
1.1.1 Theorie

e Wissens- und Erfahrungsschatz systematisiert

e Biindel von Erfahrungen zusammenfassen
— BEGRIFFE
— Kalkiil, der Erfahrungen wiedergibt, Vorhersagen

— enorme Datenkompression
— Vorhersagen

— hochstmogliche Quantifizierung

Verstehen:

— von den Grundannahmen ableitbar!
— Grundannahmen (sind einer weiteren Erklirung nicht nétig)

— logisches Schlieflen, Mathematik

gemessene Grofie (, Erfahrung®)

andere Axiome Axiome, unabhingige Grofien



KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

1.1.2 Beispiel zur Theorienbildung

»Massen von Elemntarteilchen“: m={1,2,3,4,5,6,8,10,12,16,17,20,24}
Theorie I: m e N:
Vorhersage: 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, ...
Theorie II: ~ m € 1-6 und deren Produkte mit 2™ =1, 2, 3, 8:
17: Kuckuksei
Theorie III:  Alle Primzahlen, die sich in der Form 2**! darstellen lassen:
Vorhersage: (1), 2, 3, 5, ... und Produkte mit 2"=1, 2, 4, ...

Ay Alle Kreisteilungen mit ,,Zirkel und Lineal“ in kongruente Teile

1.2 Zustand und physikalische Groéfien
1.2.1 Physikalische Grofle

e Linge, Ort 7, Geschwindigkeit v, F

Impuls,

o Zeit

Temperatur

Spannung U, Strom I, Ladung @, E, g,

Masse

Dichte p = o men

1.2.2 Energieinderung AFE

<

AF ist immer mit der Anderung von mindestens einer weiteren extensiven Grofe:
——

mengenartig

AE=v-Ap+ (—F)- A7 + w- AL +
_,_23 u,_/ N——
Bewegung Verschiebung Winkelgeschwindigkeit, Drehimpuls, Rotation
Mechanik
LTOA?+ (—p) - AV 1?7 AN+ BAQ
— ——
Druck, Volumen, Kompressionsenergie elektrisches Potential
Thermodynamik Elektrodynamik

Das E-Werk liefert Energie. Ladung erfiillt Erhaltungssatz.

AE = &1 - AQ1 + P2 - AQ-



1.2. ZUSTAND UND PHYSIKALISCHE GROSSEN

AQ1 = —-AQ:
AE = (91 — Dy)-AQy
U

Man unterscheidet zwischen:

* Extenisve Groflen:

Diese sind beispielsweise E,p und L. Solche GroBen sind mengenartig, haben Dichte, sind austauschbar
mit anderen Systemen (bilanzierbar) und zum Teil erhalten.

* Intensive Grofien:

Hier fiihren wir v, T, p und F als Beispiele an.
PL+ P2 =Py + D
E\+ Ey = E] + E,

Zustand: In einem Zustand £ hat jede Grofie einen Wert (y).

| Variablen | E [ p (Impuls) | v (Geschwindigkeit) | = [ =
Zeit 1, Zustand 1 | 1 Joule 0,3 Ty 1,5 | 2,25
Zeit 2, Zustand 2

7]




KAPITEL 1.

GRUNDBEGRIFFE




Kapitel 2

Klassische Physik

Groflen haben immer einen Wert (reelle Zahl mit unendlich vielen Dezimalen!), eventuell kennt man den nicht
genau. Die Streuung des Werts einer Grofle ist defniert durch:

Az = /(2% — (2)2 > 0.

(x) sei dabei der Mittelwert einer Mefireihe. In der klassischen Physik ist AG eine Folge von Féllen einer Grofie
G. Die Wirklichkeit erkennen wir dann, wenn wir Atom- und Quantenphysik betreiben. Es gibt Variablen wie
beispielsweise p,, z, wofiir es keine Zustande gibt, fiir die sowohl Az als auch Ap, beide (,simultan“) = 0 sind.

¥ Zeit:
Dies ist keine physikalische Grofle im obigen Sinn.

¥ Arbeit:
W = /ﬁ- di

F . dFist das Skalarprodukt der Vektoren F und d7, wobei dr' = ¥ - dt das sogenannte Differential ist.

ty
W = / F(7(t)) - 7(t) dt Kraft zur Zeit ¢ am Ort des Teilchens - Geschwindigkeit des Teilchens

to

W ist Prozessgrofe (Folge von Zusténden). x ist eine unabhiingige und y eine abhiingige Variable.
x1
A= / f(z)dx Fldche (veriinderlich, aber keine Variable im eigentlichen Sinn)
z2

2.1 Dynamik eines Systems

Folge von Zusténden, die ein System bei vorgegebenen Kréften ,,von alleine“ durchlauft.

Bewegungsgleichung: Newton

mi'(t) = F (ﬁ = md’)

2.2 Teilchen — Ko6rper — Feld

Teilchen:

E, p, ¥ mit E = E(p)
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Energie-Impuls-Transport durch Vakuum mit festem Zusammenhang von E, p’

FE = —mOUQ, p = mou,
2
2
p
E(p) = —
(p) 2m

Dies gilt fiir ein nichtrelativistisches Teilchen. Fiir ein relativistisches Teilchen gilt:

E(p) = /(moc2)2 + (cp)2 > moc?
(p) = V(moc?)? + (cp)> = mo

Ruheenergie

A
mo = Ruhemasse

cZ Lichtgeschwindigkeit

Allgmein:
dE(p) ’
= = E =

¥ = (v1,v2,v3) Komposition von ¢ mit festen z,vy, z

—

P = (P, Py, P-) Komposition von 7 mit festen p,, py, p.

v = OBz, py, )

= o0, = E'P* (py, py, p-)

nach p, differenzierbar, p,, p.=const.

= partielle Ableitung von E nach p, mit p,,p. konstant.

E(p) = v/ (moc?)? + (ep)? ——— clp|

2 2p c?
v = = . p
2/ + (@) \/(moc)? + (cp)?

. c? 1
lim p=—"-D
P=0 \/(moc?)? + (cp)? m

. c? c?

lim p=—-p=c
P00 /(moe?)? + (cp)? p

@ p=-moe (falsch!)
@ | p = m(v)v | Definition von m(v)
® p=——= (wird nicht benotigt!)

@ m(v) = LQ (richtig!)



2.2. TEILCHEN - KORPER — FELD

2.2.1 Niherungsbetrachtung F(p) fiir kleine p

1 1

Es gilt fiir die geometrische Reihe:

Crl <1

l4+qg+¢*+...

fiir |¢| < 1
—q

Wir schreiben nun ¢ — z, womit sich ergibt:

1
— =14z +2?+... fir|z| <1
1—=
2p2 p?
Vme@ + () = \/ (moc?)? [1 + ] moc® -\ [1+ 55 =
0 0
2 2
2 p 2 Lp
=moc” |1+ = = mpc” + P
0 { 2 mac? } —— 2 mg
Ruheenergie
nichtrelativistischer Anteil
relativistische Betrachtung
der Energie
c-p c-p
»
Zusammenfassung:
Teilchen: E,p' mit E = E(p)
)
m
% Nichtrelativistisch: p_7 D= mgoU, (5172)
m

¥ Relativistisch: | E = y/(moc?)? + (¢p)?

* Geschwindigkeit: m

aE(pxapyypz)
N——
const

Ops

vy =F pz(vapyapz) =

Korper: lokalisierbares Teilchen, hat Bahnkurve

Beispiele:
% ,,Schrotkiigelchen®, Golfball

* Elektron, ... (nur niherungsweeise Korper)
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% Photon, mg =0, E = c- |p]

FE = hv
oy

Elektromagnetische Wellen: E = ¢ - |

2.2.2 Felder

Physikalische Groflen sind raumlich verteilt (Massen-, Energie- Impulsdichte) wie beispielsweise elektromagne-
tisches Feld oder Schall in der Luft.

Erhaltung/Stof3prozesse:

Eé?) + Eéi) = E‘ile) + El(;) (1 Gleichung)
ﬁf;ll) + ﬁfﬁl) = ]5,(;) —|—]5ffh) (3 Gleichungen)
= COMPTON-EFFEKT

2.3 Differential-Schreibweise

y = f(x) } Y £ Variable, f £ Funktion

y=y(z)

Die Ableitung wird dann als Grenzwert des Differentialquotienten definiert:

o) = Jim, BT — i,
f(z)= d];(xx) df nach dz

lim A
7 m A
lim A
A # Jim, A1
df, dz sind jedoch keine infinitesimal kleine Gréflen. Wir approximieren die Funktion durch eine Tangente:

Y—Y = f’(xo) (r — x0)
N—— ——
dy da(=Ax)

dy = f'(zo) - dz

d
= f'(@o), x> w

Y@

x, y sei laufender Punkt auf der Tangente.



2.4. POTENZREIHENENTWICKLUNG EINER GEGEBENEN FUNKTION F(X)

Beispiel:
* Kettenregel:
flu(@)) = f'(u(@)) = f'(u) - ' (2)
% Mehrere Variable:

0]
f(z1, @2), 710(;;’112) mit 2o = const.
1
W mit x1 = const.
T2
af(...
f((g ) partielle Ableitung
z
% Subsitutionsregel bei Integralen:
d(z(u
[ se@) = [ -2,
e o

o

rz=z(u) @

Umkehrfunktion

Und x wird durch « eliminiert!

2.4 Potenzreihenentwicklung einer gegebenen Funktion f(x)

Reihe: ag + a1 +as + ...+ a, +... — S Konvergenz: S,, konvergiert zu S?

Sn
|Sn — S| < €V n>mng(e) (e beliebig (klein) vorgegeben)
Die geomtrische Reihe lautet beispielsweise:

9 1

Fiir ¢ — x gilt:

1
1—2x

=l4ax+22+...

Eine Potenzreihe ist auflerdem eine Reihe der Form a,, = b, - ", wobei b, unabhénig von x ist.

Definition:

Wie entwickelt man fiir beliebige Funktionen f(x) Potenzreihen?

2.5 Taylor-Reihe

2 n

@)= FO) + f O F + 105+ + FP0)

n
n!:1o2'3~...-n%(ﬁ>
€

n!

Beispiel:

flx) =" fM(z) = e, f(0) =1

1 1 1
o 14- —g? S+ L
¢ S TR PO T

Tangentenndherung

Die Reihe kovergiert (fiir || < 1) besser als geometrische Reihe.
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2.5.1 Naive Kovergenzbetrachtung
Vergleiche mit geometrischer Reihe: 1+ ¢+ ¢> + ...+ ¢" +... mit |¢] < 1

X A n

o

n

X x T x T xz
1(-12]-]3 [z] | ([z] +1) n
mit 0

Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder:

gl gn gntl n!
(n+1)! " nl .(n—i-l)!ix.n—i—l
Betrachten wir die Taylor-Reihe einer Funktion f(x):

< 1 konvergiert

2 n
@) = FO) + O+ 105 -+ F T+
flxo) — f(a) = /f'(x)l dz, ¢ > a, fest(aber beliebig)

Wir fithren eine partielle Integration durch:

/u(x)v’(x)dx:u-v—/u’vdx

[u(z) - v(x)] = uw' +u'v

AuBlerdem gilt ja:

/[uv}’ dz = uv

u(z) = f'()
V'(x) :=1= v(x) =z + const. (const. = —xq)
fa /f 1dz = f(a) + [f' (@) (& — )220 /f” (& — o) dz =

= f(a) + f'(z0)(x0 — z0) — f'(a)(a — x0) /f” (2 —z0)dr =

= (@) + f'(a) (w0 — a) — / 7" (x)( — o) da
Wir integrieren nochmals partiell:

f(w0) = f(a) + f’(a)“"% .+ 1)

/f("+1) (x — o)™ dzx

(330 _ a)n

TL' + Rn+1(a7$0)

Rn+1 (a IO

a— 0,29 — xim Endergebnls
* Rpi1(a,a) =0 xg=av¥n

¥ Rpi1(a,z9) — 0 mit n— oo (xg # a)
Fiir |xg — a| < r hat die Reihe hat den , Konvergenzradius® r.

#* Ru41 7 0 fir n — oo fiir alle zg # a



2.6. KINEMATIK

Beispiel:

f(2) =In(1 +2)

1 x a2 23zt
In(1 = 1In(1 ==+ — — — =1 1
n(l+x) n()+1+mw:o T+ T 2+3 1 (r |z < 1)
1 1 1
=1:In2)=1— -+ - ——-+...
T n(2) 2+3 4+

1 1
x=-1:In(0) = —0co=— {1 + 3 + 3 +} harmonische Reihe

konvergiert NICHT!

In(4) = 21n(2)

In(5) = In(2 + 3) = In <4. i) — 9In(2) + In (Z)

2.6 Kinematik

Es sei einen Bahnkurve C und ein Punkt im Raum P(z,y, z) vorgegeben.

v

Endpunkt

!

Anfangspunkt

(t)

x
y(t) p Es handelt sich dabei um Funktionen der Zeit.
z

(t)

In der Mathematik nennt man ¢ den Kurvenparamter.

T
Y
z

Geschwindigkeit: ¥ = (vg, vy, v.) = U(t)

Position: ¥ = (z,y, z) = 7(t)

2.7 Mathematischer Einschub: Vektoren
% gerichtete Grofle, Betrag+Richtung: 7
Ortsvektor (Anfang festgelegt)

% Verschiebungen:
a
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g=ad+b="b+a (kommutativ)

—

b

#* Mathematik: Vektorraum

#* Physik: A = (A1, As, As) + Invarianz gegen Drehungen

2.7.1 Skalarprodukt

Gob=|d|-|bl-cosep

d| = Lénge von @

=a% = qa?

QL

a-

2.7.2 Vektorprodukt

A
(&

é’xg:a-b-singwélauffi,g

|@ x b| = Flicheninhalt des Parallelogramms @, b

2.7.3 Komponenten

a=(ag,ay,a;) =ay-€; +ay-€ +a,- €, ¢ Einheitsvektor in z,y,tL aufeinander
@ b= azby + ayby +a.b, (Orthonormal-Basis)

Gxb= (agbs — asba, azby — arbs, a1bs — azby)  (zyklisch vertauscht)



2.7. MATHEMATISCHER EINSCHUB: VEKTOREN

Gerade durch 2 Punkte a, b:

T —
b—d
o

" Gerade
a b

—

(F—R)-7=0

a1z + oy +azz =

|@- (b x @) ist das Volumen des Spats, welcher von den drei Vektoren @, b und & aufgespannt wird.

C-a)-|E-Dx@E-a] =0

T
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Geschwindigkeit:

Pt + At)

(t)

o A7
,UiAt»—»O At

oy da(t) L x(t 4+ At) —a(t)
valt) = &(t) = =3~ = lim, At
Beschleunigung:
o ey ((dug(t) douy(t) dv.(t)
ale) = (o) = (<, 2l <

Beispiel: Kreisbewegung

A

Y

d
N

=

3L

___@___

R - cos(wt)
7= | R-sin(wt)
0
— Rw sin(wt)
= | Ruwcos(wt)
0

7+ ¥ = —R*wsin(wt) cos(wt) 4 r2wsin(wt) cos(wt) = 0



2.8. VERANSCHAULICHUNG VON FELDERN

R cos(wt)
7(t) = | Rsin(wt)
Vo - t

Ganghohe=const.

EnergieAnderungen:
AE = v-Ap + (—F)Ax +...
—— ——

Bew.-Energie-And.  Lage-Energie-And. (Arbeit)

Fiir ein Teilchen (Kérper), 1 Dimension:

Vorsicht:

1 2
s kinetische Energie: Fyi, = —mo? = LA
2 2m
% v, I keine Konstanten, sondern im allgemeinen Funktionen von p, x
v=1(p,x), F' = F(p,x)

(p # mv)

2.8 Veranschaulichung von Feldern

2.8.1 Skalarfeld
A

»
Einem Punkt 7= (z,y, ) wird eine Zahl ¢ = ¢(7") zugeordnet. Die Linien, auf denen ¢ konstant ist, nennt man
Iso-¢-Linien (Aquipotentialflichen).

2.8.2 Vektorfeld
Jedem Punkt 7 = (z,y, z) wird ein Vektor F' = F(7) zugeordnet.
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A

F= (_y’ 33)

0 .
| >
0
dr(r) I F auf der Feldlinie
-
Arbeit:

2
Wis = /F(F) - dr” langs Kurve C von r{ — 73
1

F = (—y,z) (Wirbel)
Léngs Feldlinien im Gegenuhrzeiger-Sinn: W > 0

Wis = /ﬁ(m)) AN 4

T1

Die Kurve wird beschrieben durch ¥ = #(7). Radial (Cs):

—

W =0 und ﬁLd—f
=

a.) Beitrag zu W, =0
b.) Beitrag zu W;, > 0

=

1 =75 : keine Verschiebung W = 0 (trivial)
2 .

71 = 75 : voller Umlauf W > 0
2

Wio = / F d7 ist im allgemeinen # Funktion)(r7) — Funktion)(r3)
1
Die Arbeit ist auch mit geeignet gewéhlter Funktion f abhéingig vom Weg, der die Punkte 71 und 73 miteinander

verbindet. Sie ist eine Prozess-Grofie im Gegensatz zur Energie, welche eine Zustandsgrofie darstellt. Wir stellen
uns deshalb nun die Frage:

2
Fiir welche Kraft-Felder ist W = / Fd7 = —[®(r3) — ®(r7] unabhingig vom Weg, der 777 und 73 verbindet?

1
®(7) entspricht dabei der potentiellen Energie. In einer Dimension gibt es kein Problem mit Wegabhéngigkeit:

x2
/ F(z) dz normales Integral

xy

Aber in zwei Dimensionen ist /F(x(r),y(T)) .
Wege.

, d7 verschiedener Integrand fiir verschiedene
dr dr



2.9. MATHEMATISCHER EINSCHUB: VOLLSTANDIGES DIFFERENTIAL, GRADIENT

2.9 Mathematischer Einschub: Vollstindiges Differential, Gradient

f(x,y) sei eine Funktion von 2 (und mehr) unabhingigen Variablen. Dabei gilt nun:

e Partielle Ableitungen: Gf((()m, y) ( mit y = const.)
x
0 0
e Operator-Schreibweise: of = — f(z,y)
Ox Ox
~—~
Diff.Op.

fl2,y) mit z = 2(7),y = y(7)
Die Funktion f(z,y) liegt somit auf der Kurve C.
O(t) == flz(t),y(t))

d(t) = %(I)(t)

Beispiel: f(z,y) = xy

o(t) = z(t)y(t)
Wir leiten ®(¢) nach der Variable ¢ ab:

de(t) _ 9f(z,y) dz(t) | 9f(z,y) dy(t) _ (9f(z,y) Of (dz(®) dy(t)
dt dx  |e=a(t) dt oy |e=a(t) dt dx Oy ) |z==(1) dt 7 dt
y=y(t) y=y(t) y=y(t) ————
d7(t)

dt

2.9.1 Der Gradient

Der Gradient ist ein Vektor der folgendermafien definiert ist:

of (,y,2) 9f(x,y,2) 3f(fv,y72)>
ox oy 0z

grad f := (

Der Gradient hat die Eigenschaft, daf8 er senkrecht auf den Aquipotentialfliichen steht.
e In 3 Dimensionen: Aquipotentialflichen: ®(z,y,z) = const.

e In 2 Dimensionen: Aquipotentiallinien: ®(z,y) = const.

Linie auf der Aquipotentialfliche
O(x,y,z) = const.

T = x(t)vy = y(t)vz = Z(t)

d
3 2@),y(1),2(t) =0
dF(t)
g adf( ' Yy )|:.L =0
I T, Y,z y:y((? dt



KAPITEL 2. KLASSISCHE PHYSIK

Beispiel:

A

Normale zur Tangente

Tangente an Kreis

Kreis: 22 4+ y* = R?
——
f(z,y)

grad f(z,y) = (2z,2y) = 27

2.9.2 Totales (vollstindiges) Differential
(Im Gegensatz zur partiellen Ableitung)

df == Ltg;’ v) ~dx + Lf((;;’ y) -dy
df = f'(z)dx

Differential: dy = f'(z) dx
Tangente: y —yo = f'(z0) - (x — )
S ——

dy dz

2 unabhéngige Variable x,y
f(x,y, z) = const. Fliache: z = z(x,y)

Py(xo,y0) el Tangentialfliiche

Tangentialfliche im Punkt (xo, yo, 20)



2.9. MATHEMATISCHER EINSCHUB: VOLLSTANDIGES DIFFERENTIAL, GRADIENT

£

‘ Tangentialfliche an g, yo, 2o

7— 7% steht senkrecht zur Normalen der Ebene (Normale der Fliche im Punkt 7). z = f(z, y) erhiilt man durch
Auflosen von f(x,y,z) =const.

F(x,y,z)zf(x,y)—ZzO

of
oz
Normale: grad F = | 9f
dy
-1
L of of
(T—r0)~gradF:O—>(x—xo)-a—f +(y—yo)—f +(=1)-(z—20) =0
N—_—— :L‘O Tayo Tf,d_/
dz y f,dz

2.9.3 Vollstidndiges Differential einer Funktion f(x,y):

_ Of(x,y) ox,y
df = o dx + B dy
Auf C : F=7(t) : D(t) = f(7(t)) = f(z(t), y(t))
do f(x, of (x, . dr
dl(ft) - fg; . pagy TOT fg; . pmaqy 90 = Erad f (x’y)%
y=y(t) y=y(t)
Arbeit:

(2

2

/ F() i = / ) dg(” At =

1 t1 R/_/
Funktion(t)=®(t)

= ®(ty) — P(t1) Im allgemeinen hingt ®(¢) von Weg C ab!
= f(r2) = f(7)
Unter welchen Bedingungen an F () héngt W nicht von C ab?
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Resultat:

F = grad f(7)
Physik: F = —gradV}

Definition: grad f(z,y) = <8f(m,y) f(,y) . )

ox ' Oy

Plausibilitidtsbetrachtung:

= grad f siehe Einschub
— [0 dt = b(tz) - a(t) = £72) - 7(50)

F (i) = grad f(7)
Wenn dies fiir alle Wege C (1 — 2) gilt, ist dann die hinreichende Forderung auch notwendig? Fiir benachbarte
Punkte 77, 7 = 7 + Ar gilt:

/ﬁdf': /Fw(ac,y) da+Fy(z,y)-dy = Fyp(x1,y1) - Az + Fy(x1,y1) - Ay+ quadratische Anteile in Az, Ay etc.

f(r) = f(™) L4f = W <Az + 8fg;’y)Ay + quadratische Anteile in Az, Ay etc.
Gleichheit fir ALLE Kurven 1 — 2, aber Az, Ay unabhénig!

Of(z,y) Of(z,y)
Fylx,y) = Fy(z,y) = —F—

Das heifit nun:

—

F = grad f(x,y)

Zusammenfassung:

Gegeben sei F(7). Wann gibt es ein f(7) mit F = grad f(7) [F = —grad V]?
V() dV(z)
or dz

e Eindimensionaler Fall: F(z) =

of (z,y)

e Zweidimensionaler Fall: F,(x,y) = —————, Fy(z,y) = —

V existiert nur dann, wenn:
OFy(z,y) _ 0*V(z,y)

Qy 0x0y
6Fy($ay) _ 82V(.’L‘,y)
or - Oyox
OFy(z,y) _ OF,(z,y)
y or

Im dreidimensionalen Fall mufl diese Bedingung fiir alle Paare (x,y), (v, 2), (z,2) gelten. Dies schreibt man
auch als:

rot F(z,y,z) = 0 mit dem Vektoroperator rot = | 5- | x F.



2.10. NEWTON’SCHE DYNAMIK VON N PUNKTTEILCHEN

Beispiele:
* F = (x>
Y
oF, _oF,
dy 0= or 0
] _ (7Y
OF, OF,
T 14£=Y — 11
By or T

Auflerdem gilt fiir eine Funktion F', die ein Potential ® besitzt, dal das Wegintegral (Ringintagral) % Fdi=0

ist fiir alle geschlossenen Wege.

2.10 Newton’sche Dynamik von N Punktteilchen
A

Yo

Ay

Y1+

Az

4
dt

m]ﬁ](t) :F}(F17517F27527--~7FN76N)
N—_——

42 (my 7 (1) =F;

d
X Impuls=Kraft

Nebenbemerkung: Kraft=Impulsstrom

I = % 2 elektrischer Strom

Newton-Gleichung £ Differentialgleichung fiir 7; = 7(t)
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Beispiel zu Kriften:

\/
\
/
\/

Y

% F=_Dux

Die Feder sei bei x = 0 entspannt.

* Gravitation

—

Fy(F1, 7)) = —Fy (71, 7)

»actio=reactio*




2.11. PROBLEME MIT TRADITIONALLER FASSUNG DER NEWTON’SCHEN AXIOME

2.11 Probleme mit traditionaller Fassung der Newton’schen Axiome
A

z

=y
—

~
=

* F=0

Der Korper ist in Ruhe, oder bewegt sich lings einer Gerade mit konstanter Geschwindigkeit.

# Korper bewegt sich (# Gerade, ¥ # const.)
=F+#0
= In einem beschleunigtes Bezugssystem (Karussel) nehmen die Kréfte mit steigendem Abstand zu.

Krifte unterteilt man in innere Krifte und duBere Krifte. AuBere Kriifte aus Teilchen j sind unabhénig von 7, ¥
der anderen Teilchen.

2.11.1 Impulssatz

Wenn keine dufleren Krifte bestehen, dann gilt:

N
p= m7;
j=1

2.12 Grundannahmen, Bewegungsgleichungen

—

Korper, Bahnkurve 7= #(t)
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2.12.1 Die Newton’schen Bewegungsgleichungen

dp(?) 7

dt

Dies gilt fiir jeden Korper.

dr(t)
at

e Kraft: F = F(F1,51;F27527--~)

e Impuls: p=m - 0,0 =

Beim Pendel beispielsweise gilt:
N

X

x, y sind nicht unabhéngig voneinander. Zwischen ihnen besteht die Zwangsbedingung nach dem Satz des
Pythagoras 22 + y? = [? = const. Die Bewegungsgleichung lautet:

m-l-¢p=—m-g-sing
:>¢+%sin<p
N
x
.
®
l
mi
mo
Y

Wie lautet hier die Bewegungsgleichung? Mehr dazu in Theorie B.

2.13 Newton-Axiome (historisch)

@ F=0,7(t) =0 -t + 7 mit T, 7y =const.



2.13.

NEWTON-AXIOME (HISTORISCH)

@ F£0:p=F

@ ,actio=reactio”

2.13.1 Impulserhaltung
= mo
Fy
Fy
e
p1=F
P2 = Fo

d, _, = =
E(P1+p2)=F1+F2=0

2.13.2 Energieerhaltung

Fiir ein Teilchen in einer Dimension gilt:

AE =v-Ap+ (=F)-Ax+ ...

AFE Ap Ax
AU A AT
~— ~—~—~
F v

Sind die Anderungen unabhingig davon, wie sie vollzogen werden (,, wegunabhingig“)?

AE = E(r9,p2) — E(r1,p1)?

e Eindimensional:

e Dreidimensional:

]
E(,p) = éan V() F(7) = —gradV (7)

e N-Teilchensystem:

N pz
S 5 o o J S 5 o -
E(Tlap17r27p27"') = E +V(T1,T2,7"3,...,T‘n)
12mj
g=

Die z-Komponente der Kraft auf das j-te Teilchen F),; berechnet sich nach —

Potential haben, nennt man auch konservativ.

(')V(rj, .. )
aSCj

. Krifte, die ein

Fiir zwei Teilchen, die iiber eine Feder miteinander verbunden sind, gilt beispielsweise:

Fy,=4D:(z3—x1—a)
FQZ—D~($2—$1—G)

V(zy,z2) = 5(352 — 21 —a)?
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2.14 Ein Teilchen im konstanten Kraftfeld

Das Schwerefeld der Erde nahe der Oberfliche wird durch folgenden Kraftvektor beschrieben:

0
F= 0
—mg
Bewegungen in x, y, z sind unabhéngig.

mavm(t) =0 — v, (t) = const. = vy

d
mavy(t) = 0 — vy(t) = const.
d
maVz(t) = —mg — v,(t) = —gt + const. = —gt + v,
Vgg, Uy, Und v, sind die Anfangswerte der Geschwindigkeiten.

%x(t) =v,(t) = x(t) =vo -t + x0

d 1,
az(z) =—gt+v, — 2(t) = fggt + v,0t + 20

zo und zo sind Anfangswerte des Ortes.

A A A
z z z
L »
t t
A
z
»
x
Fiir zg = 0 gilt:
2
d) == o p=—I |- o | 4 I3
2 o 2 g 2g
~—~ ~—~
Steigzeit Steighdhe



2.15. REIBUNGSKRAFTE

2.15 Reibungskrifte

- —m-y-U fiir kleine v
—-m-6-v-U fir grofle v

Die Bewegungsgleichung lautet:

da(t)
dt

m = —mgé, —m~y - 9(t)

e z-Komponente: 0,(t) + yv,(t) =0

e z-Komponente: v, (t) + yv.(t) = —g

dv, ()
dt

vy (t) = const.-e” ' = f(x) =C-e *

1.Gleichung: = —yv,(t) analog: f'(z) = —vf(x)

Vg (t) = Vg0 * eivt ‘

dou,(t

f%l+7w40:fm

v, (t) = constie™ 7" + consts
——

2

v,(0) = v,, = consty — g, const; = v,, + g
0 0
v, (t) = fg(l —e ) oy, e Mo (t) = vy, ce
0

e Ohne Reibung;:
vz(t) = —gt + vz,
e Mit Reibung:
g

v, (t) = f; (1 — efwt) + vzoefw

Die Taylor-Reihe lautet:

—yt 722
e _1—7t+?t + ...

x(t) z(t)
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2.16 Quadratische Reihe, Kraft
2.16.1 Senkrechter Fall

v, (t)

AN
=2 |

b.(t) + 02(t) = g

t— —t
v(—t) = —v(t)!

Es besteht eine mathematische Symmetrie, doch dies ist physikalisch natiirlich falsch.
L) o(t) +v(t) =g
2.) o(t)+03(t) =g

v(t) = b - tanh(at)

2.17 Mathematischer Einschub: Differentialgleichungen

Definition:

F(y,y,..y™, x) = 0, x ist unabhiingige Variable, y(x) ist abhiingige Variable. Dies ist eine Differentialgleichung
n-ter Ordnung. Die explizite Form lautet:

vy (z) = f(2, 9,9y )

1.) Es exisitert eine eindeutige Losung fiir die Vorgabe y(z¢), ¥'(zo), - -, y(”*l)(wo), xg, sofern F, f nicht
singular sind.

2.) Die allgemeine Losung der Differentialgleichung hat n unabhingige Konstanten.

y= y(:c,Cl,Cg, .. '7Cn)a



2.17. MATHEMATISCHER EINSCHUB: DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

C; erhdlt man durch Vorgabe von y(zo), ¥'(zo), ..., y™ =Y (xq), wie wir beispielsweise vorher mit den
Anfangsbedingungen fiir die v(¢) fiir einen Fall mit Reibung erhalten haben:

v(t) = voe 7 + g
Y

2.17.1 Lineare Differentialgleichung (linear in y,vy’,...)

Ly = Au(x)y™ (2) + Ana @)y D (2) + o+ Ar(2)y (2) + Ao (2)y(2) = f(2)

Aj(z) ist eine willkiirliche Funktion von z, ebenso f(z). L wird als linearer Differentialoperator bezeichnet. Die
Losung ist von der Form y(x) = yp(z) + yn(z).

1.) yp(x) ist partikuldre Losung der Differentialgleichung.

2.) yn(z) ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung.
Lyn(z) = 0 mit yp(x) == yp(z,C1,...,Cp)
2.17.2 Lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
Aj(x) = const. und f(z) ist beliebig.
any ™ + a1y 4+ Ay (2) + azy(z) = f(a)

Die homogene Differentialgleichung hat die Losung:

yh(x) _ e)\x

AN + A A" L+ AN+ Ag| e =0

Polynom vom Grad n Nullstelle: \;

Es gibt n verschiedene Lésungen yp(x) = Z Cpe*®, wobei die C; beliebige Konstanten sind. Dies gilt aber
f=1

nur, wenn die Nullstellen paarweise verschieden sind.

2.17.3 Linearitidt der homogenen Differentialgleichung

1.) Mit yp(x) ist auch C - yp(z) eine Losung, wobei C eine beliebige Konstante ist.

2.) Die Summe von zwei Losungen yp, (z) ist auch eine Losung.
Die A; sind reell, aber Vielfache # 1.

Ap A"+ ...+ Ag = (A= A)™ - (Polynom vom Grad n —m)

Alw

Neben eM? ist dann auch 27 - e eine Losung mit j =0, 1, ..., (m —1)
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Kapitel 3

Der harmonische Oszillator

D m
eI TT YV VYV
(‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘jA‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘) _0—>
——
T

mi(t) = —Dx + F(t) — 2ymi(t)

F'(t) sei hierbei eine duflere Kraft, —ymi(t) sei die Reibung.
[

RO

Walzen

3.1 Elektrischer Schwingkreis

R
c_
L
T =27VLC
It) =Q(t),Uc +Ur + UL =0
% +R-1+ L% = 0 nochmal differenzieren!

Die Bewegungsgleichung fiir einen harmonischen Oszillator lautet:
E(t) + 2y2(t) + wiz(t) = f(t)

e Reibungskonstante: 2~
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| D
e wy = 1/ — ist die Frequenz des ungedampften Oszillators.
m

3.2 Ungedidmpfter Oszillator mit f(¢)) =0

d2z(t)
de?
Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Die Lésung ergibt sich als:

= —wga(t)

z(t) = Asin(wot — ®g) = B cos(wot — @) = Csin(wgt) + D cos(wpt)
Alle 3 Formen der Losung sind dquivalent, wie beispielsweise:

Asin(wot — ®g) < Bcos(wot — ®¢)

A:B,<I>52<I>C—g

Es gilt das Additionstheorem fiir den Kosinus:

cos(a + ) = cosacos B F sin asin 8

\/\/\

3.3 Ostzillator mit Dadmpfung (aber f(¢) =0)

() + 293 (1) + wa(t) = 0]

Wir verwenden zur Losung den Ansatz:
z(t) = A-e M sin(Qt — D)

A, Q sind Konstanten des Ansatzes, wobei 2 # wy und A der Dampfungsfaktor analog fiir freien Fall ist.
s

D m
O
[ (‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘jA.A‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘A‘) _0—>
——

xT




3.3. OSZILLATOR MIT DAMPFUNG (ABER F(T) =0)

A und & sind freie Konstanten, die nicht durch die Differentialgleichung selbst festgelegt sind, sondern durch
Anfangsbedingungen.

dz(t)

TR aber nicht v(t) = Homogenitét der Zeit

sin Qt(w? — 292 + (=A)2)e M + cos Q22N — 7))e > =0

Fiirallet:)\:%)\Zzw%—72

#* Schwingfall: wg > v, @ = \/wi — 72

z(t) = e "(C - sinQt + D - cos Q)

—0 (0) = — Yo =7t g 2 _ A2 . osina
2(0) =0, £(0) = vg, x(t) = > ”er sin <\/w0 vy t) }E% = 1

* Kriechfall: wy <

z(t) = e M

(N2 +29(-N) 4+ w2 =0

A=7£4/72—wi

—_———
r

=z(t)=e " (C e + De )
Oder: e 7" (A -sinh Tt + B coshT't)

Die Hyperbolikusfunktionen sind folgendermaflen definiert:

sinhx = (e+”3 — e_z)

N = N

(e +o77)

coshx =

sinh(z)

~10

* Aperiodischer Grenzfall: wy =~y

Der Ansatz x = e~ liefert nur eine Losung A = 7. (A — v)%2 = 0 besitzt aber eine Doppelnullstelle.
Infolgedessen ist mit e~7* auch ¢ - e~ eine Losung.

z(t) = (A+ Bt)e

Speziell: £(0) = 0,3(0) = vo, z(t) = vote 7"
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|
|
TOEW

Periodische Funktion: f(t) = f(t +T),T = Periode
Speziell gilt:

ft) =sinwt,w =

Der allgemeine komplexe Losungsansatz lautet:
z(t) = eM

In die Differentialgleichung eingesetzt, erhélt man:
M4+ 29 A+ wi =0

Die Losung dieser quadratischen Gleichung lautet:

Aijp =7+ \/’72 - uwg

—_———
#0

Somit ergibt sich als allgmeine Losung:

z(t) = A-eMt 4 B .ot



3.4. MATHEMATISCHER EINSCHUB: KOMPLEXE ZAHLEN

Aber was ist, wenn A1, Ay komplex sind, also v2 — wg < 0? Man kommt somit auf den Schwingfall:
z(t)y=e " {A- M 4 Be_im}

Mg =—y£iQ,i*=-1i=+-1

3.4 Mathematischer Einschub: Komplexe Zahlen

Reelle Zahlen:
e Addition: a +b=rc

Die Addition ist kommutativ.

e Multiplikation: a-b = ¢
Auch die Multiplikation ist kommutativ.

Die Losung zur Gleichung 22 = 2, ndmlich « = /2 ist eine irrational Zahl. 7, e sind hingegen transzendent
(durch Grenzwerte). Wie lautet jedoch die Losung der Gleichung 22 = —1? Die Gleichung besitzt im Reellen
keine Losung, deshalb erweitert man den Zahlenbereich und fiihrt komplexe Zahlen ein:

2z =x +iy, wobei z,y € R und i* = —1

2122 = (21 +iy1) - (w2 +iy2) = (21 - 22 — Y1 - y2) + (Y172 + y271)

A
1 + iy
1
i+ T2 5 T2 + 1Yo
1
1 T — iy T — iy

vty (@t —iy) 2+

x — iy ist die konjugiert Komplexe von z. Die physikalische Losung ist z(t) = Re(z“(t)), also der Realteil. Der
Imaginirteil i(x + y) besitzt in der Physik keine Bedeutung. Re(x“(t)) ist auch Lésung, da die Differentialglei-
chung linear ist.

3.4.1 Eigenschaften von imaginiren Zahlen

Betrag von z:

2| =r=Va?+y?

Winkel (Argument) ¢:

tanp =

SERSS

T =7Ccosp,y =rsiny
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Eulersche Formel:

z =1 (cosp +isinp)
—_———

E(p),|E|=1

Sonstige Rechenregeln:

2120 =11 E(p1) - 1o E(pa) = r1ra (cos(p1 + p2) +isin(e1 + ¢2))

|21 - 22| = |21] - |22]
zl_ lal
z92 |22|

Das heiBt: E(p1) - E(p2) = E(p1 + ¢2)

Die Moivresche Formel zur Berechnung von Wurzeln lautet:

2™ =7r" (cos(ny) + isin(ny))

— —iE
1, P 9) =iE(p)
Vermutung:
B(p) =¥
. . z 22 2"
Taylor-Reihe: * =14+ =+ — + ...+ —
1 2 n!

Die Reihe konvergiert ABSOLUT:

2
z z
REINES

1 21 +...



Kapitel 4

Bewegung eines Korpers im
Gravitationsfeld

/// \\\\
7 me——— ~.
g P - AN
// /// \\\ N,
e - ~. N
s - ~o N
7 P ~. N\
7 7 ~
4 e T - AN AN
// y - ~~o N \
s ~ ~ N \
/ s - . N \ N
/ s - Venus ™~ AN \
/ / // \\ \ \
/ // 4 —_—— N, \\ \\
/ / Ve o ~~ N \ \
/ / / - >~ \ \ \
/ / / - N \ \ \
/ / / v N \ \ \
. / / / / AN \ \ \
Fixsterne / / / / N \ 5 \

! / / / \ \ \ \
/ / / / \ \ \ \

| | / / \ \ \
! j / / \ \ \ \

\

i / / / \ \ \\ |
1 ] \ |
| | | |
I | | I ! I | |

! | | ! ! [ |
| \ 1 | | | | !
! I | ! I | , I
| \ | |
\ | [ | I
1 \ \ ] i I |
\\ \ \ // II | |
\ 4 \ \ Merkur / / / /
\ \ \ \ / / / /
\ \ \ \ / / / ]
\ \ \ /
\ / / /
\ \ \ \ % / /
\ \ \ s / /
\ \ \ ~ . / / /
\ \ \ N - / / /
\ \ \ ~o P / / /
\ \ ~— P / / /
\ \ \ ~—— - / / /
\\ N =\ ya /
=~
N S ® e g
AN |/ | o~ //// /7 ,// Mars
-~
A 1Mond ~~~_ - . ,
\ /{ ________ e /
\\ —_ \\ // //
~Erde S~ T
~ ~—_ " -
\\\ ___________ ///
~
\\\\\ ///

e Kepler-Gesetze: =~ 1600

e Tycho Brahe: 1600 in Prag Genauigkeit: 2’

Interessante Websites:

e http://www.mesa.gov
e http://mes. jpl.mesa.gov

1.) Die Bewegung des Planeten erfolgt in einer Ebene

Planeten: Ellipsen . .
Kometen: Hyperbeln } mit Sonne im Brennpunkt

Fléchensatz: Fahrstrahl Sonne-Planet (Komet) iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flidchen.
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3) T? ~ad®

a,b sind die Halbachsen der Ellipse. Die Umlaufzeit ist somit unabhéngig von der kleinen Halbachse b.

4.1 Mathematischer Einschub: Ellipsen und Hyperbeln

A
Y
P(z,y) ,
b S Tangente (Spiegel)
Fy /S
= ¢ >
2 2
Tl
a b2
Parameterdarstellung:
T =a-CoST
y=>b-sint
0<7<21m
e Brennpunkte: f = \/a2 — b2
R |
o Exzentrizitit: e = =
a

Fiir einen Kreis gilt: a = b, e =0
e Girtner-Kontruktion: S; + Sy = const.

e Ellipsoid-Spiegel: Reflexionsgesetz an ,,metallischer” Ellipse

4.2 Sonne im Brennpunkt




4.2. SONNE IM BRENNPUNKT

Polarkoordinaten:

T =TCosp

Yy = 7rsing

- r
1+ecosyp

0 < e < 1 Ellipse
Parabel: ¢ =1
Hyperbel: € > 1

r(¢)

4.2.1 Bewegungsgleichung

dz’F(t) _ m - Msgonne [T
Mgz = F(ir)=-G———— | -
Die Bahn liegt in einer Ebene. Fiir den Drehimpuls gilt: L = 7(t) x p(t)
dr
=9
dt

L ist nach Richtung und Betrag fest. L steht senkrecht auf der Bahnkurve. Fiir eine Kreisbahn gilt:

V=r-w

Planten und periodische Kometen beschreiben Ellipsen:

©2

Perihel

Fléache

2

Einmalige Kometen beschreiben Hyperbeln:

y

7t + At)
(1)
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Zusammenfassung:

e Mittelpunkt

e Parameterdarstellung
x = acoshTt
y = bsinh T

e Brennpunktlage

_ p
p—=——+
1+ €ecosy

Die Exzentrizitét ist definiert durch:

Hierbei gilt nun fiir die verschiedenen Kegelschnitte:

— Ellipse: € < 1
— Kreis: e =1

— Hyperbel: € > 1

Wiederholung: Kepler-Gesetze

1.) Bahn in einer Ebene, Sonne im Brennpunkt der Ellipsen/Hyperbeln (L=const.)
2.) Flichensatz (Zeitfall) (|L|)

3.) T? ~ a® (unabhiingig von b)

Bewegungsgleichung:

Erde
F(I,

Sonne

—

2_} .
mw = fGL‘MO (L nicht linear in #
a LG

Die Bahn liegt in einer Ebene. Der Drehimpuls ist somit erhalten:

dllp(=0)  dF||7(=0)



4.3. DREHIMPULS IN POLARKOORDINATEN

4.2.2 Fliachensatz

Hier benétigen wir unter anderem v, = r - w. Dies wollen wir zuerst zeigen:

d tan (£ 1 d(¥ 1 T — yd 1 i
St _dlwem(®) 14 1 ey 1 [ ()] Ly
dt dt 1+ (%) dt 14+ % 22 2 + 32 Yy Y r2
. 1 v
:T_z'(T'U'SmO‘):T_z'(T'”i)ZT

Damit gilt nun:

AA = % (r- Ap) - r + Korrektur in (Ago)2
9 At At 2 At

AA 1 A —o dA(t 1 dp(t
= 7,2 7@ At—0 ():71“2(15). 90()
At 2

Der Flichensatz folgt auch einfacher direkt aus der Drehimpulserhaltung:

1
dA = §rdsl

P gmL:%(Fxﬁ):const.
4.3 Drehimpuls in Polarkoordinaten

A
L

Drehimpuls ist senkrecht zur Bahn

Die Bahn liegt in der z-Ebene, somit ist L parallel zur z-Achse.
L.=m-(z-vy—y-vy)

T=r-co8p =TI ="rcosp+r(—sinp)p

y=r-sinp =g =7sinp+ r(cosp)p

Ty = T?'“singocosgo—i—chosQ(p-gb

—Y Uy = frfsingacos<p+r2sin2<p~gb

L,=m-(rsinpcosp+12cos® o - ¢ —risinpcosg +r2sin ¢ - @) = m-r2p (cos? ¢ +sin? p) = m-r2(t)- H(t
pCosy w-p pcose
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4.4 Losung der Bewegungsgleichung (in Parameterform)

z(1) =a(cosT —¢),daa-e=f

y(r) = bsinT

t(r) =c(T —esinT)

Wir setzen der Einfachkeit halber ,, G = Mgonne = 1¢.

Pz @
N
d’y y

a2 (@2 +y2)°
da(t)  da(r) dr

dt dr dt
dr(t) 1 L
T TI ey (Funktion in 7)
dr
Bemerkung:

Aus z(1) = a(cos(t) — ¢) und y(7) = bsin(7) folgt wegen der Drehimpulserhaltung zwangsléufig ¢(7) = ¢(7 —
esin(7)). Es gilt ndmlich:

dL _ d(m7 x )

=

2 27 4
ir g” =m(Fxa)+m(@xv)=0
=0

Aus 7 x @ = 0 folgt aber mit dem obigen Ansatz:

O—de—<w> X <£>—x"— I =
2 dr d?r

= (acos(T) — ag) lb sin(7) <i€)2 + bCOS(T)it;—‘| — (bsin(7)) [a cos(T) <dt>2 - asin(T)dtQ] =

d*r
de?
Damit ergibt sich dann:
d’r  —esin(r) (dr 2
dt2 1 —ecos(t) \ dt

Wir fithren nun folgende Substitution durch:

2
= ab—5 (1 — e cos(T) + abe sin(7) (Z)

dr _ & _dz_dz dr_dz
dt dt2  dt  dr dt  dr
dz —esin(r)

ar 7T fscos(T)Z
Durch Trennung der Verénderlichen resultiert also:
In(z) = C — In(1 — ecos(T))

L= 1

"1 —ecos(r)

Durch Riicksubstitution erhalten wir:

dr . C
dt  1—ecos(r)
dt

i C1(1 —ecos(1))

|t(r) = C1(7 — esin(r)) + Cs |




Kapitel 5
Erhaltungsgrofien

Man nennt eine physikalische Grofle G = G(z,v,t) eine ErhaltungsgroBe, falls G = G(z(t),v(t),t) = const.
lings der Bahnkurve. Wieviele unabhiingige Erhaltungsgréen (Bewegungsintegrale) gibt es iiberhaupt?

x(t) = 2(t,C1,Cy, ..., Cas)

w(t) = #((t, Ch, Ca, ..., Cos) }QSGlelchungen

‘ S=Raumdimension x Zahl der Teilchen=Zahl der unabhéngigen Koordinaten

Man 16st nach Cy, Cs, ..., Cag auf. C; ist eine Funktion von ¢, z1, ..., =g, v1, ..., vs. Auf der Bahnkurve
x; = x;(t), v; = v;(t) ist der Wert dieser Funktion konstant. Erhaltungsgréfien kénnen eine solche Funktion
selbst sein oder oder aus Kombinationen dieser Funktionen zusammengesetzt sein.

Bemerkung:

Wenn F unabhéingig von t ist, dann kommen ¢, to (Zeitnullpunkt) nur in der Form ¢ — ¢ vor.

Zj(t):l'j t*to,Cl,Cg,...,CQS

25—-11dB

Es sind somit nur 25 — 1 Integrale der Bewegung, die nicht explizit von ¢ abhéngen.

Eindimensionaler Oszillator (ungedimpt):

mi = —Dx
S =1, Bewegungsintegrale: 25 =2,25 —1=1

Es gibt somit ein Bewegungsintegral, das nicht explizit von ¢ abhéngt.
x = xq cos(wt — @)

v = —zowsin(wt — @)

1 1
E(xz,v) = imv2 + §Dx2 ~ 2

E(z,v) ist konstant, da x konstant ist!.

1
o= cot(wt — @)
v w

wt — ¢ = arccot (—E)
v
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Beispiele:
(Vergleiche hierzu auch Seite 52!)
e Impuls eines Teilchens
dp =
&P _ F(7,v,t) =0, wenn p erhalten.
e N-Teilchen

df; &
e 3/ A E et
dt ;; ik

Die Kraft setzt sich also zusammen aus Fjj;, ndmlich der Kréfte auf das Teilchen j, die von allen anderen
Teilchen herrithren und der dufleren Krifte.

e Gesamtimpuls
N
Pges = Zﬁ]
j=1

ges —

L
|
WE
WE
=
_|_
=[]
S
g
<7
88
=
o

=0(actio=reactio)

Genau dann ist 15;155 erhalten.

d
G(z,y) ist Funktion von Ort und Geschwindigkeit aller Teilchen. Sie ist erhalten, wenn EG (z(t),v(t),t) =0

ist. Man versucht, Aussagen fiir ALLE moglichen Bahnen zu liefern.

#* Bewegungsgleichungen:

= o F Integral der Bewegung, wenn F=0




Lorentzkraft:

—

F = ¢q- ¥ x B(7,t) = Ladung - Geschwindigkeit x Magnetfeld

a.) By = %UQ Dies ist ein Integral der Bewegung: 7 L F

b.) F = —gradV
d rm o\ o dr(t)
I (Ev ) = —gradV (¥) ”
dV (7(t))
dt
Eindimensional: V(=) . de = M
de dt dt
Eges=Epkin~+Epot
—
d/m _, _, L
Zusammenfassung: T (51) + V(r)) = 0 auf Bahn 7= 7(¢t)

c.) Drehimpuls L = 7 x  geht IMMER.

~ . 45 ) B
% = dz(;) X P47 % ditg =7 x F =0 wenn F |7 (Zentralkraft)
—— ~~~
=0,dav|p F

In diesem Fall ist L ein Integral der Bewegung.

Freies Teilchen:

<

!

Bahn

Kepler-Problem

- M r M
F:_G_Zm(t),vz_a m
r r r

Es gibt 25 — 1 = 5 unabhéngige Erhaltungsgrofien.

-

e L =7 x p, da Zentralkraft
3 Integrale der Bewegung

o« B= 25+ V()

1 Integral der Bewegung
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e Fine eindimensionale Erhaltungsgrofie: Lenz-Runge-Vektor

K:vxE—GMm<g
.
A
Yy
. * A: »
f X

-1
Der Lenz-Vektor zeigt zum Perihel. Die Abweichung von F' ~ — fiihrt zur Drehung des Perihels. Die Bahn ist
r

nicht mehr geschlossen. Fiir den Planeten Merkur gilt beispielsweise:

0 Bogensekungen

® Abwelchung ~ ~ 60 Jahrhundert

Die allgemeine Relativitétstheorie hat einen Beitrag von 42 Bogensekunden.



Kapitel 6

Geladenes Teilchen im Magnetfeld

B senkrecht zur Zeichenebene (,,Pfeilgesetze®)

q
F
F=q-%xB
d27(t _
m dzy = F(F,5,1)
A
B=1{o0
B

B ist homogen, zeitlich konstant und parallel zur z-Achse.
mi(t) =q- (17 X E) =q(vyB. —v.By) = qu,B

my(t) = _quB

mzZ(t) =0
. _gB
T B B/ B
m

_ qB Ux:Lvy:L = Ux;‘ﬁerwg%:O

Vy = ——Ug m m m ~———
m .

0. =0 Harmonischer
z Oszillator

Es ist ein Gliicksfall, da z, y, z nicht explizit in diesen Differentialgleichungen vorkommen. Damit ergibt sich
die Zyklotronfrequenz:

qB
We = —
m

vz (1) = vg cos(wt — @)
0(t) = - 52(8) = ~vosin(wrct — 0)

vo und ¢ sind die beiden unabhéngigen Konstanten, die wir benotigen.

v,(t) = vy, = const.
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Die Ortskurven folgen durch Integration:

x(t) = 2 sin(wet — @) + o

We
Vo
y(t) = — cos(wot — @) + yo
We
2(t) = vyt + 20
o, Yo, 2o sind die drei weiteren Konstanten. Das Teilchen beschreibt eine Kreisbahn in der z-y-Ebene mit dem
. . Vo
Mittelpunkt (zo,yo) und dem Radius —.
We
A

z

]!

Spiralbahn

{

Erhaltungsgrofien:

Hier gibt es wiederum 25 — 1 = 5 Integrale der Bewegung.
e Drehimpuls: L=7x I

dL : . :

FrnReE # 0, da die Lorentzkraft keine Zentralkraft ist.

Aber wenn man die z-Achse auf Spiralachse legt (zg = 0,yo = 0), dann ist der Drehimpuls erhalten.

e Energie

2
muv
FELin = 5 ist erhalten.

e Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung

v, ist auch ein Integral der Bewegung.

Bewegungsintegrale miissen zeitunabhiingig sein fiir alle méglichen Bahnen (vergleiche Seite 48) und nicht nur
fiir spezielle Bahnen, deren Spiralachse auf der z-Achse liegt! Auflerdem ist, selbst unter dieser Bedingung,
nur die z-Komponente des Drehimpulses (um den Ursprung) erhalten (es sei denn v, = 0). Vergleiche dazu
auflerdem Skript Theorie B auf Seite 37.
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Gekoppelte Schwingungen

7.1 Bewegungsgleichungen

Z1, T2 sind die Auslenkungen aus der Ruhelage.

miy = —Dxy + C(xg — x1)

mi'g = 7D362 + C(’I’l - 562)

Weitere Beispiele:

Zweiatomiges Molekiil:

m m

ko) wmm!m"m') o)

O
D

XOOC0A0C0A0CCA000N
Die Feder symbolisiert die chemische Bindung.

Nachrichtentechnik, Bandfilter:

m m
T (i NN
/ OOOOAAAOAAAANNY | AN | WY
| |
D o o D
| | | |
: | : |
1 1 >
| | | I X
1 1 1 1
T T2

S

——=

R

=

Einkopplung

R

=1

Auskopplung
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7.1.1 Mathematischer Einschub: Lineare Differentialgleichungssysteme

Wir betrachten ein lineares System von 2 gekoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Zur Losung verwenden wir den Ansatz:

xl(t) = ale’\t .
To(t) = age™ A= iw

e Beide Teilchen schwingen mit derselben Frequenz.

e a1,as Amplituden noch nicht festgelegt

(—iw)?*ma; = —Day + C(a; — az)

(—iw)?may = —Day + C(a1 — a)

Das Gleichungssystem besteht aus 2 Gleichungen, ist linear und homogen.
(D+C—mw2)a1 —Cay =0

—Cay + (D+C’fmw2)a2 =0

= (D +C — mw2) as — C?as = 0 durch Einsetzen!

as ((D +C — mw2) — C2) =0 = ag = 0 triviale Losung

Die nichttriviale Losung erfordert, daf3

[D—i—C’—mwzf—CQ:O

Wir schreiben das Gleichungssystem in Matrixform:

— mw2

D+ C — mw?
-C

-C aq o . o
DiC > ( ) =0 Determinatenmatrix = 0

Matrix des Gleichungssystems
Wir erhalten somit die Losung der Gleichungen fiir w (Eigenwertgleichungen):

= mw? — (D+C) = +C

D
—Zeichen: wy = 4/ —
m
D+2
+Zeichen: wy = + +2C
m

Schwingungstyp 1:




7.2. PHYSIKALISCHE BEDEUTUNG DER BEIDEN NORMALSCHWINGUNGEN

(MODEN)
7.2 Physikalische Bedeutung der beiden Normalschwingungen (Mo-
den)
D
o W = E

Allgemeine Lésung:

2
z1(t) = Re Z cjagj)e_iwjt )
j;l _ Rezcja»(j)e—iwjt
xz2(t) = Re Z cjaéj)e*i“’jt j=1
j=1

Es handelt sich um 2 Komponentenvektoren. Die allgemeine Lésung enthélt 4 reelle Konstanten.

Chexp (i\/ Dt) + Cyexp (i, / Dt> + Csexp (i\/mt> + Chexp (i\/mt>
Crexp <_i\/§t> + Coexp (i\/§t> — C3exp (—i\/mt> — Cyexp (i\/mt>

7.3 Getriebene Schwingungen

Z1 (t) = Re

29(t) = Re

Zusitzliche Kraft an Masse 1:

mid; = —Dxq1 + C(xa — 1) + mfocoswt
mio = —Dxo + C(xl — .Z‘Q)
Fy =mfycoswt

F; =mfoRe (e*i‘”t)
Ansatz:
Il(t) = A1eiiwt

X2 (t) = Ageith

w ist beliebig. Wir ersetzen a; — Aj, as — As:

[D+Cfmw2] A1 7CA2 :mfo
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[D—i—C—mwﬂ As —CAy = —CA; + [D—&—C—mwQ]Ag =0
Dies ist ein inhomogenes Gleichungssystem.

2
W
A2:f0' < 5

2 2 4
wy +ws —w? | — wg
—— ~—

2_,2 2
“iost (£)

/D
wo = 1/ — (ungekoppelt)
m
C
we =1/ — (Kopplung)
m

w1 = Wo

woy = /W + 2w2
A

| As|

ohne Dampfung

»
wo = W1 w2 w
Mod 1 Mod 2
2
w
Ay = f c
20w =0y (WP — W)

7.4 Mathematischer Einschub: Matrix-Bezeichnung

Z1
Z2
T1,T2,..., Ty := Spaltenvektor: X =

TN

7.4.1 Differentialgleichungssystem

D121 + Doz + ...+ Diyay Dyyw D2 ... Din T
42 Do1x1 + Dogxo + ...+ Dayay Doy Doy ... Doy 2
X =1, —— | .
de? : : :
Dyi2z1 + Dyexa + ...+ Dynoy Dyi Dy ... Dnn Ty
d2
mEX(t) = —DX (gleiche Massen)



7.4. MATHEMATISCHER EINSCHUB: MATRIX-BEZEICHNUNG

Wir rechnen mit dem Ansatz X (¢) = @ - e~“* wobei @ ein zeitunabhiingiger Vektor ist. D sei die Federkonstan-
tenmatrix.

0 mao 0
M:
0 0 ... my

Mit gleichen Massen folgt:

(—iw)?@d = ——D

U

1
m
(D—w?mI)i=0

7.4.2 Einheitsmatrix

Die Einheitmatrix Z sieht folgendermaflen aus:

10 ...0
0 1 0
7= ,
0 0 1

7.4.3 Eigenwertproblem

Zu obiger Aufgabe kann folgendes Eigenwertproblem formuliert werden:
Da = \d

det (D — A\T) = 0 fiihrt auf ein Polynom N-ten Grades. In unserem Falle erhalten wir A\ = mw?. Zu jedem der
N Eigenwerte gibt es Eigenvektoren ) mit j =1, 2, ..., N.

7.4.4 Multiplikation von 2 Matrizen

A A ..o Ain Bii Bz ... Bin
Aoy Asx ... Aoy Bsy By ... Ban
ANl AN2 oo ANN BNl BN2 oo BNN

N
A-B= ZAilBlk

=1
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Kapitel 8
Etwas zu ,,Computational Physics*

Newtongleichung;:

Z(t) = f(x,v,t) 1.Teilchen, z-Achse

Differentialgleichung:

L(t) = v(t)
o(t) = f(z,v,t
Eine Differentialgleichung 1.Ordnung lautet v = f(v,t). Diese ist beispielsweise fiir Reibung realisierbar; es gilt
néamlich mv = —vyv.

) }2 gekoppelte Differentialgleichungen 1.Ordnung

Richtungsfeld:
A

v

\ \ \ \ \ \ \ Ableitung f(v,t)
VPV

NN N N N Y

AN Y Y Y

Losung

Wir betrachten eine Differentialgleichung 1.0rdnung © = f(v,t) numerisch. Dazu entwickeln wir in eine Taylor-
Reihe:

v(to + At) = v(te) 4+ o(te) At+ %i}(to) (At + ...
N——

——
Anf bedi =f(v,t
nfangsbedinung  fo=f(v,to) %(f(v,t)):@;

Beispiel:
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Newton-Gleichung:

Es gilt:
z(t) = v(t)
0(t) = f(z,v,t)

Dann entwickeln wir in eine Taylor-Reihe:

z(to + At) = x(to) + & (to) At + %iﬁ(to)(At)z +...

1
1 = To + VoAt + §f0(At)2

v(to + At) = v(t) + v(to) At + %i}(to)(At)Q + ...

1
v; = vg + foAt + §¢0(At)2

d
fo = f(zo,v0,%0), o = dff(x(t),v(t),t)
t t=to
(x0,v0) — (21,v1) — (x2,v2) sei gegeben. Dann folgt durch Tteration:

I=—-x

To=c¢, vo =1, 2(t) = sint

8.1 Selbstschwingender Oszillator

A
Anode 1 Anode
R F \
C—— Gitter

MJ

L
Batterie »
UGitter
A
Vv (UGitter)

Steilheit £ Verstérkung

»
/ \ UG itter

U+2(y=VU)U+w2U =0



8.1. SELBSTSCHWINGENDER OSZILLATOR

2 £ Spannung (dimensionslos)
i-2y(1—2®) i+ wiz =0

x(t)

— »>
x
Grenzzykh&/

Wenn die Funktion x(t) eine Sinusfunktion ist, so mufl man bei der Auftragung von = gegen v einen Kreis
erhalten. Wir erhalten keinen exakten Kreis, weil in der Schwingung noch Oberschwingungen verborgen sind.

Keplerproblem:

- T
mir = —-GMm—;

|
Dimensionslos:

x
332—|—y2%
(24 v?)

§=—

(22 +42)2
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-

@ kleiner Planet
N\,

\
\ .
Y Jupiter
\
I
I
|
/
/
/




