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1 Grundbegriffe

Was ist theoretische Physik?
Physik: Aufdeckung und die math. Beschreibung von Naturgesetzen

Strategie:
e gezielte Experimente

o Interpretiert /Vorhersagen durch Aufstellen allgemeiner mathematischer
Zusammenhange zwischen Mefgrofien

Aufgaben der Theoretischen Physik:
e Theorie zur Beschreibung/Vorhersage von experimentellen Resultaten

e neue Konzepte (16/17 Jhdt. Galileo Galilei, Newton; Ende 19 Jhdt.
Maxwell; ART; Quantenmechanik)

Theorie und Experiment sind fiir umfassende aussagekraftige Naturbeschrei-
bung notwendig

Jede Theorie muss experimentell tiberpriifbar sein

e Experiment entscheidet tiber Richtigkeit der Theorie
Theorie
Experiment Axiome Vorhersagen
Beobachtung * =nicht beweisbare Test der Theorie
Annahmen

In dieser VL

e NEWTON’sche Mechanik
— FKinfithrung in die Denkweise der theoretischen Physik

e Mechanik
- altestes Teilgebiet der Physik
- Grundlage fiir die ganze theoretische Physik



2 Kinetmatik

2.1 Mathematischer Einschub
2.1.1 Vektoren
(a) R™ (n € N) = Menge der n-Tupel (z1,...x,),7; € R

hier
ay Ay

deR¥d= |ay| = | a, | Vektorraum
as Gy

Punkte des physikalischen Raums kénnen durch Vektoren @ € R3
beschrieben werden. Notwendig: Koordinatensystem mit Ursprung.

z A
y
kartesisches
Koordinatensystem
»
X
1 0 0
Def: e, =(0];e,=[1];e.= 10
0 0 1

Einheitsvektoren stehen senkrecht aufeinander
= bilden orthonormale Basis

= d = ;€ + )€y + a,C,

ag, ay, a, Koordinaten beziglich €, €, €,



(b) 1. Skalarprodukt
abecR?
= G- b= agby + ayby + azb. = 3 aib;
=1

Lénge/Betrag eines Vektors (“Norm”)

@il =Vi-a=Va@=a

Wigkel zwisghen @ und b
a-b=|dl-|b|-cos®©

[V})

Bemerkungen:
e d-b=0fals: O =12
oder a =0 oder b=0

e G-bist skalar
= unabhangig vom Koordinatensystem

o]

(b) 2. Vektorprodukt

ayb, — ayby,
axb=|ab, — aub,
agby, — ayb,

-

(@xb) Laund Lb

2.1.2 Differentialrechnung

(a) Differentiation
reelle Funktion f: 2z € R+— f(z) € R

\J



Ableitung nach x

d f(x) flx+h) - fx)

T @ Ty
Ableitu;rllg nach der Zeit:

- x

fio =11

Produktregel:

L (5@ 9(a)) = (@) - 9(a) + £(2) -9/ (2)

Kettenregel:
d

Integration

geg.: f(x) -

ges.: F(z) derart, dass d:(f) = f(x)
Pla) = [ )i

Beispiele:

f(x) =sinzx = F(x) = —cosx

ax

f(z) =e" = F(z) = e

ISH

unbestimmte Integration: (Suche Stammfunktion F'(X))
mit &) _ p
dr

bestimmte Integration:

/f(l’)dl’ = F(b) — F(a)

partielle Integration:

/ﬂwﬂwmzfmmmg—/fmmwm



b b

Bsp.: /xe:”dm = xew‘z — /1 -etdx

a a -
er|g
Substitutionsregel
g2 T2
[dstto) = [ dssigtanga)
g1 x1
b 142
B / zdzx y=a>+1 /1dy 1l 1+ b2
S . —_— = g —_—— = —-In—-
P x?2+1 dy = 2xdzx 2y 2 1+4+a2
a 14+a2

2.2 Bahnkurven

e betrachte Massenpunkt

o freier Massenpunkt, falls keine einschriankenden Zwangsbedingungen

vorliegen.

2.2.1 Bewegung in 1 Dimension

(a) Lage/Ort des Massenpunktes als Funktion der Zeit: z(t)

Geschwindigkeit:
dx(t)

v(t) > 0, < 0 moglich

Beschleunigung;:
dv(t)  d*z(t)
prm— = = t
dt g~ &=l

(b) Beispiel

geg.: Bewegung mit Geschwindigkeit: v(t)
Anfangszeitpunkt: t
Endzeitpunkt: to



Abstand N
|x(ta) — x(ty)| = '/v(t)dt'

zuriickgelegter Weg
t2

s:/|v(t)|dt

t1

2.2.2 Bewegung im R?

(a) Ort des Massenpunktes zur Zeit 7(t)
Kartesisches Koordinatensystem

7(t) = z(t)e, +y(t)e, + z(t)e, = | y(t)

y A

Bemerkungen:

o 7(t) Zeit als Parameter
allgemein ¥ s € R — R3

X



e 7(t) enthélt die volle Information iiber die Bewegung des Massen-
punktes

Beispiel: Wurfparabel im Schwerefeld der Erde
Bewegung in x-z-Ebene: y(t) = 0
Scheitelpunkt: ¢ = 0,7(t) =0

x(t) = vyt
y(t) =0 ,
-t
() = -7 —— mit g = 0,81%
Vg - T
= 7(t) = 0
_gt?

2

(b) Geschwindigkeit und Beschleunigung

10



r(t + At) — r(t)

r(t + At)
r(t)
Geschwindigkeit:
. 7 7 (t)
o) = (0 = Jim IO (@gt;)
z(t

v(t) ist Tangente an die Bahnkurve 7(t)

Beschleunigung:
at) = u(t) = 7(t)

Beispiel: Wurfparabel

Uy 0
<>() Cw(o)
—gt —g

(c) Bogenlinge s
= Lange der Raumkurve

11



Zerlege Intervall [t,, ]
t,=t,+n-At, n=0,1--- N

. te _ta
mit t, = to; ty =te — At = ¥
Ftn) = 7

Verbinde 7, mit Geradenstiicken
— Polygonzug mit der Lange L:

N-1
L(tmte) = Z |Fn+1 - 7:‘n|

n=0
S [P = 7]
=y et Tl
— At
to
A9, / |U(t)|dt = Bogenlénge

ta

12



Bogenlange:
t

dr
ty= [ |=t'|dt
s=[ 15
to
Beachte:
ds _|drt)|
dt dt | —

= s(t) ist monoton wachsende Funktion, die eindeutig nach ¢ aufgelost
werden kann:
t=1t(s)

= Benutze s zur Parametrisierung von 7

r(t) — 7(t(s)) = r(s)

=: 7 (Tangenteneinheitsvektor)

Beispiel: Wurfparabel -berechne Bogenlange

dr
dt

= U] = \/v2 + ¢g?t? ; Wihle: to =0

t
s(t) = / VU2 4 gt dt
0

1 2
= - [ v2 +t2g% + s Arsinh(ti)}
2 g Uy

1 2 292
== v§+t2g2+v—x-ln R
2 g Uy v2

Grenzfalle:

1 2
g0 :>8(t)—>§{tvx—|—v—xtg

; = +.. } = v,t= gleichférmige Bewe-
Vg

gung in x-Richtung

13



1
(t_g +.. )} = 59152 = freier Fall

L1 v;
vy, — 0 :>s(t)—>§ t°g+ —tln
g

x
-

—0 fir vy—0

(d) (nochmal) Beschleunigung
a=7r=17
~ = 217
a=10=—[7

Betrachte nun 9/(s)
_dr(s) dif ds _As) v

W) == T

a(s) = e a[rv] = Tv+ Ta
a= d—?v2 +Ta
©ds

Interpretation:
e 7 Tangenteneinheitsvektor an der Bahnkurve

e 7(s)— Richtung vom 7 dndert sich mit s
— Anderung von 7 ist Maf fir Kriimmung

Deﬁnitiodn_:'
K= m(s) Krimmung
ds
p:=— Krimmungsradius
K

Beispiel: Richtung von 7 édndert sich nicht
k=0,p =00 (Gerade)

d . dr
« 2=1 jﬁ%f’2:2f’7":207~d—;;0
T
=71 —
T s
o = Fa - Beschleunigung in Bewegungsrichtung
b= andert Betrag der Geschwindigkeit

14



o dT Zentripetalbeschleunigung
ds andert die Richtung der Bewegung

Achtung:
dv d . .
— — al #a
| 7 vl lal #
L, U U
T:T:_

I
dr U +EL’
_—__'Ij J—
dt v? v
— v — — —
a; =——a+a=da—a

v

— a/—»
a = —v

v

Uy 0
v=| 0 |;v=yv24+g*% a=1| 0
—gt -9
. gt
a =1V = —
v
L gt
CL”:F’U
2 (%
" S g-t
J_:CL—CL”: ( ——2 O
v
-9 —gt
2 Vg
t
:>CLJ_92( 0
v g2
gt_ th
2, [ V=
_ gt (o
v2 | W2
‘gt



ZA

gt
a _ <
4| VU2 + g2t?
i

g uit g g0
a = _=
| J_| U:% + g2t2 /U:% i g2t2
Grenzfalle:

*t—0 laj| =0, d, zeigt in negative z-Richtung

*t—o0 l|a —g, |d] =0 = freier Fall

* v, =0 |d.| = 0= freier Fall

*g=0 |d| = |d.| = 0= gleichformige Bewegung in 2-Richtung
(b) (i) Kreisbahn, mit Radius R
=R (oE) 5= (st

ih S
Sin R

(ii) Geschwindigkeit

L dr o dr —sin}%
T=—=—-0=0 s

dt ds oS %
or =0

(iii) Beschleunigung

Ldv 47, .

a:@:EU +T7Ta a="v

F:B:<_Slnﬁ)§d—7:i<_®s§)
v COS & ds R —sin

16



- U
=a=—-——=r+ a—
r2 v

~—— =~
=a =a|

v? adt?
l=F="r
|a||| = Qo

Frage:

Wie grof3 ist der Winkel zwischen 7 und a?

¢
-
a
7
Ccos Y = -
|7 - |a
- = = —— o 2
rea=rayg ra =-—v
~—~
0
=R
214
|a| = [a} +ai +2d.d) = a 1+ ——
—— R
0
242
_ agt
= 08P = ———p—
Rao\/l-ﬁ-igz
2
= @ = arcos ——f—
aift
R\[ 1+

17
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Grenzfille:
t=0,p=5 =alr

t — 00, p — arcos(—1), ¢ —

(f) Typische Fragestellung
geg.: 6@)7 ﬁ(t)u U(tO)
ges.: 7(t)

t

—

Losung : @ = % — U(to) + /dt'c_i(t’)

to

. t t

5 dr N ! 1= 1!

U= r(to)U(to)(t — to) [ dt’ | dt"a(t")
to to

2.3 Koordinatensysteme
2.3.1 Mathematischer Einschub Matrizen
Bisher Vektoren = Zahlentupel

(a) Def: A € R"™™ gegeben durch

aix - Aim
A=\ ¢+ .. }nZez'len, a;; €R
np A
m Sp?(rzlten
Schreibweise:
(A)ij:aij 1=1...n
j=1...m

(b) spezielle Matrizen

(i) » = m “quadratische” Matrix
(ii) m =1 n-Tupel “Spaltenvektor”

(iii) n =1 “Zeilenvektor”

18

heif3t Matrix



(¢) Rechenregeln

(i) Mulitplikation mit Zahl
AE R, ()\ : A)zy = )\aij

(ii) Addition von Matrizen: A, B € R"*™
(A+ B)ij = aij + bij = (A)ij + (B)y

(iii) MultiplikationA € R™™ B € R™*k
(A-B)i = agby
=1

ayy - Qim bii - bk

Ap1 - OGpm bml e bmk

C=A BeR™

Regel:
Multipliziere i-te Zeile von A mit j-tem Spaltenvektor um das El-
ement (ij) des Produktes (AB) zu bekommen.

Bemerkungen:

o A-BcRY  B.Anicht definiert fiir k # m
e« ABER"A-B£B-A
o A € R™™ Zeilenvektor

B € R™! Spaltenvektor
— A.B=“Zahl", B- A € Rmxm

A 6 Rnxm n B m
b e R™ }AbER , (Ab)l —lzzlAllbl
Beispiele:

0 1 1 0
(o) =0 %)
0 —1 0 1
o-(3) me ()
(iv) Determinante einer Matrix
Fir n x n-Matrix rekursiv definiert. Hier nur n =2 und n = 3

19



a a
n—= 2 A — 11 12
a21 G421
= det A = |A| = a11Q22 — Q921012

ai; Q2 a3
n = 3 A = 21 A21 A23
az1p asz Aass

= det A = a11a92a33 + a12a23a31 + a13G21a32
—Q130A22031 — A12A21033 — A11A23032

Beispiel:
01 2

det(A)=det {3 4 5] =0+30+42—-48—-0—-24=0
6 7 8

Bemerkungen:

e det(A- B) =det(A) - det(B)
e Falls det(A) = 0 — mindestens eine Zeile(Spalte) ist Linear-
kombination der anderen Zeilen(Spalten)

(v) AT ist die transponierte Matrix von A
(AT)ij = (A)ji
Beispiel:
01 2 0 3 6
A=13 4 5 AT =11 4 7
6 7 8 2 5 8
(d) Weitere spezielle Matrizen

(i) A € R™™ heifit Diagonalmatrix, falls
Q5 = 0 fir ¢ 7é ]

r - 0
A=1: g
0 - =z

(ii) Diagonalmatrix mit a; = 1 heifit Einheitsmatrix
1 -+ 0
=11
0 - 1

20



(iii) B ist die inverse Matrix von A € R"*" falls gilt
B-A=WF
Schreibweise: B = A™!
Esgilt: B-A=A-B=WF
! Achtung nicht alle Matrizen haben eine Inverse (nur solche mit
det A #0)

2.3.2 Drehungen

(a) Drehung in 2 Dimensionen
System S’ ist gegeniiber S um < © verdreht.
Frage: Koordinaten von P in S’?

y A
q\
\vame . ) P
%) \J?COEG)
\ *
Yp -~
3 e
5 ;
(C]
-
X

(i) aus der Skizze
Yp =1ypcos©® — xpsin©
x'p = xpcos O + ypsin ©

(ii) zp = 2’p cos O — yp sin ©
yp = Yp cos © + 2, sin ©
> > > o S 1
Tp = xpe; +Yypey = Tpe, + Yp€y

(iii) 2 Drehungen zuerst um O, dann um @
o
(IP,yP) - (x/Pay;D) = (x/];ay;é)

' = a'p cosp + x'p sin
= (xpcosO + ypsinO) cos p + (yp cos© — xpsin O) sin
= zp (cos O cos v — sin O sin ) +yp (sin O cos ¢ + cos O sin @)

- - 7
g g

=cos(O+) =sin(©+¢)

21



Analog:
yph =ypcos(© + ¢) — zpsin(O© + )
= einer Drehung um < (© + ¢)

(b) kompakte Schreibweisen

zp\ [ cos© sin®© Tp
yp) \—sin® cosO/) \yp
(z,y) = (z1,91)

unterdricke Index “P”

o e [ cos©® sin©
T=0Zmit 0= —sin® cos@)

Frage: Welche Eigenschaften muss Matrix O haben, damit sie eine
Drehung beschreibt?

(i) detO =1

(ii) Zeilen und Spalten miissen Lange 1 haben

(iii) Zeilen und Spalten miissen orthogonal zueinander sein

(iv) OT = (cos@ —sin@) OT .0 — I

sin® cos©

(Bemerkung (ii)+(iii) < (iv)
Matrizen mit den Eigenschaften (i) - (iv) nennt man orthonormale Ma-
trizen

Betrachte: |OZ| = |7

Beweis: |02 = (0%)T(0%) = #T 0707 = |7|?
“4

) auf einen €, an.
—sin® cos® v

[ cos©
0é; = <— sin @)

Wende O — ( cos © sm@)

22



yl

y (1) Drehung des Koordinatensystems um
y' y J0

@ festes Koordinatensystem
— Vektor wird um <-© gedreht

Xl
S s
T X
/
\
FI
r S
d
< >
Ogsr = Og + J
P =r—d

(¢) Drehung in 3 Dimensionen (— orthogonale 3 x 3 Matrizen)

23



(i) Drehung um Koordinatenachsen

z-Achse
cos®, sin®, 0
O,=|—-sin®, cosO®, 0
0 0 1
2-Achse
1 0 0

O,=10 cos®, sinO,
0 —sin®, cosO,

y-Achse
cosO, 0 —sinO,
O, = 0 1 0
sin®, 0 cosO,

Jede beliebige Drehung 148t sich folgendermaflen darstellen:

(1) Drehung um z-Achse <ty
(2) Drehung um z-Achse <©
(3) Drehung um z-Achse <@

v, 0,1 3 EULER-Winkel

24



(z,y,2) = (2., %)
g (x”,y",z")

i) (x/l/’ y”/.Z”/)

=y

x
= |y | in K, Drehung K — K’
z

24 = O¢]

(@y2)T (zy o (“passive Drehung”)

= e, + yé, + 2€,

=4 =4 = A
€, Tye, +ze, =r

7 = O~'7 — “aktive Drehung”

4

2.3.3 Wechsel der Variablen in 2 und 3 Dimensionen vorteilhaft.
Verwende der Symmetrie des Problems angepasste Vari-
ablen

(a) Polarkoordinaten

Y

25



(xlv yl) - (Tv 4,0)

Ty =7rcosep }(*)

Y1 = esinp

(r, p)-Ebene wird Punkt fiir Punkt in (z,y)-Ebene abgebildet.

r#0
NG E
p = arctan LS
L1
Jeder Punkt (z1,y;) ist eindeutig einem (r, ¢) zugeordnet, d.h. () ist
umkehrbar.
r=0 Alle Punkte (=, ¢) werden auf (z; = 0, y; = 0) abgebildet.

Kommentare zur allgemeinen Variablentransformation in d-Dimensionen
(T1, 22, ... 2d) < (Y1, Y2, - -+, Ya)

Forderungen:

1. Jeder Punkt (21, xs,. .., x4) ist durch die neue Koordinate (y1, ya, - - - , Ya)
darstellbar.

2. Die Transformation soll fast immer Jokal umkehrbar sein.

~~ -~

(*) ()

(*) nicht umkehrbar, nur in Bereichen mit Dimensionen d’' < d

(+) zu jedem (xy, o, ..., x4) gehort genau ein (yq, Y2, ..., Yq)

Nochmal Polarkoordinaten

. (l’) (rcosgp) .
7= = . =r-e,
Y rsin @
5 [rcosp—resing) . o
"= (fsingo—l—r@cosgo) = e et

- (cos go) . (— sin <p)
e =1 . €p =
sin cos
€, €, sind Einheitsvektoren, orthogonal — lokales Koordinatensystem

26



S

o}

><V

= 1€, + T8, + 198, + 1GE, — T¢€,
= (i = r¢*)é, + (27 + r)e,

Beispiel: Massenpunkt auf Kreisbahn mit konstanter Geschwindigkeit

kartesische Koordinaten:

N coswt) o . o

7(t) = sinwt | = R(coswte, +sinwtey)  ¢(t)
Polarkoordinaten:

7(t) = Ré, mit p = w

(t) = Rpe,

=y

(t) = —rp2e,

27



r = const

const

@ =

|

A

r sin Ocosy
rsin © sin ¢
7 cos ©

Z

7

(d) Kugelkoordinaten
7:’

p: < in z-y-Ebene

und 2-Achse

,r—,’

O: < zwischen

S-
n@
_C
N~ —
Il
ﬁew.
~
SHISE
=]
S
[ONONES!
ga°
®n m
N~ —
Il
ISy

28



Einheitsvektor in e-Richtung
g@Lgr; é»@J_é:P, é;Xé’@:ézo
cos O cos p

€o cos O sin
—sin©

2.4 Inertialsystem und (Galilei-Transformation

Definition:
Ein Inertialsystem (IS) ist ein Koordinatensystem, in dem sich ein kréaftefreier
Massenpunkt mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.

Bemerkungen:

(i) Inertialsystem in der Praxis?
hier pragmatisches Vorgehen: es gibt ein IS

(ii) Im IS ist die Beschreibung einfacher

Transformation, die ein IS in ein anderes IS iiberfiithrt, nennt man Galilei-
Transformation (GT).

Frage: Wie sieht die allgemeinste GT aus?

t)
t)
t)

(
Bahnkurve im IS 7(¢) = [ y(
z(
/
IS = |y
Z/

2.4.1 Eigentliche GT

(i) Verschiebung, gleichférmige Bewegung

-

d(t) Verschiebung des Ursprungs von IS bzgl. IS’
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z? y'
P
'r’l
r y ISl X
d
IS X
P =7—d
. . d*7
Kraftefreier Massenpunkt IS: el 0
A7
im IS’ el = 0 « hier stimmt doch was net
*r  d%d I 0
2 de2
~

(*) gleichférmige Bewegung von IS’ mit der Geschwindigkeit w

(4+) konstante Verschiebung des Nullpunktes

(ii) Drehungen
Koordinaten IS’ sind bzgl. IS verdreht

= 0! 7
=~
3 EULER Winkel
hier: det O = 1; (detO = —1 — spéter)
&7 d (dO™! ar’ 201 do—t . d*r
= ([ = FrO0 ) =09 AT 0712 2
at? dt( a T dt) N D AN
(*) =0
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(*) falls nicht =0
— Zentripetalbeschleunigung
— IS’ ist kein Inertialsystem

(iii) Verschiebung des Zeitnullpunktes

' =t+s
Zusammen:

=0 —wt—b
' =t+s

Geschwindigkeit
7 =017

Beschleunigung
7 = O~ « ist das hier richtig??

Parameter
3 +3 +3 +1 =10

O w b s
Bemerkung:
Q) g: AN ™\ _ (O7\F— bt —b
7o\t t) = t+s
bildet eine Gruppe: eigentliche (det O = +1) orthochrome

(t' = 4+t + s) Galilei-Gruppe GL j;%iil

" Beweis in Ubung Blatt 07

(ii) GT ist ein Spezialfall der Lorentztransformation. LT respektiert
spezielle Relativitatstheorie.
Hauptunterschied: LT Transformation der Zeit

(iii) Ein abgeschlossenes n-Teilchensystem hat genau hat genau 10 Er-
haltungsgrofien die sich mit der Zeit andern.
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2.4.2 Uneigentliche GT
detO=—-1, t'—t+s
(i) t — —t + s Zeitumkehrung

(a) _d = —k& ist invariant unter ¢t — —t
~—
()
o dT?
) =
= Alle physikalisch moglichen Bahnkurven kénnen in beide Rich-
tungen durchlaufen werden.
(b) @ = —kZ+ K'V
t — —t = d= —kZ— k'U nicht invariant unter ¢t — —t
t — —t = anderer physikalischer Prozef3

(ii)) det O = —1
Jede Matrix O kann geschrieben werden als
O=_R - P
)
(*) Drehmatrix det R = 1

-1 0 0
(+) P={1 0 —1 0 | P=Raumspiegelung

P: Raumspiegelung

rechtshandiges Koordinatensystem —’ linkshandiges Koordinatensystem
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3 Newton’sche Axiome

3.1 Vorbemerkung
3.1.1 Grundlegende Begriffe

(i) Teilchen: Definiert durch Energie-Impuls-Beziehung

relativistisch: E = y/m?2ct + p?c?, ¢: Lichtgeschwindigkeit
p: Impuls des Teilchens

2 <
2 p2
=nicht relativistisch: £ = mc + — +...
~— 2m
Ruheenergie ~~~

kinetische Energie

(ii) Masse: charakteristische Konstante des Teilchens T

(iii) d = 3-dimensionaler Raum
Jedes T hat d Freiheitsgrade(=Anzahl der unabhéngigen Koordinaten
zur Festlegung des Ortes)

(iv) Kraft wirkt von auflen auf T

(v) Zusténde sind festgelegt durch 7 und v (fiir jedes T)
— Zustandsraum, Phasenraum

Beispiel: d=1, T bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit

VvV A
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3.1.2 Krafte

(a) Beispiele

(1)

(i)

(i)

(iv)

Gravitationskraft

von my auf ms ausgetibte Kraft:

memy Ty — T

mit G = 6,67 - 107112

kgs?

F21:G_, — — —
|7 — 71| [T — 71

Coulombkraft m; — ¢;
Mo — €9

—1 €169 FQ—Fl . —1
= Fy = - ————  mit — =8,98- 107"
dmeq |7 — 71| [ — 7] 4dmeg

harmonische Kraft

"ol e”
Fy = k|rfy — 7|  ~Auslenkung, anziehend

konstante Kraft
Beispiel: Gravitationskraft nahe der Erdoberflache

GM Erde
2
RErde

Richtung: zum Erdmittelpunkt

_,|

F=m-§ mit |g

Lorentz-Kraft
Kraft auf ein T mit Ladung e

F, = e(E + ¥ x B) E elektrisches Feld
B magnetische Induktion
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(vi) Reibungskraft

Fr=—f(v)7
f =konstant STOCKES’sche Reibung
f~uv NEwTONsche Reibung

innere und auflere Krafte

innere Krafte: von den T eines Systems aufeinander ausgeiibte Krafte
auflere Krafte: haben den Ursprung aulerhalb des Systems

abgeschlossenes System: falls keine aufleren Krafte vorliegen

Kraftfeld
duBere Kréfte F' = F(r) jedem Punkt 7 wird ein Vektor F(7) zugeord-
net

— Kraftefeld

Beispiele:

Z A
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~ 71
Ay~ o
Gl
allgemeines Vektorfeld 1%
V:reR®—R?

Skalarfeld S
S:7eR*—R
Beispiel: Temperaturverteilung im Raum

3.2 Newton’sche Axiome

NEWTON 1687 “Principia Mathematica”

1. Kraftefreie Korper bewegen sich geradlinig und gleichférmig

2. Die Anderung des Impulses ist gleich der auf den Korper wirkenden
Kraft

3. Die Kriftewirkung zweier Korper aufeinander sind entgegengesetzt gle-
ich
(“actio = reactio”)
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Erlauterung und Interpretation

zu 1: °
[ ]

zZu 2: °

“geradlinig”: Bewegung auf einer Geraden
“gleichformig”: konstante Geschwindigkeit

“kréftefrei”: Korper ist sich selbst iiberlassen, kein anderer Korper,
keine Gravitationskraft, kein elektromagnetisches Feld

“Korper”: Massenpunkt, mechanisches System ohne Freiheits-
grade

Definition von IS
IS = Koordinatensystem in dem das 1. NEWTON’sche Axiom gilt

gilt nur im IS

Impuls p'= mv

p=r
m#mt)=>m-a="F

Dieselbe Kraft F' wirkt auf 2 Korper (1-dimensional)
F =mjay } BN

= messe Beschleunigungen

= Aussage iiber Masse

1. Axiom ist Spezialfall des 2. Axioms mit F=0

zu 3: (“actio =reactio”)

2 Massenpunkte: mq, mo
Fio: Kraft von mey auf my
F21:_)Kraft von m;y auf meo
= Fip = —Fy

Gesamtimpuls p'= p) + P

2, A 5 2. Axiom 3.Axiom
p=p1+ps = Fi+Fy =0
= Gesamtimpuls ist erhalten

2 Zusatze

37



e Superpositionsprinzip: wirken mehrere Krifte auf einen Massen-
punkt

— resultierende Kraft ist gegeben durch: F = S F)
i=1

e 2 Massenpunkte: Krafte wirken auf Verbindungslinie

Beispiele
(i) F=—kx
/ k m
/ | |
0 X
NEWTON = mi = —kz
(ii) Gravitation
F: _ G”’hg’bz f
r2 r
m, F m

NEWTON L
-, mimg T2 —T1
=>mr=GG

(7y — )% |7 — 71

mime  To —T1

:>m1%_:':—G_, = — -
(7 — 71)% |7 — 71

(iii) ATwoOD-Maschine
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3.3

(a)

(masseloses Seil,
masselose Rollen)

L]

Frage: ay, as, Spannung im Seil T'7

may 2T — mog= moas
my:  t—myg = mia
3. Gleichung y; = —2y,
a; = —2as
2me — 4my
=0 =9
4mq + ms
. 2my —my
42 = g4m1 + mo
_ 3mamag

~ Amy + me

Mathematischer Einschub
Gradient, Rotation, Divergenz

Vektorfeld

Skalarfeld
p:7TeER? =R

Partielle Ableitung

geg: (1)

Frage: Wie andert sich o falls 7 — 7+ dr’

Beachte zunachst die Anderung von ¢ entlang einer Koordinatenachse:
= effektiv hangt ¢ dann nur von 1 Variablen ab
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= wende bekannte Regeln an

lim Qp(l'l“—h,xg,l'g—gp(l'l,[[’%l’g) _ 880
h—0 h 0rq s

partielle Ableitung von ¢ nach z1, x5, x3 sind konstant

Schreibweisen: 8—80 = 8_@

81’1 2,23 81’1 ! !

Differentiationsregeln

wie bei der Abhéangigkeit von 1 Variablen
Beispiel:

o(x1, T9, x3) = sin(x1x9) + 123

—— = Ty cos(x1T2) +
oy T2 (Il 2) X3

Mehrfache und gemischte Ableitung
an(p _ a an—ltp
ory Oz, ozt

#e _ 0 0y
81’181’2 N 81’2 81’]'

(rekursiv definiert)

Falls ¢ stetige partielle Ableitung bis mindestens 2. Ordnung
D 02
= =
8:61856 j ox j&l’i

Kettenregel

(1) ¢ = @(x1(t1), 22(t2), 23(t3)
Oy _ Op dx
8t1 N 81’1 dtl

(2) o =p(r(t) = p(x1(t), 2(t), z3(t))

do _ Opdry | Opdry  Op drs

dt  Oxy dt  Oxy dt  Oxg di
3

0
= dyp = Z 8<p dz; totales Differential der Funktion ¢

i=1 A

(2
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(c¢) Gradient, Rotation, Divergenz

(i) Gradient

(iii)

geg.: stetig differenzierbare skalare Funktion ¢

B¢
Dann: grad ¢ := ZB_Z Vektorfeld, Gradientenfeld
Definition: Nabla Operator
. (o
-
5y

= gradyp = ﬁap
—
Richtung ist wichtig Ableitung wirkt immer nach Rechts

Interpretation

Betrachte infinitesimale Andel;ung von  : =10+ dr
@(7) = ¢(70) + dp = ¢(70) + Vpdr

dp = 0 falls Vo L di

dy ist am groBiten, falls dr in Richtung ﬁgp zeigt

Divergenz

geg: Vektorfeld f(7) = (fi1, fo, f3)

div f = ng V - f (=Skalar)

Beschreibt den Teilchenfluss durch eine bestimmte Flache

Rotation
geg: Vektorfeld f (fl,f2,f3) = (fmafyufz)
Of: _ Ofy
S A A R
rot f= [ 92— 21 =V x
8, _ ot
dy
Interpretation
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(x+dx, y+dy)

®
" @ ©)
®

(x,y)
X
Behauptung: .
(rot f). dzxdy = [ fdr gegen den Uhrzeigersinn
v ‘:’
Flache d. Rechtecks
z=00, @dy=0
@, @ dx=0
. z+dx y+dy
dr= z\ S> - Jz\SH + d d + + d ) - ) d
éf xf [f(ﬁly) fa(§ y3 y)|d¢ yf [fy(z 256 1) fy(fv4n)} n
m—i—d:vaf y+dy8f
dz,dy—0 T Y
= - dyd¢ + / — dxd
/ dy () vt PR
T Yy
8fy 8fm i3
= == - = (rot
( or oy ) dzxdy = (rot f).dxdy

e analog fiir y-z-Ebene und z-z-Ebene

e Verallgemeinerung
Satz von STOKES
| rot fdff = / de
o}

C
——

Kurvenintegral

Integral iiber Oberflache O mit Berandung C'
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3.4 FErhaltungssatze

Eine physikalische Grofle G ist “erhalten”, falls sie nicht von der Zeit abhangt,
d.h. falls

)

d
%G =0 G ist “Integral der Bewegung’

3.4.1 Impulserhaltung

folgt aus 2. und 3. NEWTON’schen Axiom)

Betrachte 2 Massenpunkt a, b:
t=t1: pa(ty) Po(t1)
t =ty Palta) Do(ta)

ty | . t2 =
2. Axiom = fi,(ts) — pa(ty) = [ Fopdt * 2" [ —Fydt

t1 t1

2O (G (ts) — Fy(t))
= ﬁa(tl) +ﬁb(tl) - ﬁa(t2) +ﬁb(t2)

3.4.2 Energieerhaltung

(a) 1 Raumdimension
(hier m = konst.) betrachte F' = F(z)

F—ma—md—v—md—vv
N Cdt  de

& Fdx = modo

= [F(2")de' = [ mv'dv’ v(xo) = vo

Zo V0

x
= [ F(z)dz = 3mv? — imu]
To

Definition: =
V(z) := — [ F(x)dz potentielle Energie
o

E = %mvo Energie
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= F = imv?+V (z) = konstant auf der Bahnkurve des Massenpunktes

Beispiele:

(i) freier Fall

h7— . mz=h
Z“ /
F(z) = -mg
/ V(z) = mgz
z=0

E = imv* + V(z) = sm(gt)? + mg(h — 1gt*) = mgh
(ii) Feder

/ k m
/

F(z) = —kx = mi=—k
= z(t) = Asinwt + Beoswt; w = \/%
V({E) = %]{,‘1’2

E = imv? + ka? = 1k(A? + B?)

8

Bemerkungen:

(i) Sowohl FE als auch V' héngen von (beliebigen ) xy ab, E —V nicht!



(ii) Wibhle ein fiir das Problem passendes x
Beispiel: F'=—mg = 27 =0

Z2
(iil) [ F(2")da'= Wiy,
1
1

= §m1)2($1) — %mvz(:)sg)

= Arbeit, die am Massenpunkt verrichtet wird,
um von x; zu Te gelangen

(iv) Potentialdiagramm
AV(X)

verboten verboten

RN

E
\ erlaubter

Bereich

8/

() B = 352 1 viwpa(io) = 2o
dz\°> 2 / [ dx
H<_t> :E(E_v)io/dt:g!iw/%w—m
6) — = t(x)

(il)) — x = z(t)

(b) konservative Kréafte in 1 Dimension

X, X,




x2
[ F(z)dz ist unabhéngig vom genauen Weg des Massenpunktes,
1

hangt nur von x; und z5 ab.

F=F(t)

(ii) F=Fv) } = Wy, 4, héingt vom Weg ab

Beispiel: Reibung Wreibung = —prmg|Az|

Definition:

F ist konservativ, d.h. W,,_,, hangt nur von z; und =5 ab.
o F=F) (F#F(v)

Bemerkungen:
(i) V(z) = — [ F(z)dx ist potentielle Energie
zo

& F(x) konservativ

(ii) falls [ F'(z)dx von Details abhingt, macht die Definition von V' (x)

xo
keinen Sinn

(c) Konservative Kréfte in 3 Dimensionen
analog zum 1-dimensionalen Fall
Definition:

F=F () ist konservativ, falls [ Fdr unabhéngig vom Weg ist.

T0

o FdF = Fydx + F,dy + F.d»

e 1D: es gibt nur einen Weg
3D: es gibt oo viele Wege

Theorem
F = F(7) ist konservativ < rot F =0
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Bemerkungen:
(i) Falls F konservativ ist kann Potential definiert

werden V (7) [ F(7)dr

0]

71 131 .
(ii) Wegintegral [ F'dr= [ F(r(t) - r(t)dt

T0 to
Beispiel:
YA
T T T
. 7
F(i) = -
="

[ Fdr= / o (1)

1
2t +1
/—+dt:\/5—1
0

202+ 2t + 1

Beweis des Theorems:
L(:>77
bekannt:
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(x+dx, y+dy)

(x,y)

—

[ Fdr = (V x F),dzdy

nach Voraussetzung

[, Fdr = [, FdF
:>fRFdF:0:>(V><F)Z:0
analog fiir z- und y-Komponente von V x F

=V x F =0 ist notwendige Bedingung fiir Wegunabhangigkeit

W,
<=

SatzﬁvonﬁSTQ}KES: .
Jo(V x F)ydA = [, FdF
VxF=0auf 0= [, Fdi=0
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= [, FdF = [, Fdr
— Wegunabhangigkeit

Bemerkung:
Falls F' konservativ ist gilt:

AV = —Fdi = —(Fydz + F,dy + F.dz)

= F() = —grad V(7), F ist ein Gradientenfeld

rot F' = —rotgradV =0

Energieerhaltung in 3 Dimensionen
2. NEWTON’sches Axiom

e 3 Gleichungen

e multipliziere dz, dy, dz

e addiere
dv, av,
Fmd:c+Fydy+dez:m<V - —2dz + 'V, dyd y+ V.
Far
Integriere
= [Fdr+ E = imi®

= E = tm¥ + V(7) (fiir konservative Krifte)

49
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3.4.3 Drehimpulserhaltung

Defintion: L = 7 x P Drehimpuls
M =7 x F Drehmoment

Beispiele:

(a) Kreisbewegung

L = Rmv
Richtung: aus der Ebene heraus

(b) lineare Bewegung von einem Auflenpunkt

v
—_—

. 2

m

L =bmv
in die Ebene hinein

(c) ...
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il

pel]

M=R-F

Betrachte

| &

L=

T

QU

; X P47 X
,rT'

el 3.

S x F =M

3
=

X

{

Drehimpulserhalung: Ist M = 0, so ist L eine Erhaltungsgrofie

Insbesondere: Falls F eine Zentralkraft ist, d.h. F ~ 7, dann ist L
erhalten.

4 Beschleunigte Bezugsysteme - Scheinkrafte

NEWTON’sche Axiome gelten fiir Inertialsysteme

Frage: Konnen NEWTON’sche Axiome so modifiziert werden, dass sie fiir
nicht-ISe gelten?

Antwort: Ja. Fiihre (sog.) Scheinkrifte ein, dann gilt wieder F' = ma

Scheinkrafte: nur in nicht-ISen vorhanden

o1



4.1 Koordinaten Tranformation

IS: e;, €y, €,

beschl. KS: €, €,, €,

KS

-

P =i—d

Ziel:
2

bilde vl und interpretiere Ergebnis als F = mdim beschleunigten KS.

benutze
15 15 15
re, tye, +ze;

=LY
I

d = dyé, + d,é, + d.e.

dr’  dd, dy , d_, ,de de, e’

- s o x /_y / z

T N A AN )
(*) (+)

(*) =: % Anderung von 7 gemessen in KS

(+) Drehung von KS um &, & = d(t)

LI
a ar v

(€], €,, €. haben feste Lénge)

x?
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dr’ 5277+ﬂx577'+dﬁxﬁ,+ﬂx 577’+ﬂxﬂ,
— = —— 40X —4+—XT+d — S+ XT
> dt? ot dt dt
A L0 dd
7 wx(wxr)—l—waEjL-E ><_)7"
1 - — - — G
a +dx (@dx 7™ )+2-dx U +d X T
* Beschleunigung
< Ort
*iE - Geschwindigkeit
im bewegten KS
P=7—d )
¢ d*F dPd
a2 dtr dt?
——
_F
mit oberer Gleichung;:
L &d d
= md = F —m— —md X (ﬁxf’)—Qm@xﬁ'—m—w X 7
dt? -~ N—— dt
N—_——

= F Fg >
Ftrans Zent ” Faz
Translations-, Zentrifugal-, Coriolis-, Azimutalkraft

— Scheinkrifte

eachte:
, d hingen von Bewegung des T ab
Eigenschaften des Bezugsystems

B
7,0
w, d

)

4.2 Scheinkrafte

4.2.1 Translationskraft

. d2d
Frans = —MM—
‘ e

beschleunigte geradlinige Bewegung
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4.2.2 Zentrifugalkraft

Front = —m& x (& X 7)
«— Zentripetalkraft

Bsp.: Karussell

- rotiert in z-y-Ebene & = we,

- Person P im Abstand r’ vom Zentrum
Wie grof ist ﬁZent?
| x 7| = wr’, & x 7 zeigt tangential in Bewegungsrichtung

= |d x (Jd x )] = wh’, & x (& x ) zeigt zum Zentrum nach innen
= Fyon zeigt radial nach auflen

= . . — o 2
Fchtripctal Zelgt nach mnen, |FZ0ntripotal = mw-r

Kraftebilanz im Karussellsystem:

(1) Reibungskraft nach innen
(2) Zentrifugalkraft nach auflen

heben sich auf; P ist in Ruhe

Krafte im IS
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nur (1) — Kraft nach innen (Zentripetalkraft) die P auf der Kreis-
bahn halt.

4.2.3 Corioliskraft

For # 0 falls @ # 0

2 Spezialfalle

(i) Radiale Bewegung auf Karussell

<i

P bewegt sich Richtung Zentrum mit o/
= Foor = —2m@ X ¢ tangential zur Bewegungsrichtung

P muss F¢,, entgegenwirken

(ii) Tangentiale Bewegung auf Karussell
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P bewegt sich tangential auf Karusell
Feor zeigt nach auflen

4.2.4 Azimutal-Kraft

- d@
Fpp=—m— x 7

dt
F,, # 0 falls ‘fl—“t’ #0

hier: betrachte Fall, dass sich || &ndert aber nicht die Richtung

= LW N .
= F,, = —mw— X 1 zeigt entgegen Bewegungsrichtung
w

P auf Karussell

Karussell beschleunigt

Qan = T'W

FRreib = magan Reibungskraft
F,, ist Gegenkraft zu Fgreip

5 Schwingungen/Harmonischer Oszillator (HO)

5.1 Motivation

e HO riicktreibende Krqaft ~ Auslenkung
potentielle Energie ~ (Auslenkung)?

[P} 13 7

— Schwingungen, “sin”, “cos
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e HO tritt in der Natur in vielen Formen auf, oft nach Idealisierung
e HO exakt losbar

e Beispiele

(i) schwingende Feder

g .
7AW

F=—kx
V= %k:ﬂ
mi = —kx

= i+ wir = 0 mit w2 = —

(ii) Federpendel

-y
3
3
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F = —mgsingp
ms = F
s=lp

= m@ = —mgsinp = —mgyp

* kleine Auslenkung < 5° sing = ¢
= ¢+ wie =0 mit wj =9

(iii) Schwingung von Molekiilen

"
(iv) Bewegung eines T im Potential V' (z)

AV(X)

N
N
77

kleine Auslenkung um xg
= Entwickle V' (z) um zy (TAYLOR-Entwicklung)

1
= V(x) = V(xg) + V'(xo)(x — x0) + §V”(x0)(x —0)% + (. — x0)3
=konst =0 T
dVv

Fe_ 20 'y — —~H
(%) o Vi (x — x,) O
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5.2 Mathematischer Einschub
5.2.1 Komplexe Zahlen

Definition :
1 := y/—1 imaginare Einheit
i?=—1

Komplexe Zahl:
z=a-+1b; ab € R
a = Re(z) Realteil
b =Im(z) Imaginérteil
Z = a — 1b komplex konjugierte Zahl

Graphische Darstellung

Alm(z)

¢ Re(z)

z=a+1b=r(cosp+isiny)
r = |z| Betrag
¢ = arg z Phase bzw. Argument

Es gilt:
r? = a? + b

p=arctan— —T<ELT
a

Rechenregeln:
21 = ap —I—’ibl, Z9 = Q9 —l—’LbQ
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Additon
z1t+ 22 :a1+a2+i(b1—|—bg)

Multiplikation
Z1 Ry = Q1G9 — blbg + i(albg + agbl)

Division )

ﬁ . 2122 . a1ag + b1b2 + Z(—ale + agbl
Z2 2929 CL% + b%
Betrachte:

f(y) = cosy + isiny
d
_f = —siny+icosy = Zf(y)

dy

de" -
;y = ie"
fly) =e"

e = cosy + isiny EULER’sche Formel

= jede komplexe Zahl kann geschrieben werden als z = re®?

allgemeine Potenz 2 = r®et®

a=mn €N — (cosp+ising)" = cos(ny) + isin(np)
Satz von MOLIERE

Logarithmus von komplexen Zahlen:
w=¢€* z=Ilnw=Inre® =Ilnr+mne¥ =Inr +ip
(Achtung: In ist mehrdeutig)

5.2.2 Gewohnliche Differentialgleichungen (DGL)

Definition: Eine Gleichung der Form

yi) = fym Ty s )
heift DGL nter Ordnung (y = y(z))

e Wichtig in der Physik: DGL 2. Ordnung (Bewegungsgleichung)
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e Oft: DGL nicht analytisch 16sbar — numerische Methoden
Wichtige Spezialfalle
(a) lineare DGL y" + 72: agpy(@)y® +b(x) =0
(b) lineare DGL mit konstantem Koeffizienten a;(x) = konstant

(¢) homogene, lineare DGL mit konstantem Koeffizienten — b(z) =0

Vorschrift um Losung zu erhalten

(i) Ansatz: y(x) = e
(ii) einsetzen = A"+ a, 1 A" '+ ...+ ag
(iii) Bestimme n-Losungen \;, i =1, n

(iv) Allgemeine Losung y(x) = Y c;e™®

Beispiel:
Z(t) +wiz(t) =0

(i) z(t) = eM
(i) (N2 +wd)eM =0
(iii) Ayjp = ity

(iv) z(t) = c1e™0" + coe™ ™0 = (1 + ¢g) cos(wot) + i(c1 — ¢2) sin(wot)
c1, ¢ € C
C1, C9 aus: l’(to) = Ty, I(to) = Vg

Bemerkungen zu (b) Losung besteht aus 2 Anteilen
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1. Allgemeine Losung der homogenen Gleichung (vgl. (c))

2. Eine Losung der inhomogenen Gleichung (“raten”)
— Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung:

y(x) = yn(x) + yp(z) p: partikulér

5.3 Harmonischer Oszillator (HO)
5.3.1 HO ohne Reibung (1-dimensional)

riicktreibende Kraft: F(z) = —kx
NEWTON mi(t) = F(z) = i+ wir =0, wi=2%
Losung: siehe 2.2.

5.3.2 HO mit Reibung

FReibung = —Rz

e wirkt der Bewegungsrichtung entgegen

® [Reibung ~ Geschwindigkeit

Bewegungsgleichung: ma = —kx — Rz
=it+oit+wizr=0 wi=L p=E£>0

Ansatz: z(t) = eM
= AN+ oA +wi=0

Fallunterscheidung
(a) wo > g Schwingungsfall
(b) wp < g Kriechfall

(¢) wo = g Aperiodischer Grenzfall
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zu (a) :w0>§

2
:>)\1/2:—§:tlﬂ, Qzﬂu)é—(%)

— 2 unabhangige Losungen

_e 1
x1/2 —e 2tezl:th

reelle Losungen
zo(t) = e~ 2t cos(Q)

1 0
xs(t) = Z(atl — x9) = € 2 sin()t)

Allgemeine Losungen:
x(t) = Az (t) + Brs(t)

2
Definition: 7 = — Relaxationszeit = Zeit nach der die Ampli-

tude auf é abgefallen ist

zu (b) :wo<g

2
0 042
)\1/2:—§j: (5) —w8<0
~————
%

2 unabhangige Losungen:
Tya(t) = e 28 vy = =Ayp >0

keine Schwingung

Y
zu (¢) : wy = 3
Nullstellen fallen zusammen A\; = Ay = —2

= z1(t) = e~ 2!
Behauptung: x,(t) = te~ 5t
Beweis: Einsetzen ...

2. betrachte Losungen (fiir A\; # \y)

Ty (6)\1t :l:e)\zt)

EDVESY

bilde lim
A1— A2

= x4 (t) = 1!
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1 — e(r2=21)

_ At
()=l e ——7, 2
_ ot iy —Pe T A O(e =A%)

A1— A2 AL — Ao

ePa= MR () AN+ O((Ag — A1)?)

5.3.3 Erzwungene Schwingungen

AN

m

Betrachte zusétzlich eine duflere zeitabhénige Kraft F,(¢)

Qi+ gi +whe = f(1); F(1) = £

inhomogene, lineare DGL 2. Or&luﬂg

Allgemeine Losung: z(t) = x,(t) + (1)

x,(t) : siehe 5.3.2
enthélt 2 freie Konstanten, die durch Anfangsbedingungen
(“zo, vo”) festgelegt sind

xp:  eine Losung von (*)

Beachte:

(i) Fiir o # 0 klingt z,, exponentiell ab
= nach Einschwingungsvorgang bleibt nur x,, iibrig (“stationérer
Zustand”)

(i) zp1(t) und xpo(t) seien Losungen zu fi(t) und fo(t)
= a12p1 (1) + agzpa(t) ist Losung zu a f1(t) + as f2(t)
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(a) Betrachte harmonische duflere Kraft
f(t) = foe™*, fo€C
0=0
=+ wg = foeth
Tn v/

Ansatz: x, = ce™' = c(—w? + wd)e™t = foet

reelle Losungen
f(t) = focos(wt) a3(t) = Rewy(t)
f(t) = fosin(wt) 2p"(t) = Imz,(2)

(b) f(t) = foe™"; 0=0; wy=w
Ansatz: x,(t) = dte™o!

: tfo it
einsetzen = x,(t) = =—e"
p(t) = 57
Amplitude ~ t
(¢) 0# 0 — Ubungen
1
Amphtude C ~ o 2 .
w* — wj + 1w

Phasenverschiebung § = d(w)
w—0=0—0
Ww—00 = 0 =T

5.4 Mathematischer Einschub /-Funktion
Definiere Funktion 4(¢) tiber die Eigenschaft

—00

F(to) = / 5(t — to) f(t)dt

+oo
fiir beliebige “Testfunktion” f(t) (f(t) sei stetig)
DirAC’sche §-Funktion

Eigenschaften



(ii) d(t) = Verallgemeinerung des KRONECKER-{J's
fi= Z di; [
j
i,j—t,t

>—J

(ili) saloppe Schreibweise
d(t) ist der Grenzwert einer Funktionenfolge §, fir a — 0 mit

T oty =1

Beispiele

YA

.
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5.5

YA

<Y

Problem der Mathematik (Distributionstheorie)
hm/ (t —t") f(t")dt' —fhm5 (t =) f(t)dt

Physik: Grenzwert a — 0 nicht durchfiihren, sondern setze a gleich mit
der kleinsten bekannten Zeit, Ort, ...

In der Praxis: befolge Rechenregeln = richtiges Ergebnis

Rechenregeln:
(i) 6(=t) =4(1)
(i) t6(t) =0
(iii) &(at) = |7{‘6(1#/)
(iv) 6(t* —a*) = 5=(6(t —a) + 6(t + a))
(v) f(t)o(t —t) = f(t')o(t — 1)
i ew={, ;2
d
%@(t) =0(t)
Kraftstof3

Betrachte HO in Ruhe. Zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ wirkt eine duflere Kraft
in Form eines Kraftstofles, d.h. Kraft wirkt eine infinitesimal kurze
Zeit mit unendlicher Stéarke
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ft) =0o(t =1t
Z(t) + 0z (t) + wiz(t) = 6(t — t')

Ziel: Berechne z(t) mit z(t <t') =0
Tt <t)=0

(a) z(t) — z(t,t') =zt t')=0firt <t
(b) z(t,t') hingt nur von t — ' ab — z(t — t')

(¢) t>t @+ i +wizx =0
= z(t —t') = e ey cos(Qt — 1)) + cosin(Q(t — t'))]

mit Q@ = (/wi - &

(d) Integriere DGL {iber infinitesimal kleinen Bereich um ¢t = ¢

e>0
t+e d2 ,_djL t+e
lim (ﬁw = i Jalt — t)dt = lim [ ds(t— 1) =1
t'—e ~ t'—e
(+)
tim Lot = lma(0) = 1
—algrg@w( - )t,_s—;gg)fv( ) =

(*) (z(e) — (=)

AuBerdem lin% z(e) = z(=) = 0 (Stetigkeit)
(e) einsetzen

= =0

Cy =

el

1 e .
() 2t —t) = — ﬁe—i(t—t Isin(Q(t —t) t >t
0 t<t
heift GREEN’sche Funktion des HO (i + oi + wiz = 0)
G(t—1t)
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Eigenschaften

(i) Gt —t') =0 t <t wegen Kausalitdt (Wirkung kommt nach
Ursache)

(ii) Wirkung nicht instantan, sondern retardiert (d.h. ausgedehnt,
verzogert)

(iii) Beliebige duflere Kraft
+o0o
Behauptung: z(t) = [ di'G(t —t)f(t)

16st & + o + wiz = f(t)

Beweis: .
d? d
¥+ ot +wir = / dt’ (ﬁ + 0 + wé)G(t —t) f(t) = f(t)

S(t—t")
fly) = [6(x —y)f(z)da

H.O: & + o1 + wiz = f(1)

9207 fZO

070, f=0

0#0, fre

0 # 0, beliebigesf (t)

ft) A

x@):cxt—tozzée—%snxga-y»

Soa(t) = [ Gt —te) f()dt
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T

6 Zweiteilchensysteme (mit Zentralkraft)

6.1 Relativ- und Schwerpunktkoordinaten

21

e Anzahl der Freiheitsgrade: f =6

—

i ﬁZl = —ﬁ12 ~ .
7]
o Bewegungsgleichung:
mlfl = }121
maTy = Fio

Erhaltungsgrofien
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Impuls: P=p+

1+ D2
Drehimpuls: L=" x D1+ T X Do
Energie: E = im 2 %mgfg +U(r), F=—gradU(r)

Wechsle Koordinaten:

o =171 — 73 (*) Relativkoordinaten

myTy + maf* .
o 11T 722 (**) Schwerpunktkoordinaten

my + Mo
ml—l—mg—M
= m

:ﬂ—R+ﬁ*

_»Qzlfé‘i‘ﬁl’f_’»

(**) :>M§:m1771—|—m2772 :ﬁ
MR=P=0

7? F - —F21 - —F12
(mi + )le(ﬁ
1 1 1

— = — + — m reduzierte Masse
m mi m2

()= 7

Drehimpuls .
E:@+%%wmmﬁ+

= L omgmi+mime -, -
— MR x e X = Ly + Lya
Energie B
1 = 1 -
= 5MR2 + §m772 + U(r)
[ —

——
= ESp + Erel

L;p und L:el / E;p und E:el sind getrennt erhalten.
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6.2 Drehimpulserhaltung, Bahnkurven

ALy —
(a) o ! — 0 = Bewegung verliuft in der Ebene; 0.B.d.A z-y-Ebene

Polarkoordinaten: x = r cos ¢ T =108 — rysin g

Yy =rsing Yy =71sing+rpsinp
L., = (Erel)z = m(xy — dy) = mrie

Erq = E= tm(i* +9*) + U(r)

mr? + smr?@? + U(r)

2

1., L
imr + 2 + U(r)

1
2
1
2

e DGL 1. Ordnung

2

4
2mir?

o effektives Potenzial U.ss(r) = +U(r)

e = 1-dim Problem: T mit Energie E bewegt sich im effektiven
Potenzial U, f f(r)

betrachte U(r) = e a=mmyG >0
r

A

\ E >0 infinite Bewegung

>

E<O, E>Ueﬂ|min
finite Bewegung zwischen
roundr,

nicht physikalisch
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(b) Aus E = const. folgt dt =

2(E — Ues)
(1) Berechne t(r)
(2) = r(t)
Einfacher: 7(y) ,
dy mr
L,=mr’—_ = dt = d
mr i = L. )
Joo- |
= [ dy = L
\/2E L2
rmE T m2r2

< L, o J )
:L' g _— —_ x —_ —_—
mr L, mr
z(r)
/ dx
= — —————— = arcos
v 4 P Yo
z(ro)
L, « 2F a2
:>E—L—Z: E+L_§COS(¢_¢O)

6.3 Mathematischer Einschub

Ellipse und Hyperbel

YA

f
|
d
a
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2K

mit A2 === +
m

Ellipse

Oé2

L2
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Exzetrizitat:

Bahnkurve:

Parameter:

Halbachsen:

Hyperbel
Ellipse Hyperbel
€= i <1 €= i > 1
a a
2 2 2 2
a’> b a’> b
b2
p=ylx=1/[) o
Polarkoordinaten, Ursprung in einem der Brennpunkte
)
f|
x=f+rcosy
Yy =rsing =P + € cos ¢ Normalform
r
=L a= >
1—¢? e2—1
R b= L
V1— ¢ e2—1



6.4 Planetenbewegungen/Kepler-Problem

L, «
1. —_—=...
(a) Vg mr L,

1 fir £ < 0 — Ellipse
L2 [ 2EL? <
mit]—jzl#—ecosap =as0 P=—; €e=14/1+ QZ:{zlfﬁrEzoﬁParabel
r mao mao

> 1 fiir £ > 0 — Hyperbel

gr. Halbachse: a = ﬁ
L,

\/2m|E|

(b) Umlaufzeit des Planeten (E < 0)

T 21
d 2
Lzzmrzd—f ﬁ/dt:/nzr dp
0 0 ‘
27
1

= 2L / g7 Ay ()
NI
Flache der

Ellipse = mab
2mm L,

L. “omlE|

kl. Halbachse: b =
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(¢c) KEPLER’sche Gesetze (1618)

(1) Planeten bewegen sich auf Ellipsen um die Sonne (mgonne << mp)
(2) ,,Fahrstrahl” iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen

(3) Die Quadrate der Umlaufzeiten sind proportional zu den Kuben
der groflen Halbachse

6.4.1 Nachtrag: Qualitative Diskussion der Bahnkurve fiir allge-
meines Potential U(r)

Ueff( r)

E>0

rmin \
\_/ -~

\

E > 0 infinite Bewegung

e T. lauft von groflem Abstand auf Potentialzentrum zu.

e Umkehrpunkt r = r,,;, : Radialgeschwindigkeit: 7 <0 — 7 > 0

\e\ Able w
[o¢]

Lz2d
Aap:/ 2 10 =2Ap —
(E = Uesy)

e wegbewegung vom Zentrum

2
Tmin m
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E < 0 finite Bewegung
A

E<O

e Bahnkurve muss nicht geschlossen sein

A(p : Tmaz = Tmin = Tmaz
Tmax L.
Ap =2 w2
2

e Bahnkurven sind geschlossen, falls Ay = o n,m e N
n

o U(r) = Y wmd U (r) = kr* — Bahnkurve geschlossen
r
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6.4.2 Lenz-Runge-Vektor

—

> - T
A =¥ x L — a- ist erhalten, zeigt zum Perihel

,
5o T T 1 7 - T T
Beweis: — =7"xL—-a-+taz=——azxL-a-+a
d r r m r r r
r X (F’x mr)zm(—ﬁf’—i— (7"7’))
Q 25 S5\ o T T
=——(-rr+m)r)-a-+a-=
r r r

Richtung: wéhle ¢ =0 = 7 zeigt zum Perihel

- o D L,
r=e,r r=-—— =

1+E 77 mr
- L2
L=¢e L, v=¢éry p=-—

mao
AzéyxézrgbLz—aéx:éx(—z—a):é’x(_Z__a
mr m p

= €,ae = zeigt zum Perihel

7 Streuung von Teilchen

7.1 Allgemeine ﬂ'berlegungen
hier: elastische Streuung; T. hat zu Anfang und Ende Geschwindigkeit v,
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b: StoBparameter
O: Streuwinkel
V... asymptotische Geschwindigkeit

einfallender
Teilchenstrom

e wirkungsquerschnitt b = b(f) i.A.: b = 0\

T. im Intervall [b,b + db] und [, p + di]
— Streuung in Kegel mit Offnungswinkel :

dF" Detektoroberflache

df) = sin § dodp = R2  Abstand Detektor-Streufliche

Streuung an U = U(r)
= T-Bahnen verlaufen in Ebenen, Unabhangigkeit von ¢

do  Anzahl T. die in das Raumwinkelelement d€) gestreut werden/Zeit

dQ Anzahl einlaufende T./(Flache x Zeit)
AN

= 4t — Stromdichte

J
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e Drehimpuls bzgl. Streuzentrum I = bmuv,, = bv2mFE ist erhalten

e Betrachte

einfallenden T-Strom : [;, = 727b|db|

d—aj 2msin 6 df <: A—N)
) S——

treuten T-St N P
gestreuten rom = A7

benutze I, = I,
do

dQ  sind

db
do

e Totaler wirkungsquerschnitt o;,; = / —dQ) = / — sin 6df dap

e Problem/Aufgabe b = b(0)

7.2 Rutherford-Streuung

1912-1913 Beschuf einer Goldfolie mit a-Teilchen (He*-Kerne)
—BoOHRsches Atommodell: punktférmiger Kern, ausgedehnte e™-Hiille

9 Q> 0
« Z1%9€

Streuung am Coulomb-Potential: U(r) = —— = 27 =

Bahnkurve Hyperbel:
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7 f g
p L
—=1—¢€cosp D=
r mo
/ ElL?
e=14/14+2 ; <1 L,=1
mao
e min. Abstand fiir ¢ = 0: 7,5, = ] P
—€
® 1 — 00: . ) )
cosAp = — = =
€ \/1+2EL2 V1 +tan? Agp
2FEb
= tan Ap = —
|
-0 in =2 9
tanAgpzW _ 29:C?Sg:cot—
2 cos T5=  sing 2
la) 1 do a2cos? 1 a? 1
L=l L eyt 1
) =35 sin?f 7 dQ  \2F/ sinf2sin’¢  16E?sin g
Interpretation:
do 1
0 —0dh b ;o ~
[ ] — — OO’ dQ 94

do )
/ d—QdQ—> divergent

T. in grofer Entfernung werden auch abgelenkt — “Langreichweitigkeit
des Coulombpotentials”
Realitat: Abschirmung durch negative Ladung der Elektronen

212262 _r

U(r) — Ua(r) = e 0 = Atomdurchmesser “Abschirmlénge”

e 0 = 1 : Riickstreuung; gute Ubereinstimmung von Theorie und Exper-
iment
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e Ergebnis der klassischen Behandlung stimmt mit quantenmechanischer
Herleitung tiberein

d
o &7 it unabangig vom VZ von o — gilt fiir anziehende und abstoflende

Potentiale

e Obige Formel gilt im Schwerpunktsystem

8 Vielteilchensysteme

8.1 Notation

Betrachte N Massenpunkte myq, ..., my mit inneren Kraften ﬁzk zwischen T;
und 7}, und duflere Krifte K; (auf T;)

o Tk — T
Fip = fir(rix)
. Tik

F};. seien konservativ:

rie = |7 — 73| Kraft von T} auf Ty

Is¥
U

QB
kol

= Fy = —Vilu(rin), Vi = | 2

QL

S
b

ISH
N
e

Bewegungsgleichungen
N
mi= Y  Fp+k i=1,....N
k=1
ki
Gesamtimpuls P = Zf\il mgr;
Schwerpunkt R = - SN mF

N

Gesamtmasse M =) " m;
: » N L
Drehimpuls L =Y., m;7 X 7;

8.2 FErhaltungssatze

(a) Impulssatz

dp’ N - N . N ~ i#k . . N .
dt ;mr ; ' ; g%rg ;

dP
= i 0 fiir ein abgeschlossens System
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(b) Schwerpunktsatz
MR = Z%l ”}iﬁ =r
MR = Zi:l Ki . .
abgeschlossenes System: R(t) = Uyt + Ry

(¢) Drehimpuls

d -
%L_ Zf\il m;T; X T,
N N N
=>"Fx Y Fu+ )y mxk
i=1 L — i=1
k #i
= ZriXﬁki —l—’f’kXF;]“'
i<k .
:Z(Fi_Fk) X Fy; =0
i<k
- L
abgeschlossenes System: D =0 = T 0

k=
N d m . N
Z % (7 722) - - Z /’:’ZVZUICZ(TK‘Z) + Z Kzf;
i=1 i, k‘ i=1
P L= d
= (Tzvz +7r Vk) Uki(rkz) % Z Ukl(ﬁcz)
i<k i<k
d {(mr N
= % (Z 5 + ZUkz(Tkz)> = ZKZ’I‘Z
i=1 i<k i<k
dE A .
= F Z K;7; abgeschlossenes System — Energieerhaltung
=1
Leistung
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(e) Zusammenfassung
Ein abgeschlossenes N-Teichensystem wird durch 10 Integrationskon-
stanten beschrieben:
P, Ry, L, E
(3), (3), 3), (1)
Erinnerung: eigentliche orthochrone GT hat 10 Parameter; Zshg. NOETHER-
Theorem
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