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B Cinleitung

Die klassische Mechanik, wie wir sie in Grundziigen in diesem Kurse
kennenlernen mochten, beschreibt das Raum-Zeit-Kontinuum und die
Bewegung der darin enthaltenen Korper. Sie entspricht mithin dem
Teilgebiet der Physik, welche wir in unserer alltiglichen Erfahrung
vermutlich am haufigsten begegnen werden, unabhingig davon ob dies
bewusst oder unbewusst geschieht. Aus den uns moglichen Beobach-
tungen der Bewegung von Korpern, versuchen wir im Rahmen der
theoretischen Mechanik allgemein giiltige Gesetze zu finden, welche in
der Lage sind, diese Bewegungen (bzw. auch die Ruhe) mathematisch

Beobachtung
chanik auf herausragende Art geeignet, Sie mit den allgemeinen Zielen Expe riment

zu fassen und abstrakter zu beschreiben. Damit ist die theoretische Me-

der theoretischen Physik vertraut zu machen. Unser Vorgehen im Fol-
genden sollten Sie nicht nur auf eine Reihe von konkreten Problemen
anwenden. Sie sollten dieses Vorgehen auf einer hoher aggregierten
Ebene als prototypisch verstehen fiir jede Art von Theorie, mit welcher
Sie die uns umgebende Umwelt und in dieser auftretende observa-
ble Phianomene beschreiben bzw. noch nicht beobachtete Phanomene Axiom

vorhersagen kénnen. im Rahmen der Theorie nicht

Dazu wiirden wir auf der Basis der Verallgemeinerung von Erfah- beweisbare Annahmen

rungen einige allgemeine Grundsitze aufstellen. Diese werden wir als
Axiome bezeichnen. Nur mit diesen Axiomen und den verschiedensten
Methoden der Mathematik, welche Sie in diesem und in weiterfiih-
renden Kursen kennenlernen werden, versuchen Sie eine Reihe von
speziellen Gesetzen aufzustellen, welche die vielfdltigen Auspragung

Vorhersage neuer
rie muss in der Lage sein, alle bekannten Phanomene richtig beschrei- Expe rimente

experimentell observabler Grofien korrekt vorhersagen. Eine gute Theo-

ben zu kénnen und sollte dariiber hinaus auch Phidnomene vorhersagen,
welche bisher noch nicht beobachtet werden konnten. Diese Vorher-
sagen sollen Experimente motivieren, in welchen diese Phdnomene
beobachtet (oder auch nicht beobachtet) werden. Man spricht von einer

Verifizierung oder einer Falsifizierung einer Theorie'. Bekannte erfolg- * Eine Verifizierung ist streng genommen
nie moglich, da Sie nicht ausschliessen

.. . . . . konnen, dass es nicht doch ein Experi-
Beispiel der experimentelle Nachweis des Higgs-Teilchens oder auch ment gibt, welches nicht mit der Theo-

der experimentelle Nachweis von Gravitationswellen. Beide Phanomene rie in Ubereinstimmung gebracht werden
konnen. Je mehr Experimente aber rich-

tig vorhergesagt werden, desto hilfreicher
und niitzlicher ist eine Theorie.

reiche Beispiele der jiingeren Vergangenheit fiir dieses Vorgehen ist zum
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wurden im Rahmen entsprechender Theorien vorhergesagt, entzogen
sich aber langer Zeit ihrer Beobachtung. Erst 50 (Higgsteilchen) bzw. 100
Jahre (Gravitationswellen) nach ihrer theoretischen Vorhersage wurden
die entsprechenden experimentellen Nachweise erbracht. Beides waren
in sich selbst Meilensteine der experimentellen Physik aber letztendlich
stellen sie auch einen Triumph der theoretischen Physik dar.

Ihre Ausbildung auf dem Gebiet der theoretischen Physik beginnt
mit dieser Vorlesung zur theoretische Mechanik?. Dies ist nicht nur
historisch begriindbar, sondern erklédrt sich mit dem physikalischen
Fundament, welches die theoretische Mechanik fiir viele weitere Teilge-
biete und Zweige der Physik darstellt. In der theoretischen Mechanik
werden eine ganze Reihe von Grundbegriffen eingefiihrt, welche Thnen
im weiteren Verlauf der Vorlesungen immer wieder begegnen werden.
Masse, Impuls, Energie, Arbeit und Kraft sind nur einige dieser Ter-
me. Weiterhin dhneln die hier verwendeten mathematischen Methoden
denen in den meisten weiteren Teilgebieten der Physik. Gerade diese
Mathematisierung der Physik wird vermutlich die grofite Anderung
im Vergleich zu Ihrer bisherigen Schulphysik darstellen. Ich mchte
Sie daher bitten, insbesondere den mathematischen Aspekten mit Wert-
schdtzung zu begegnen. Sie werden die Schonheit der Mathematik
und die Moglichkeit mit ihr physikalische Phanomene zu diskutie-
ren irgendwann einmal wiirdigen, wenn Sie sich auf die Mathematik
einlassen.

Ich mochte Sie daher noch einmal explizit auf die an sich sehr ein-
fache Struktur der theoretischen Physik hinweisen. Sie fangen in den
meisten Fillen mit einfachen GesetzméBigkeiten an. Diese gewinnen Sie
aus einer Reihe Experimenten oder postuliere deren Giiltigkeit, da die
tiagliche Erfahrung Ihnen nicht widerspricht. Alles was danach kommt
ist der Wunsch Einsicht zu gewinnen, durch eine geeignete Mathema-
tische Manipulation dieser Grundgesetze. Hier in der theoretischen
Mechanik, ist es die Newtonsche Bewegungsgleichung. Multiplizieren
Sie diese skalar oder vektoriell mit der Ortskoordinate, kommen Sie
zur Energie- bzw. Drehimpulserhaltung. Ich selbst habe meinen wissen-
schaftlichen Hintergrund eher in der Elektodynamik und Optik. Daher
werde ich mich im Laufe dieses Kurses hidufig auf Analogien dieses
Teilgebietes der Physik bedienen. Die Ausgangspunkte der Elektrody-
namik sind zum Beispiel beobachtbare Kraftgesetze die Ladungen oder
Strome gegenseitig aufeinander ausiiben (Coulombkraft oder Lorentz-
kaft). Zusammen mit dem Superpositionsprinzip und den Methoden
der Vektoralgebra, kénnen Sie nahezu die gesamte Theorie herleiten.
Sie brauchen wirklich nicht mehr.

Die theoretische Mechanik, wie wir sie hier in diesem Kurs be-
handeln, wird auch als klassische Mechanik bezeichnet. Diese geht
hauptsachlich auf die Arbeiten von Newton zurtick, der diese im Rah-

> Am KIT folgt die Reihenfolge der Kur-
se zur theoretischen Physik ziemlich ka-
nonisch der klassischen Reihenfolge von
theoretischer Mechanik, Elektrodynamik,
Quantenmechanik und Thermodynamik
/ statistischer Physik.

Abbildung 1.1: Sir Isaac Newton portra-
tiert von Godfrey Kneller, London 1702.



men seines 1687 verdffentlichen Hauptwerkes Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica abschliessend zusammenfasste. Daher wird die
klassische Mechanik haufig auch als Newtonsche Mechanik bezeich-
net. Dies bedeutet aber nattirlich nicht, dass er der alleiniger Urheber
der klassischen Mechanik ist. Seine Arbeiten basieren vielmehr auf
fritheren Arbeiten von Archimedes, Galilei, Kepler, Descartes, Huy-
gens und anderen, welche gegen Ende des 17 Jahrhunderts zu einem
einheitlichen System von Newton zusammengefasst wurden. Dieses
wurde in den folgenden Jahrzehnten weiter entwickelt und verfeinert,
so dass man lange Zeit davon ausging, das gesamte Naturgeschehen
zumindest prinzipiell auf die Newtonsche Mechanik zurtickfiihren und
in ihrem Rahmen erkldren zu konnen. Das dem nicht so ist, verdanken
wir vor allem der weiteren Entwicklung experimenteller Techniken und
Methoden, welche gegen Mitte/Ende des 19. Jahrhundert bzw. Anfang
des 20. Jahrhundert Einsichten in Systeme brachten, welche im Rahmen
der klassischen Mechanik nicht mehr erkldrbar waren. Die Grenze der
klassischen Physik wurden sichtbar.

Dazu zédhlen zum einen Prozesse, welche bei sehr grofien Geschwin-
digkeiten stattfinden. Es wurde die relativistische Mechanik entwickelt,
welche die klassische Mechanik nur noch als Grenzfall beinhaltet. Man
konnte erkennen, dass die klassische Mechanik nur giiltig ist, wenn die
Geschwindigkeiten mit denen sich Kérper im Raum bewegen, sehr viel
kleiner sind als die Lichtgeschwindigkeit. Die Lichtgeschwindigkeit
selbst stellt eine obere Grenze fiir die Geschwindigkeit zur Ubertragung
von Signalen bzw. Informationen dar. Weiterhin wird in der relativisti-
schen Mechanik das Konzept eines absoluten Raumes aufgegeben, mit
dessen Definition wir die klassische Mechanik im Folgenden beginnen
wollen. Raum und Zeit werden zu einer vereinheitlichenden Koordina-
ten zusammengefasst. Weiterhin versagen die Gesetze der klassischen
Mechanik bei sehr groflen Massen, was zu einer Kriimmung eben dieser
Raum-Zeit und zu interessanten Vorhersagen fiihrt. Diese Vorhersa-
gen, z.B. dass durch die Kriimmung des Raums Licht von Sternen
im geometrischen Schatten einer nichtgekriimmten Raum-Zeit zu uns
gelangen konnen, wurden experimentell iiberpriift und fithrten so zur
allgemeinen Akzeptanz der relativistischen Mechanik.

Zum anderen verlieren die Gesetze der klassischen Mechanik ihre
Giiltigkeit bei sehr kleinen Strukturen bzw. sehr kleinen Wirkungen.
Schliisselexperimente hier waren die Beobachtung von Phanomenen,
welche normalerweise Wellen zugeschrieben werden, in Experimenten,
die mit Teilchen durchgefiihrt wurden. So wurden Interferenzmuster
bei der Beugung von Elektronen an einem Spalt bzw. auch einem
Doppelspalt beobachtet. Der probabilistische Ausgang einer Messung
ist ein weiterer Indiz fiir die Notwendigkeit einer nichtklassischen
Beschreibung. In der Elektrodynamik und der Optik fiihrt erst die

7/ \

Relativistische
(o] hanik
Relativistische
Quantenmechanik
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Quantisierung der Amplituden von elektromagnetischen Wellen3 zur
Erklarung verschiedener Experimente. Diese Quantisierung ist ein wei-
terer Hinweis darauf, dass klassische Konzepte nicht in jedem Falle
geeignet sind, alle Experimente richtig zu beschreiben. Schliesslich wur-
den beide Teilgebiete im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik
vereinigt. Diese miissen Sie anwenden, wenn Sie die Physik einzelner
Teilchen bei sehr hohen Geschwindigkeiten richtig verstehen wollen.

All diese weiterfithrenden Theorien werden Thnen aber erst in hthe-
ren Semestern begegnen. Beachten Sie bitte, dass im Allgemeinen eine
moglichst einfache Theorie zur Beschreibung der Sie interessierenden
physikalischen Systeme zu bevorzugen ist. Da die alles vereinheitlichen-
de Theorie noch nicht gefunden wurde, muss jede Theorie zwangsweise
Grenzen ihrer Vorhersagbarkeit besitzen. Diese schmaélern auf keinen
Fall den Wert einer Theorie, sondern begrenzt nur die Vielfalt der
physikalischen Phdnomene, die sie beschreiben kann.

Eine Klassifizierung bzw. eine Einteilung der Mechanik kann auf
verschiedene Arten und Weisen vorgenommen werden?. Eine Klassi-
fizierung basiert auf der Beschreibung der Korper, deren Bewegung
Sie diskutieren mochten. Sie konnen dessen Bewegung zum Beispiel
richtig beschreiben, wenn Sie die Bewegung aller Teilchen kennen, aus
denen der gesamte Korper aufgebaut ist. Dies ist das weite Feld der
Punktmechanik und kann, bei einer sehr grofien Anzahl von in den
Bewegungsgleichungen zu berticksichtigenden Teilchen, sehr schnell
zu einem sehr komplizierten Problem werden. Der einfachste Fall liegt
aber vor, und mit diesem werden wir uns zunichst beschéftigen, wenn
man die Bewegung des gesamten Korpers beschrianken kann auf die
Bewegung eines einzelnen Punktes. Dann wird der Kérper mit Hilfe
eines Massepunktes ohne raumliche Ausdehnung idealisiert beschrie-
ben. Die gesamte Masse des Korpers ist mit diesem Punkt assoziiert.
Beachten Sie bitte, dies ist eine Modellvorstellung. Sie erlaubt aber
auf ausgezeichnete Art und Weise die Bewegung eines Korpers im
Raum zu beschreiben. Da keine Ausdehnung bzw. Struktur verbun-
den ist mit dem Massepunkt, kann man aber somit ausschliesslich
translatorische Bewegungen des Korpers im Raum beschreiben. Innere
Bewegungen und Rotationen werden nicht ber{icksichtigt bzw. werden
nicht beschrieben.

Jeder materielle Korper bzw. Systeme bestehend aus diesen Kor-
pern kénnen aber zusammengesetzt werden aus vielen Massepunkten.
So gelangt man zur Beschreibung von Massenpunktsystemen, deren
Mechanik auch als Punktmechanik bezeichnet wird. Starre Kérper kon-
ne im Rahmen dieser Punktmechanik als Systeme von Massepunkten
verstanden werden, deren Abstand und rdumliche Anordnung fixiert
ist. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir uns sowohl mit der Me-
chanik von Massepunkten als auch von Systemen von Massepunkten

3 Dies fiihrt zur Einfithrung des Begriffs
eines Photons.

4 Sie werden sehen, Physiker, insbesonde-
re theoretische Physiker, haben eine sehr
grofie Neigung zur Klassifizierung und
zur Katalogisierung. Ein solches Vorge-
hen hilft, ein systematisches Verstandnis
zu entwickeln. Diese Fahigkeit wird ITh-
nen spater von groflem Nutzen sein, ganz
gleich ob Sie als Wissenschaftler arbeiten
oder im Finanzmanagement.

7\
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beschiftigen.

In Fortsetzung der Komplexitidt gelangt man schliesslich zur Kon-
tinuumsmechanik, im Rahmen derer die elastischen und plastischen
Eigenschaften fester Korper bzw. die Bewegungen von Fliissigkeiten
und Gasen beschrieben werden. Diese Kérper miissten beschrieben
werden aus einer nicht mehr zu handhabenden Anzahl von relativ
zueinander nicht mehr starr verbundenen Massepunkten, so dass de-
ren explizite Berticksichtigung nicht mehr praktikabel ist. Stattdessen
werden feldtheoretische Methoden benutzt, um die Bewegung solche
Materialien mit Hilfe eines physisch strukturlosem Kontinuums zu
beschreiben. Diese Kontinuumsmechanik wird nicht mehr Gegenstand
dieser Vorlesung sein.

Ein alternativer Zugang zur Klassifizierung der Mechanik besteht in
der Unterscheidung zwischen Kinematik und Dynamik. In der Kine-
matik, dem Teil der Mechanik welche wir als erstes in dieser Vorlesung
diskutieren wollen, werden die Bewegungsformen von Massepunkten
zundchst ohne Betrachtung der Ursache diskutiert. Die Entstehung der
Bewegung ist zundchst nicht von Interesse; die Massepunkte bewegen
sich einfach. Im Gegensatz zur Kinematik steht die Dynamik, welche
nun auch auch die Ursachen der Bewegung betrachtet und mathe-
matisch mit beriicksichtigt. Dynamische Bewegungsgleichungen, i.A.
Differentialgleichungen in denen auf der linken Seite die dynamischen
Groflen stehen und auf der rechten Seite die Ursachen (Kréfte), bilden
das mathematische Geriist der Dynamik. In der Dynamik diskutiert
man entsprechend die Anderung des Bewegungszustandes von Kor-
pern verursacht von auf sie wirkenden Krafte. Wir werden diskutieren,
dass sich physikalische Systeme im Allgemeinen als Funktion der Zeit
zu einem Gleichgewichtszustand hin entwickeln. Dies ist ein Zustand,
in dem auf den Korper keine Kraft mehr wirkt. Daher ist ein wichtiges
Teilgebiet der Dynamik die Statik, in welchem die Bedingungen des
Ruhezustandes, des Gleichgewichtes, untersucht werden.

Eine dritter Zugang zur Klassifizierung der Mechanik selbst, be-
steht in der Auswahl der mathematischen Methoden zur Beschreibung
der Dynamik des Systems. Wir unterscheiden zwischen der Newton-
schen Mechanik (diese Vorlesung), der Lagrangeschen Mechnanik, der
Hamiltonschen Mechanik und der Hamilton-Jacobi Mechanik. Die letzt-
genannten Methoden sind nicht mehr Gegenstand dieser sondern Ihrer
néchsten Theorievorlesung (Klassische Theoretische Physik B).

Die Vorlesung beschrinkt sich auf die Kinematik und die Dynamik
von Massepunkten und Systeme von Massepunkten. Wir werden in
einem ersten Kapitel Grundelemente der Kinematik kennenlernen. In
einem zweiten Kapitel werden wir uns mit den Newtonschen Axio-
men auseinandersetzen. Wir werden uns dann mit der Dynamik eines
einzelnen Massepunktes beschiftigen und insbesondere die Bilanzglei-

Kinematik

Bewegungsgesetze ohne Kréfte|

Dynamik

Wirkung von Kraften
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chungen diskutieren. Wir werden dann eine Reihe von Bewegungen
diskutieren, wobei wir zwischen konservativen und dissipativen Syste-
men unterscheiden werden. Anschliessend werden wir das Gelernte
auf Massepunktsysteme erweitern.



I Kinematik

Mathematischer Einschub (Vektoren)

Bevor wir mit der theoretischen Beschreibung physikalischer Phanomene im Rahmen der
Kinematik beginnen, mochten wir kurz einige einleitende Definitionen geben und einige
wichtige mathematische Konzepte diskutieren. Diese werden Sie auch sehr ausfiihrlich
in entsprechenden Mathematikvorlesungen behandeln. Daher sollen die Ausfithrungen
im Folgenden nur als kurze funktionelle Zusammenfassung dessen dienen, was wir
unmittelbar benotigen werden.

Alle physikalischen Grofien konnen als Skalare, Vektoren oder Tensoren beschrieben
werden. Fiir uns zunéchst relevant sind nur die beiden erstgenannten GrofSen.

Eine skalare physikalische Grofie wird alleine durch die Angabe eines Zahlenwertes
(Maf3zahl) und einer Einheit (Mafleinheit) charakterisiert. Physikalisch beobachtbare
skalare Grofle werden mit einer reelen Zahl angegeben. Beispiele sind die Masse oder
das Volumen eines Korpers, die Temperatur, der Druck oder auch die Wellenldnge.

Eine vektorielle physikalische Grofe verlangt neben der Angabe eines Betrages zusatz-
lich die Angabe einer Richtung. Beispiele sind die Verschiebung, die Geschwindigkeit,
die Beschleunigung, die Kraft oder der Impuls. Allgemein sind Vektoren im Raum R”
definiert mit n € IN. Sie sind damit definiert als die Menge der n-Tupel (x1, ..., X;;) mit
x; € R.

Beachten Sie bitte die hier verwendete Notation: Fett geschriebene Grofien sind
Vektoren. Kursiv geschriebene Grofien sind Skalare. Einheiten werden nicht kursiv
geschrieben.

Im Allgemeinfall befinden wir uns in einem drei-dimensionalen (kartesischen) Raum,
so dass a € R? ist, den wir allgemein als Vektorraum schreiben konnen. Ein Vektor in
diesem Raum wird beschrieben mittels

ay ax
a=|a | =|a
as az

Die von uns zu Beginn der Vorlesung am haufigsten verwendeten Vektoren sind Ortsvek-
toren r, mit welchen wir die Punkte des Euklidischen Raumes beschreiben konnen.

Um dies eineindeutig durchfiihren zu kénnen, miissen wir einen Koordinatenur-
sprung definieren. Wie wir spéter diskutieren werden, ist die Definition dieses Koordina-
tenursprungs willkiirlich und nicht eindeutig. Wir konnen jeden beliebigen Punkt als
unseren Koordinatenursprung mittels einer geeigneten Translation, Rotation und eines
Boosts definieren. Ein Boost bezeichnet die Transformation zwischen zwei Koordinaten-
systemen, welche sich relativ zueinander mit einer konstanten Geschwindigkeit bewegen.
Der Koordinatenursprung legt uns das Bezugssystem fest, einen Nullpunkt. Der Orts-
vektor ist dann der Vektor, welcher den Koordinatenursprung mit dem entsprechenden
Punkt im physikalischen Raum verbindet

(ﬁ’ =r — Ortsvektor

Der Vektor hat einen Betrag und eine Richtung. Zur Festlegung der Richtung benotigen
wir eine Referenzrichtung. Diese wird auch als Koordinatensystem bezeichnet. Eine
einfache Wahl fiir ein Koordinatensystem ist das kartesische. Es wird gebildet aus drei
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senkrecht aufeinander stehenden Geraden, die sich in einem gemeinsam Punkt, dem
Koordinatenursprung schneiden. Die Richtung der Geraden wird definiert durch Ein-
heitsvektoren. Diese besitzen die Lange eins und stehen senkrecht aufeinander. Sie bilden
damit eine orthonormale Basis. Einheitsvektoren des kartesischen Koordinatensystems
sind definiert als

1 0 0
ex=10 ey = |1 e, =10
0 0 1

Damit wird ein Vektor beschrieben mittels
a = ayex +ayey +ae,

Andere Koordinatensysteme werden wir im Laufe der Vorlesung kennenlernen. Die-
se sind dann definiert durch andere Einheitskoordinaten. Beispiele fiir andere Koor-
dinatensysteme, mit denen Sie im Laufe der Vorlesung zu tun haben werden, sind
Kugelkoordinaten, Polarkoordinaten bzw. Zylinderkoordinaten.

Mathematischer Einschub (Vektorprodukt)

Die oben erwdhnte Eigenschaft der Orthornomalitdt der Einheitsvektoren ldsst sich
mathematisch einfach fassen mit Hilfe des Skalarproduktes. Dieses ist definiert fiir zwei
Vektoren a, b € R? als

3
a-b:=ayby +ayby +a:b; =) aib;
i=1

Beachten Sie, hdufig wird an Stelle von Z?:l a;b; auch einfach nur a;b; geschrieben; das
Summenzeichen wird also weggelassen. Dies wird als Einsteinsche Summenkonventi-
on bezeichnet. Hier wird immer {iber doppelt auftretende Indizes auf einer Seite der
Gleichung summiert, ohne dass dieses Summenzeichen explizit mit geschrieben wird.
Im Rahmen dieser Vorlesung wird diese Schreibweise nur selten benutzt. In spéteren
Vorlesungen wird sie Ihnen haufiger begegnen und Sie werden diese Notation schitzen
lernen.

Das Skalarprodukt lasst sich auch ausrechnen mittels der Langen/Betrdge der beiden
Vektoren. Wir verwenden dazu die euklidische Norm (Standardnorm oder auch 2-Norm).
Diese euklidische Norm eines Vektors a ist definiert als

lal=va-a=Val= /a2 +a2+al=a

Mit dieser Definition ldsst sich das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren a und b
ausrechnen mittels

a-b=|a||b|cos,

wobei 6 der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist. Das Skalarprodukt ist ein Maf3 fiir
die Grofle der Projektion eines Vektors a auf einen anderen Vektor b. Das Skalarprodukt
zwischen zwei Vektoren ist ein Skalar, was offensichtlich zur Namenswahl fiihrte. Man
bezeichnet es auch als Punktprodukt; motiviert durch die Schreibweise Das Skalarprodukt
zwischen zwei Vektoren verschwindet, wenn entweder der Winkel zwischen beiden
Vektoren 7 ist oder die Lange einer der beiden Vektoren verschwindet. Das Skalarprodukt
ist unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems. Das Skalarprodukt wird auch als
inneres Produkt bezeichnet.

Die Eingangs erwédhnte Orthonormalitét der Einheitsvektoren ldsst sich nun schreiben
als

e - ¢ = jj,

wobei hier das Kronecker Symbol ;; verwendet wurde. Dieses betrégt 1, wenn die beiden
Indizes identisch sind. Und es ist 0, wenn die beiden Indizes verschieden sind.
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Im Gegensatz zum inneren Produkt steht das dufiere Produkt, welches auch Kreuz-
produkt genannt wird, ebenfalls motiviert durch die Schreibweise. Es verbindet zwei
Vektoren a und b und man erhilt wieder einen Vektor, z.B. ¢. Daher wird es auch als
Vektorprodukt bezeichnet. Es wird berechnet mittels

ayb, — azby
c=axb=|aby—ayb,
axby — ayby

In Komponentenschreibweise und mit Hilfe des sogenannten Levi-Cevita-Pseudotensors
&ijk, lasst sich die i"te Komponente des Vektors ¢ des Kreuzproduktes auch schreiben als

Ci = S,‘]‘k(ljbk.

Zur Evaluation dieses Ausdruckes wenden wir hier auch wieder die Einsteinsche Sum-
menkonvention an: Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert. Zur vollstindigen
Definition des Levi-Cevita-Pseudotensors geht man i.A. davon aus, dass €123 = 1 und
wendet die folgenden Rechenregeln an:

0 mindestens2 identische Indices
Eijk = 1 wenn i, j, k eine gerade Permutation von 1, 2,3 sind
—1 wenn i, j, k eine ungerade Permutation von 1,2, 3 sind

Der Levi-Cevita-Pseudotensor ist damit anti-symmetrisch fiir jedes Indexpaar. Er besteht
aus 27 Komponenten, von denen 21 null sind und jeweils 3 Komponenten sind +1.
Rechnungen mit Hilfe des Levi-Cevita-Pseudotensors sind besonders dann attraktiv,
wenn lhnen z.B. doppelte Kreuzprodukte begegnen. Es gilt:

0t Oim  din
Eijk€mn = det 5]‘ Sjm  Ojn
S Okm  Okn

Speziell fiir uns relevant ist das Produkt von Levi-Cevita-Pseudotensoren mit einem
identischen Index. Es gilt:

&ijk€ilm = 6j1%km — Ski0jm

Gewohnen Sie sich bitte an die Nutzung eines solchen Ausdruckes. Im Rahmen der
Theoretischen Mechanik ist die Verwendung des Levi-Cevita-Pseudotensors vielleicht
nicht in jedem Falle notwendig. In spateren Vorlesungen werden Sie es aber schitzen,
wenn Sie langere Rechnungen formal sehr iibersichtlich aufschreiben kénnen, wenn Sie
den Levi-Cevita-Pseudotensor benutzen. Spatestens in der Elektrodynamik ist das der
Fall. Mehr Details dazu finden Sie im eingangs erwdhnten Buch von M. Otto.

Die Lange des Vektors ¢ berechnet sich mittels

¢ = absinb,

wobei 0 wieder der Winkel zwischen den beiden Vektoren a und b ist. Der Vektor ¢ seht
senkrecht auf der Fliche definiert durch a und b, sodass a, b, ¢ ein Rechtssystem bilden.

Mathematischer Einschub (Differentialrechnung)

Im Folgenden werden wir das mathematische Hilfsmittel der Differentiation und der

Integration benotigen, um Bahnkurven und daraus abgeleitete Groflen zu berechnen.
Betrachten wir zundchst reelwertige Funktionen im ein-dimensionalen Raum als

Funktion des Ortes x. Diese bilden die Ortskoordinate auf einen Funktionswert ab

f:ixeR — f(x) €ER.

Der Differentialquotient bzw. die Ableitung der Funktion f(x) beschreibt dann die
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differentielle Anderung der Funktion in einem infinitesimal kleinen Interval Ax:

df(x) _ oo o fladAx) = f(x)
e ) @)= Ax

Geometrisch bezeichnet man diese GroSe als die Steigung der Funktion f(x) am Ort
x. Die dazugehorende Gerade stellt eine lineare Naherung der Funktion in ndherer
Umgebung zu x dar.

Einige Beispiel fiir Ableitungen sind die Folgenden:

fE) =32 > () =x (2)
flx)=e" = fl(x)=¢ (2:2)

Ableitungen nach der Zeit werden normalerweise in Kurznotation mit einem Punkt tiber
der Funktion gekennzeichnet:

AF() _ s o F(E4 AR = £()
“a == fm

Die wichtigsten Rechenregeln der Differentiation sind die Potenzregel [anwendbar auf
die Ableitung einer Potenzfunktion der Form f(x) = ax"]

df(x) xn—l

Tax M
die Summenregel (anwendbar auf die Ableitung der Summe zweier Funktionen)
d
7 (0 +8()] = f1(x) +¢'(x),
die Produktregel (anwendbar auf die Ableitung des Produktes zweier Funktionen)
d
= F(®)g)] = f/(%)g(x) + f(x)g'(x),

die Reziprokenregel (anwendbar auf Ableitungen mathematischen Funktionen der Form

£(x) = o)
df(x) _ 1 do(x)

dx v(x)2 dx ’
die Quotientenregel (anwendbar auf die Ableitung des Quotienten zweier Funktionen)
a {f(X)} _ f(x)g(x) — f(x)8'(x)
dx | g(x) 8*(x) ’

und die Kettenregel (anwendbar auf die Ableitung einer Funktion, welche die Funktion
einer Funktion ist)

Die Umkehroperation der Differentiation ist die Integration. Hier wird bei gegebener

Funktion f(x) eine Funktion F(x) dergestalt gesucht, dass dl;(xx) = f(x) gilt. Diese

Funktion berechnet sich mittels
"X
F(x) = / F(x)dx.

Klassische Beispiel sind die Folgenden:

f(x) =sin(x) — F(x) = —cos(x),

flx) =e"™ — F(x) = %e“.
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Man unterscheidet zwischen einer unbestimmten Integration ohne feste Integrations-
grenzen, was der Suche nach der Stammfunktion F(x) entspricht oder der bestimmten
Integration mit festgelegten Integrationsgrenzen:

[ fdx = F@Ik = FG) - FGa),

Wichtige Regeln der Integration betreffen die partielle Integration (Integration des Pro-
duktes einer Funktion und der Ableitung einer anderen Funktion, in Anwendung der
oben erwédhnten Produktregel der Differentiation):

[ Fog@a = sl - [ F st

FB)0) ~ f@sta) ~ [ (s

und die Substitutionsregel

[7 1oz = [ g8 (.
/81 gl

Ein Beispiel hierfiir wére die Berechnung des Integrals

2/
/ 2x cos x2dx.

N

Hier ersetzen wir die Variabel ¢ = x> und damit ist dg = 2xdx. Da g¢'(x) = 2x ist,

brauchen wir (praktischerweise) nur noch die Integrationsgrenzen ersetzen zu g; = x3 =

7 und g, = x5 = 47t. Damit berechnet sich das Integral zu

2/ 2 47T ) i ) .
/ 2x cos x dx:/ cosgdg = sing|" =sin4m —sinm=0—-0=0.
T

N

Die Kinematik beschrénkt sich auf die Betrachtung von Massepunkten
mit einer zu vernachldssigenden raumlichen Ausdehnung. Ein klassi-
sches Beispiel hierfiir wire die Beschreibung der Bewegung der Erde
um die Sonne. Die Erde wird hierbei als Massepunkt ohne Ausdehnung
betrachtet, in dem die gesamte Masse der Erde konzentriert ist. Jedwe-
de interne Dynamik, also z.B. die Rotation der Erde um ihre eigene
Achse, ist im Rahmen dieser Betrachtung irrelevant und wird nicht
weiter berticksichtigt.

Die Position des Massepunkts wird vollstandig durch einen Ortsvek-

tor
X
r=|y| =xex+ye,+ze;
z
charakterisiert.

Wenn sich ein Massepunkt in Raum und Zeit bewegt, dann bil-
det diese zeitliche Abfolge seiner Aufenthaltspunktes eine Bahnkurve,
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welche auch als Trajektorie bezeichnet wird. Diese Trajektorie ist eine
Abbildung von R — TR3. Sie ist definiert ist

r(t) = | y(t) | = x(t)ex +y(t)e, +z(t)e;

Wichtig ist hier zu beachten, dass lediglich die Komponente der Trajek-
torie zeitlich veranderliche Grofe sind; nicht aber die Einheitsvektoren.
Diese sind zeitunabhéngig.

Fiir alle weiteren Betrachtung in diesem Kapitel, wollen wir vor-
aussetzen, dass wir die Trajektorie kennen. Wir wollen noch nicht die
Ursache der Bewegung klédren, sondern zundchst Aussagen tiber die
Eigenschaften der Bewegung treffen. Die Diskussion der Ursache wird
sich im Folgenden anschliessen.

Die Geschwindigkeit des Massepunktes ist definiert als die differen-
tielle zeitliche Anderung des Ortes des Massepunktes:

_dr(t) r(t+ At) —r(t)

vl = S = (0 = fm, SEEG =T

Der Geschwindigkeitsvektor v(f) ist tangential zur Bahnkurve.
In kartesischen Koordinaten berechnet sich die Geschwindigkeit aus
der individuellen Geschwindigkeit der einzelnen Komponenten

i(t) = x(t)ex +y(t)e, + Z(t)e;.

Die Beschleunigung des Massepunktes ist definiert als die differenti-
elle zeitliche Anderung der Geschwindigkeit des Massepunktes. Die
Beschleunigung ist damit die zweite Ableitung der Bahnkurve nach der
Zeit:

Der Beschleunigungsvektor a(t) ist tangential zum Hodographen. Der
Hodograph der Bewegung eines Massepunktes ist die Abbildung des
Geschwindigkeitsvektors als Funktion der Zeit. Er beschreibt somit die
Menge der Endpunkte der von einem festen Punkt aus abgetragenen
Geschwindigkeitsvektoren.

In kartesischen Koordinaten berechnet sich die Beschleunigung aus
der individuellen Beschleunigung der einzelnen Komponenten

#(t) = %(t)ey + i(t)e, + Z(t)es.

Auch wenn formal hohere zeitliche Ableitungen der Bahnkurve dis-
kutiert werden konnen, gibt es keine physikalische Griinde dies zu
tun.

Hodogréph
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Bisher betrachteten wir lediglich kartesische Koordinaten. Hier sind die
Koordinatenlinien Geraden, welche definiert werden durch feste Basis-
vektoren. Sie sind zeitlich nicht verdnderlich. Haufig ist es aber hilfreich,
die Bewegung eines Massepunktes in einem anderen Koordinatensy-
stem zu beschreiben, in welchem die mathematische Beschreibung der
Bewegung wesentlich einfacher ist. Man spricht hier von einem pro-
blemangepassten Koordinatensystem. Im Laufe Ihrer Ausbildung als
Physiker sollten Sie eine gewissen Intuition entwickeln zu erkennen,
welches Koordinatensystem zur Losung eines konkreten Problems ge-
eignet ist. Dies wird Ihnen helfen, viele Probleme moglichst einfach
zu l6sen. Ausgewdhlte alternative Koordinatensysteme wollen wir im
Folgendem kennenlernen.

Natiirliche Koordinaten

Im Gegensatz zu den kartesischen Koordinaten, wollen wir im Folgen-
den die Bewegung von Massepunkten zunichst mit Hilfe der soge-
nannten nattirlichen Koordinaten beschreiben. Diese stellen ein lokales
Koordinatensystem dar, welches angepasstes ist an die Bahnkurve des
Massepunktes. Man spricht von einem begleitenden Dreibein, da sich
die Orientierung des Koordinatensystems als Funktion der Bahnkurve
andert und immer relativ zu ihr orientiert ist.

Zuerst betrachten wir den Geschwindigkeitsvektor v(t), welcher
immer tangential zur Bahnkurve gerichtet ist’. Diese Richtung definiert
somit Tangenteneinheitsvektor t(¢). Es gilt

v(t) = v(D)t(t).

Da der Tangenteneinheitsvektor, wie der Name schon sagt, ein Einheits-
vektor ist, muss er eine normierte Linge von eins besitzen

[t()]* = 1.

Wir fithren an der Stelle die Bogenldnge der Bahnkurve s zwischen dem
Punkt P (zum Zeitpunkt {) und einem (zu einem geeignet gewéhlten
Anfangszeitpunkt ¢y bestimmten) Punkt Py ein. Dies entspricht dem
zwischen ty und ¢ zuriickgelegten Weg und berechnet sich zu

s =s(t) = t: ds(t') = /t: \dx(t))].

Hier sehen Sie, dass ds(t)? = dr(t) - dr(t) ist.
Da r = r (s(t)) ist, konnen wir die Geschwindigkeit auch ausriicken
als
_dr(t)  dr(s)ds(t)
YW= T s

! Beachten Sie bitte, ich versuche die Ab-
hingigkeit einer Grofie von den verschie-
denen Variabeln immer explizit mit auf-
zufiihren. Diese Klarheit in der Notati-
on halte ich fiir wichtig, um Fehler zu
vermeiden. Sehen Sie es als einfach tiber-
priifbare Tatsache an, dass wenn auf der
linken Seite einer Gleichung eine Gro-
e steht, welche von der Zeit abhingig
ist, auf der rechten Seite der Gleichung
die Zeit irgendwo auftauchen muss. Ent-
weder explizit oder in Form einer Gro-
Be, welche wiederum selbst von der zeit
abhédngt. An der Tafel in der Vorlesung,
werde ich diese Abhangigkeit aus Griin-
den einer kiirzeren Notation weglassen.
Hier im Skript lasse ich es vermutlich
auch manchmal weg, dann aber eher nur
aus Schludrigkeit (sehen Sie mir das bitte
nach) oder fiir den Fall, dass diese Abhan-
gigkeit offensichtlich ist. Wenn Sie eine
Grofle nach der Zeit ableiten, sollte diese
auch von der Zeit abhéngen.
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Der erste der beiden Briiche ist der Tangenteneinheitsvektor und der
zweite der beiden Briiche ist der Betrag der Geschwindigkeit.

Die Beschleunigung ausgedriickt mit Hilfe des Tangenteneinheits-
vektor ergibt sich als

dv(t do(t dt(t

a(t) = M0 = sy o LY,
wobei wir die Produktregel angewandt haben im zweiten Schritt. Wenn
wir auf die Forderung [t(t)|? = t() - t(t) = 1 die zeitliche Ableitung
anwenden

i d ()
T 0= 7 [t(t) - t(t)] = Zt(t)T

erkennen wir, dass das Skalarprodukt der beiden Vektoren t(t) und d;—(tt)

verschwindet. Wir konnen dann schlussfolgern, dass beide Vektoren
senkrecht aufeinander stehen
dat(t)

dt -

Wir definieren die Richtung der zeitlichen Ableitung des Tangentenein-

t(t) L

heitsvektor als den Hauptnormaleneinheitsvektor n(t); also dfi—(:) [In(t).
Beachten Sie bitte, dass der Hauptnormaleneinheitsvektor ebenfalls
normiert ist. Es gilt [n(#)|?> = 1. Merken Sie sich bitte, Ableitung eines
Einheitsvektors nach einer Grofle von der dieser abhingt stehen immer
senkrecht zum Vektor selbst. In diesem Fall ist der Einheitsvektors ex-
plizit von der Zeit abhingig, so dass die Ableitung des Einheitsvektors

nach der Zeit senkrecht zu diesem steht. Damit ist

d;—(:) = c(t)n(t).
Wie grof ist jetzt aber genau diese skalare Grofle c(f)?

Aus der Skizze nebenan erkennt man, dass die Anderung des tiber-
strichenen Winkelelements d¢(t) im Grenzfall eines vernachldssigbar
kleinen Zeitintervalls At — 0 sich gerade berechnet zu

p(e) = ). = 1ae(0)1

Hierbei ist R(t) der Kriimmungsradius der Kurve. Er entspricht dem
Radius eines Kreises, welcher in ndherer Umgebung des betrachteten
Punktes die Bahnkurve annadhert. Damit ergibt sich fiir die Lange von

oty = (B _ e _ VO] _ o)

dt R(t)dt  R(t) R(t)

Die Beschleunigung ldsst sich so mit Hilfe des Tangenteneinheitsvektor
und des Hauptnormaleneinheitsvektors berechnen zu

at) = dz;(:)t(t) + R




19

Der erste Term beschreibt die tangentiale Beschleunigung. Der zweite
Term beschreibt die radiale Beschleunigung. Diese Grofle R bezeichnet
den Kriimmungsradius der Bahnkurve. Fiir eine geradlinige Bewegung
ist der Kriimmungsradius unendlich. Fiir alle anderen besitzt er einen
endlichen Wert.

Man bezeichnet die durch t(t) und n(t) aufgespannte Ebene auch
als die Schmiegungsebene der Bahnkurve. Der Beschleunigungsvektor
liegt immer in der Schmiegungsebene und zeigt nach der konkaven
Seite der Bahnkurve.

Als dritter Vektor wird zusétzlich der Binormaleneinheitsvektor b(t)
eingefiihrt, welcher senkrecht auf der Schmiegungsebene steht. Er ist
definiert als

b(t) = t(t) x n(t).

Dieser Vektor ist ebenfalls normiert (|b(t)|> = 1) und er beschreibt
Bewegungen aus der Ebene heraus. Er wird in der Mechanik im allge-
meinen nicht weiter benétigt, da Beschleunigungen hoherer Ordnung
kaum eine Rolle spielen.

Koordinatensysteme als solches sind nicht fixiert. Es ist zum Beispiel
einfach zu erkennen, dass ein Punkt im Raum relativ zu verschiedenen
Bezugspunkten bestimmt, durch unterschiedliche Koordinaten charak-
terisiert ist. Neben einer Translation kénnen Koordinatensysteme auch
relativ zueinander rotiert werden®. Bezugspunkte von Koordinatensy-
stemen konnen sich im Zweifel auch als Funktion der Zeit andern und
sie konnen eine von null verschiedene Relativgeschwindigkeit zueinan-
der besitzen. Dies werden wir spéter noch ausfiihrlich diskutieren. In
all diesen Situationen ist es hilfreich, Koordinaten von einem Koordina-
tensystem in ein anderes zu {iberfiihren. Dies kann man mathematisch
sehr elegant formulieren, wenn man die entsprechenden Vektoren, wel-
che die Koordinaten enthalten, mit passenden Matrizen multipliziert,
welche eineindeutig die Punkte eines Koordinatensystems in ein an-
deres tiberfiithren. Bisher haben wir nur skalare Grofien und Vektoren
betrachtet. Daher soll im Folgenden eine kurze Ubersicht {iber das
mathematische Konstrukt der Matrix gegeben werden. Anschliessend
werden wir spezielle Matrizen diskutieren, welche uns helfen, die Ko-
ordinaten von Punkten zwischen verschiedenen Koordinatensystemen
zu konvertieren.

Mathematischer Einschub (Matrizen)

(a) Formale Definition einer Matrix
Per Definition ist eine n x m grofle Matrix A € R"*" gegeben durch

an 000 A1m
A= . - : n Zeilen.

an1 soo Apm

m Spalten

> Die Translation selbst ist einfach defi-
niert. Jeder Ortskoordinate in einem Be-
zugssystem wird ein Translationsvektor
hinzuaddiert, welcher gerade der Vektor
ist, der die beiden Urspriinge der betrach-
teten Koordinatensysteme verbindet

r =r—b.
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Jeder der Eintrdge der Matrix a;; ist dabei selbst eine reele Zahle, 4;; € R. Individuelle
Elemente einer Matrix konnen adressiert werden als (A);; = a;;, wobei die beiden

i
Indizes zwischen i = 1...n und j = 1...m laufen kénnen.

(b) Spezielle Matrizen

(i) Eine Matrix bei der die Anzahl der Zeilen gleich der Anzahl der Spalten ist, also
n = m, wird als quadratische Matrix bezeichnet.
(ii) Eine Matrix mit nur einer Spalte, also m = 1, wird als Spaltenvektor bezeichnet.

(iii) Eine Matrix mit nur einer Zeile, also n = 1, wird als Zeilenvektor bezeichnet.

(c) Rechenregeln

(i) Bei der Multiplikation mit einer skalaren Grofle A € R, wird jedes einzelne
Element der Matrix mit dieser skalaren Grofle multipliziert

(/\A)z] = /\ai]'.

(ii) Bei der Addition zweier Matrizen mit identischen Groen A, B € R"*", werden
die entsprechenden Einzelelemente miteinander addiert.

(A+ B)ij =ajj+ bij = (A)ij aF (B)ij

Beachten Sie bitte, Matrizen mit unterschiedlichen Gréfien kénnen nicht miteinan-
der addiert werden.

(iii) Die Multiplikation zweier Matrizen mit den Grofen A € R und B € R"*k
ergibt eine Matrix C = A -B € R"*k. Zur Berechnung der Eintrége (A - B);;
multipliziere man den i-ten Zeilenvektor von A mit dem j-ten Spaltenvektor von
B. Man berechnet also

m
(A-B); =) anby.
=

Man schreibt

ai 000 A1, bll 000 aqg
C=A-B=
an1 oo Apm A oo Ak
Einige Bemerkungen sollen hier gemacht werden:
+ Fiir das Produkt A - B € R"*F lassen sich die Argumente nicht vertauschen.
B - A ist nicht definiert auf8er fiir den speziellen Fall, dass k = n.
+ Fiir das Produkt A-B € R"*" gilt A-B #B-A
+ Fiir den Fall, dass A € R ein Zeilenvektor ist und B € R"™*! ein Spal-
tenvektor ist, dann ist das Matrixprodukt aus A - B eine skalare Grofle und
B- A € R™*" eine quadratische Matrix.
+ Fiir den Spezialfall des Produktes einer Matrix A € R"*"™ mit einem Vektor

b € R ist das Produkt dieser beiden Grofien ein Vektor mit der Lange 1,
A -b € R". Die Elemente dieses Vektors berechnen sich aus

m
(A 0 b)i = leilbl.
I=1

(iv) Die Determinante einer Matrix der Grofe n x n ist rekursiv definiert. Wir be-
schranken uns hier auf Matrizen der Grofie n = 2 und n = 3, welche tiberwiegend
fiir uns von Interesse sind.

* n=2
Die Matrix ist dann definiert als
A— (all ﬁ12> )
a1 a4
Die Determinante berechnet sich dann zu
det A = |A‘ = aq14d22 — Az1412.
Es ist also die Differenz der Gegendiagonalen zur Diagonalen.
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* n=3

Die Matrix ist dann definiert als

a1 412 413

A= |an apn ax3

431 A4z 433
Die Determinante berechnet sich dann zu
det A = |A| = a11a20a33 + 412423031 + A13021432 — 213022031 — A12A21433 — 111423032
Im Skript ist mir das zu aufwendig zu zeichnen, aber Sie konnen die entspre-
chenden Terme leicht rekonstruieren, wenn Sie alle Diagonalen addieren und
alle Gegendiagonalen subtrahieren. Verbinden Sie bitte einfach die entspre-
chenden Elemente der Terme mit Linien und Sie erkennen leicht ein Muster.
Zwei Bemerkungen sollen noch gemacht werden. Die Determinante des Pro-
duktes zweier Matrizen ist gleich dem Produkt der beiden Determinanten
der Einzelmatrizen, also det (A - B) = det (A) - det (B). Falls die Determinante
einer Matrix verschwindet, also det (A) = 0 ist mindestens eine Zeile (oder
Spalte) eine Linearkombination der anderen Zeilen (oder Spalten). Das heifSt,
diese Zeile (oder Spalte) lasst sich als Summe aller anderen Zeilen (oder Spal-
ten) schreiben, wenn diese individuell mit einer passenden Zahl multipliziert
werden.

(v) Die Eintrége der transponierten Matrix AT einer Matrix A berechnen sich zu
T\ _—
(A )ij = (A);-
(d) Weitere spezielle Matrizen

- A € R"™" ist eine Diagonalmatrix, falls a;; = 0 fiir i # j gilt. Die Matrix sieht dann
folgendermafien aus

an 0 0
A= 0 azp 0
0 0 ass
— Eine Diagonalmatrix in der alle Eintrage identisch sind, a;; = 1 heifit Einheitsmatrix
1.
1 0 0
1=10 1 0
0 0 1

Das Produkt einer Matrix mit einer Einheitsmatrix ist wieder die Matrix. Es gilt
A-1=1-A=A.

- Die Matrix B ist die inverse Matrix von A € R"*", falls B- A = 1 gilt. Zur
Berechnung der inversen einer Matrix muss diese quadratisch sein. Wir schreiben
fiir die inverse Matrix

B=A1l

Es gilt A~1.A =A-A"1=1.Beachten Sie bitte, nicht alle Matrizen haben eine
Inverse. Nur solche mit einer nichtverschwindenden Determinante. Matrizen mit
einer verschwindenden Determinante bezeichnet man als singular.

Mathematischer Einschub (Drehungen)

Wir wollen im Folgenden eine ganz konkrete Anwendung von Matrizen diskutieren. Der
Wechsel zwischen verschiedenen Koordinatensystems ist ein haufig genutztes Werkzeug,
um Probleme moglichst einfach zu beschreiben in einem angepassten Koordinatensystem.
Um das zu diskutieren, betrachten wir die Drehung eines Koordinatensystems in dem
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ein Punkt beschrieben wird durch den Ortsvektor rp. Dessen Ortskoordinaten wollen
wir in den zwei verschiedenen Koordinatensystemen ausdriicken. Um die Analyse
zu erleichtern, diskutieren wir zunichst den zwei-dimensionalen Fall und betrachten
anschliessend den drei-dimensionalen Fall.

Die Definition aller geometrischer Groien konnen wir aus der Abbildung am Rand
entnehmen. Zu sehen ist der gleiche Vektor in den zwei verschiedenen Koordinatensy-
stemen (gestrichen bzw. ungestrichen), welche relativ zueinander gedreht sind um den
Winkel a. Was wir im Folgenden suchen sind die Koordinaten

_ (xp ;o x%)
- d —
P (w) S <y5>

und vor allem auch den Ausdruck, welcher die gestrichene Koordinaten als Funktion des
Drehwinkels und der ungestrichenen Koordinaten ausdriickt.

Es gilt in Polarkoordinaten (diese werden wir explizit spater diskutieren; alle Details
konnen aber bereits der nebenstehenden Abbildung entnommen werden)

xp = |rp|cosp
yp = |rp|sinp
xp = |rp|cos(B—a) = |rp|cosBcosa+ |rp|sinBsina
N — N —
P yp
yp = |rp|sin(B—a) = |rp|sin Bcosa — |rp|cos Bsina
T ﬁ,—/
P P

Diese beiden Gleichungen kénnen wir auch in Matrixform zusammenschreiben

xp\ _ [ cosa  sina) [xp
yp) \—sina cosa) \yp
bzw. noch etwas kompakter als

. cos sina
rﬁg:OrpmltO:< )

—sina  cosa

Beachten Sie hier bitte ein subtiles Detail dieser Matrix zur Transformation einer Koordi-
nate von einem Koordinatensystem in ein anderes Koordinatensystem. Das Vorzeichen
des Winkels hier ist entgegengesetzt zum Vorzeichens, welches bei der Drehung eines
Vektors um einen bestimmten Winkel in ein und demselben Koordinatensystem auftaucht.
Die Drehung eines Vektors um einen Winkel in einem Koordinatensystem ist dquivalent
zur Drehung des Koordinatensystems um den gleichen Winkel in umgekehrter Richtung
(Drehung um negativen Winkel). Dadurch éndern sich die Vorzeichen der Eintrage der
Sinusfunktion, da diese Funktion ungerade ist. Die der Cosinusfunktion bleiben gleich,
da diese Funktion gerade ist.

Wir wollen uns im Folgenden fragen, welche Eigenschaften die Matrix O haben muss,
damit sie eine Drehung beschreibt.

a) Zunichst einmal miissen Drehmatrizen quadratisch sein.

b) Die Matrixelemente sind reel.

c) Die Determinante einer Drehmatrix ist eins, also detO = 1. Das heifit, dass bei der
Drehung eines Vektors weder eine Verldangerung noch eine Verstauchung des Vektors

stattfindet, |rp| = |rp|. Dies ist natiirliche eine wichtige Eigenschaft die erhalten
bleiben muss, will ein Vektor lediglich gedreht werden.

d

e) Alle Zeilen miissen orthogonal zueinander sein. Alle Spalten miissen orthogonal
zueinander sein. Das Skalarprodukt der entsprechenden Vektoren muss dann ver-
schwinden.

=

Alle Zeilen und Spalten miissen die Lange eins besitzen.

cosa —sina
sina cos &
Matrix O, also OT = O~ bzw. OT - O = 1.

e) Die transponierte Matrix OT = ( ) muss identisch sein zur inversen
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Matrizen, welche diese Eigenschaften besitzen, nennt man orthonormale Matrizen. Es
gilt dann |Or| = [r].

Die Drehung eines Koordinatensystems im drei-dimensionalen Raum kann durch
sukzessives Anwenden einer Drehung um jeweils eine Koordinatenachse durchgefiihrt
werden. Die individuellen Drehmatrizen fiir die jeweilige Koordinate lautet

1 0 0
Oy(e) =0 cosa sina |,

0 —sina cosa

cosp 0 —sinf
oy(ﬁ)_< 0 1 0 )
sinf 0 cosp

cosy siny O
O;(y)= | —siny cosy 0.
0 0 1

«, B, v sind hier die Drehwinkel. Eine beliebige Rotation im drei-dimensionalen Raum
lasst sich daher ausriicken als

O = 0:(2)0y(B)O=(7)
cos cosy cos Bsiny —sin
= —cosasiny +sinasinfcosy  coswcosy+sinasinfsiny  sinacosp | .
sin & sin 7y + cos & sin B cos 7y —sinwcosy 4 cosasinBsiny cosacosf

Beachten Sie bitte, Drehungen in drei Dimensionen sind im Allgemeinen nicht vertausch-
bar. Die Reihenfolge der Anwendung der Drehmatrizen ist wichtig.

PRRY Krummlinige Koordinaten I: Zylinderkoordinaten

Bisher haben wir Punkte im Raum nur beschrieben durch kartesische
Koordinaten; durch die Angabe der drei Werte fiir x, ¥ und z. Ein
solches kartesisches Koordinatensystem mag aber nicht immer die
passendste Wahl sein. Zum Beispiel werden wir im Lauf des Kurses uns
auch mit Bewegungen auf Kreisbahnen beschiftigen. Die Beschreibung
des Punktes im Raum ist dann einfacher mit Zylinderkoordinaten.

Zylinderkoordinaten sind das vielleicht einfachste Beispiel fiir krumm-
linige Koordinatensysteme. In krummlinigen Koordinatensystemen an-
dern die Koordinatenlinien ihre Richtung, so daf$ die Einheitsvektoren
ortsabhédngig werden. Wir sprechen von orthogonalen krummlinigen
Koordinaten, wenn die Koordinatenlinien senkrecht aufeinander stehen.
Dies ist bei den Zylinderkoordinaten und auch den spiter diskutierten
Kugelkoordinaten der Fall.

Statt mit den kartesischen Koordinaten (x, y, z) wird ein Punkt im
Raum durch die Zylinderkoordinaten p, ¢ und z beschrieben. Polar-
koordinaten wéren ein vereinfachter Fall von Zylinderkoordinaten, in
denen die dritte, die z-Koordinate nicht weiter berticksichtigt wird.
Man beschreibt somit zwei-dimensionale Probleme, Probleme in denen
die dritte Dimension keine Rolle spielt.

Beachten Sie weiterhin, allgemeine krummlinige Koordinatensyste-
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me werden wir hier nicht behandeln. Diese werden aber allerspétestens
im Rahmen der Relativititstheorie wichtig.

Die Definition der Zylinderkoordinaten ist im Bild nebenan ersicht-
lich. Mathematisch stehen kartesische Koordinaten und Zylinderkoor-
dinaten im folgendem Zusammenhang;:

X = pcos¢
y = psing
z = z

mit o > 0 und 0 < ¢ < 27. Damit ist jeder Punkt im Raum r eindeutig
gegeben durch

r = pcos pey + psin ey, + ze;

Umgekehrt gilt
po= ¥Rty
B arccos% wenny > 0
¢ = 27T — arccos % wenn y < 0
z = z

Die Lange eines Vektor in Zylinderkoordinaten berechnet sich zu
[t =/p?+2

Das Linienelement einer Bahnkurve ist gegeben durch
ds? = dr - dr = dx* + dy* + dz* = dp* + p*d¢? + dz*

Die Basisvektoren sind3

e, = cos¢ey+singey,
ey = —singey + cospey,
ey = ez

Damit ist e, konstant, wohingegen e, und e, abhingig sind von ¢.
Die Einheitsvektoren selbst sind orthogonal, bilden aber ein lokales
Koordinatensystem. Fiir Ortsvektoren gilt

r = pe, + ze;.
Allgemeine Vektoren ¢ werden dargestellt als
¢ = Cp€p + Cpep + Cz€5.

Wenn ein beliebiger Vektor in kartesischen Koordinaten gegeben ist (cy,
¢y, ¢z), kann er in Zylinderkoordinaten (c,, cg, cz) wie folgt umgerechnet
werden

Cp = cos¢cy+singey,

3 Entschuldigen Sie bitte, dass diese Ba-
sisvektoren und auch das Linienelement
etwas vom Himmel fillt. Ein allgemein
giiltiger Zugang im Rahmen krummlini-
ger Koordinatensysteme wiirde aber den
Rahmen dieser Vorlesung sprengen.



25

cp = —singcyx + cos ey,

Cz = (3.

Dies kann auch in Matrixform geschrieben werden als

Cp cos¢p sing O Cx
cp | = | —sing cos¢ 0 Cy
C 0 0 1 Cy

Ein Beispiel wie diese Transformation eines Vektors von kartesischen
Koordinaten in Zylinderkoordinaten erfolgt, ist in der folgenden Abbil-
dung zu sehen. Wie betrachten hier einen beliebigen Vektor c. Dieser
soll ihn in der Ebene z = 0 liegen und soll keine Komponente in z-
Richtung haben. Daher diskutieren wir im Folgenden die z-Koordinate
nicht weiter. Diese wiirde auch bei der Transformation erhalten bleiben.
Dieses zwei-dimensionale Koordinatensystem bezeichnet man auch als
Polarkoordinaten. Den Vektor ¢ konnen Sie als einen Teil eines Vektor-
feldes verstehen. Er beschreibt eine physikalische Grofie an einem ganz
konkreten Ort, welche charakterisiert ist durch einen Betrag und eine
Richtung. Als Funktion des Ortes verdndert sich diese physikalische
Grofie und somit der Vektor, der diese beschreibt. In der Abbildung soll
diese Grofie mittels zwei verschiedenen Vektoren an zwei verschiede-
nen Orten beschrieben werden. Die beiden Vektoren sind entsprechend
schwarz und dunkelgriin. Links sehen Sie die Darstellung in kartesi-
schen Koordinaten, rechts in Polarkoordinaten. Der Vektor selbst darf
sich natfirlich nicht verandert. Die physikalische Grofie hdangt nattir-
lich nicht davon ab, wie ich sie beschreibe. Lediglich die "vektorielle
Zusammensetzung’ dndert sich.

Y _ Y c = (cp, C¢>)T

C = Cz€; + Cy€y C = Cp€p + Cpey

€y €y g €,
€p
€ r o

Die Darstellung des Vektors in kartesischen Koordinaten ist links zu
sehen. Beachten Sie bitte, kartesische Koordinaten sind ortsunabhingig.
Wir zeichnen die entsprechenden Einheitsvektoren mit ihren Ursprung
in dem Raumpunkt ein, in welchem der Vektor die physikalische GrofSe
beschreiben soll. Beispiele fiir diese physikalischen Grofien sind zum
Beispiel Krifte, die an einen Massepunkt an diesem Raumpunkt an-
greifen. Eine andere Grofie wéare zum Beispiel das elektrische Feld. Die
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vektorielle Grofse ist in der betrachteten Ebene durch die Angabe der
beiden Vektorkomponenten ¢, und ¢, gegeben.

Wenn Sie jetzt die gleiche Grofse in Polarkoordinaten berechnen
wollen, wenden Sie die obige Gleichung an und definieren Sie die
Einheitsvektoren relativ zu einem von Ihnen gewéhlten Ursprung. Der
Winkel zwischen der x-Achse und der verbindenen Linie zwischen
dem Ursprung und dem betrachteten Punkt, gibt Ihnen den Winkel
¢ an. Dieser Winkel ist wichtig. Er definiert Ihnen die Orientierung
des radialen Einheitsvektor, der dann gerade in radialer Richtung zeigt.
Senkrecht zu diesem radialen Einheitsvektor steht der Einheitsvektor
fiir den Polarwinkel bzw. auch Azimut genannt. Wie befinden uns hier
immer noch am Raumpunkt, in welchem das Vektorfeld einen bestimm-
ten Wert gegeben durch den betrachteten Vektor hat. Die Umrechnung
der Vektorkomponenten wird dann gerade durch die oben genannte
Matrixgleichung durchgefiihrt.

Beachten Sie bitte, in der Abbildung oben sind zwei verschiedene
Vektoren (einmal in schwarz und einmal in dunkelgriin) eingezeichnet.
Kartesische Koordinaten sind ortsunabhéngig. Die Einheitsvektoren
sind entsprechend iiberall im gesamten Raum gleich. Zylinder- oder
Polarkoordinaten dagegen sind Ortsabhingig. Sie bendtigen zu Ihrer
Definition ein Raumpunkt, auf welchen sie sich beziehen. Dies ist ein
ausgesuchter Ort im Raum. Im Prinzip kann aber jeder beliebige Bezugs-
punkt im Raum verwendet werden. Bei einem unpassend gewéhlten
wird die Beschreibung der Vektoren nur wieder sehr kompliziert. Dies
soll illustriert werden in der folgenden Darstellung.

TN \\ 1 /

- X

/// ////’;;\\\\ \\\K ' fl//
_d NN TR

5’// ~ = <N

(a) (b) (c)

In (a) sehen Sie ein Vektorfeld, welches Sie besser in kartesischen
Koordinaten beschreiben. Es gibt keinen ausgewé&hlten Punkt im Raum
auf den Sie sich beziehen kénnen zur Definition eines Zylinderkoordi-
natensystems. In der Tat ist hier die Orientierung aller Vektoren gleich.
Wenn Sie sich das Leben einfach machen wollen, definieren Sie ein
kartesisches Koordinatensystem dessen, z.B. x-Achse, gerade genau in
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Richtung der Vektoren zeigt. Sie haben dann keinerlei y-Komponente
(und wir nehmen an auch keine z—Komponente, auch wenn das nicht
aus der Abbildung enthommen werden kann). Damit kénnen Sie die
Eigenschaften des Vektorfeldes sehr einfach beschreiben.

In (b) und (c) sehen Sie Vektorfelder, welcher wie bevorzugt in ei-
nem Zylinderkoordinatensystem beschreiben sollten. Wir haben einen
ausgezeichneten Bezugspunkt, relativ zu dem das Vektorfeld in (b) aus-
schliesslich eine Winkelkomponente besitzt und in (c) ausschliesslich
eine Radialkomponente. Das Problem ist offensichtlich hochsymme-
trisch relativ zu diesem besonderen Bezugspunkt. Physikalisch kann (b)
zum Beispiel das Magnetfeld eines Stromdurchflossenen Leiters sein
und (c) das elektrische Feld einer Punktladung. In beiden Fillen wéaren
die Amplituden nicht ganz richtig, aber die Orientierung stimmt auf
alle Falle. Sie konnen beide Vektorfelder auch relativ zu einem anderen
Bezugspunkt definieren, was aber eine sehr komplexe Angelegenheit
wird.

Abschliessende sei noch gesagt, dass die Geschwindigkeit in Zylin-
derkoordinaten sich berechnet mittels

i = pe, + Pppey + Ze;.
Die Beschleunigung in Zylinderkoordinaten berechnet sich zu

i = (%) e+ (o +20p) ey + Ze=.
Krummlinige Koordinaten II: Kugelkoordinaten

Bei Problemen mit einer sphérischer Symmetrie empfiehlt sich die
Verwendung von Kugelkoordinaten (r, 8 und ¢). Hier nennt man 0
den Polarwinkel und ¢ den Azimutwinkel. In Kugelkoordinaten ist
die Angabe des Radius r und der beiden Winkel notwendig, um je-
den Punkt im Raum zu adressieren. Auch Kugelkoordinaten sind ein
ortsabhédngiges Koordinatensystem.

Die Definition der Koordinaten ist im Bild nebenan ersichtlich. Ma-

thematisch stehen kartesische Koordinaten und Kugelkoordinaten im
folgendem Zusammenhang:

T

x = rcos¢psin®
y = rsingsind

z = rcosf

mit den Wertebereichen r > 0,0 < 8 < 7t und 0 < ¢ < 271. Damit ist
jeder Punkt im Raum r eindeutig gegeben durch

r = rsin 6 cos pey + rsin 6 sin pe,, + r cos Oe;.



28 Kinematik

Umgekehrt gilt

ro= \/x24y?+2?

¢ = atan2(y,x) =

¥
X
Sgn(y) 5 wenn x = 0

arctan wenn x > 0

arctan%Jrn wenn x < OQundy >0
arctan? — 71 wennx <Oundy <0

0 = arccos-.
r
Das Linienelemente einer Bahnkurve ist gegeben durch
ds? = dr - dr = dx? + dy? 4 dz* = dr* + 12d6? + r? sin® 0d¢>.

Die Basisvektoren sind

e, = sin6cos¢ey + sinfsin ey, + cosde;,
ey = cosbcos ey + costsinpe, — sin e,
ey = —singey+ cosey.

Die Basisvektoren stehen senkrecht aufeinander und bilden ebenfalls
ein Orthonormalsystem:

e@ J— €y,
€y 1 €p,
er L ey,

er X €y = €yp.

Der Ortsvektor eines Punktes mit Abstand r vom Koordinatenursprung
ist gegeben durch

r=re;.
Allgemein werden Vektoren dargestellt als
c=crer +cpeg + Cp€o

und eine Transformation zwischen kartesischen und Kugelkoordinaten
wird beschrieben als

Cr cos¢psin® singsin®  cosf Cx
co | = | cospcosf singcosf —sinf Cy
o —sin¢ cos ¢ 0 Cz

Eine allgemeine Darstellung der Anordnung der Einheitsvektoren zur
Beschreibung eines beliebigen Vektors in Kugelkoordinaten ist in der
Abbildung auf dem rechten Seite zu sehen. Ihr konnen Sie wieder die
geometrische Anordnung entnehmen. Die Diskussion hier ist analog
zu der langlich durchgefiihrten Diskussion in Zylinderkoordinaten.
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Die Geschwindigkeit in Kugelkoordinaten berechnet sich zu
i = fe, + Oreg + ¢rsin ey
Die Beschleunigung in Kugelkoordinaten berechnet sich zu
o= (r — 6% — ¢?r sin? 6) e
1d /.5 o .
+ [rdt (91’ ) —¢ rsm@cos@] e

1 dy/., .9
+rsin9% ((pr s 6) €

Grundaufgaben

Man kann die Grundaufgaben der Kinematik in verschiedene Klassen
unterteilen. Wenn einmal identifiziert ist, um welche Grundaufgabe
es sich handelt, kann im Folgenden sehr algorithmisch vorgegangen
werden. Wir unterscheiden die folgenden Grundaufgaben:

1. Es ist die Bahnkurve bekannt und man mochte die Geschwindig-
keit bzw. die Beschleunigung berechnen. Dies erfolgt einfach durch
mehrmaliges Differenzieren

r(t) — v(t) — a(t)

Ein Beispiel in kartesischen Koordinaten wére die Diskussion einer
Bahnkurve, welche gegeben ist durch

x(t) =rcoswt y(t) =rsinwt z(t) =0.

Dies ist ein wichtiges und interessantes Beispiel, welches Ihnen noch
sehr haufig begegnen wird. Es beschreibt die Bewegung eines Masse-
punktes auf einer Kreisbahn mit Radius 7 und Winkelgeschwindig-
keit w. Die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors berechnen
sich zu

%(t) = —wrsinwt, y(t) = wrcoswt, z(t) =0.
Der Betrag der Geschwindigkeit betragt
o(t) = \/22(t) + Y (t) = rw.

Die Richtung der Geschwindigkeit zeigt in Richtung des Tangen-
teneinheitsvektor t, welcher immer tangential zur Bahnkurve am
entsprechenden Raumpunkt ist, v = vt(t).
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Die Komponenten des Beschleunigungsvektors berechnen sich zu

2 2

reoswt = —w?x(t), j(t) = —w?

() = —w
Der Betrag der Beschleunigung betrégt
a(t) = \/22() + i2(t) = rw®.

Die Richtung der Beschleunigung zeigt in diesem speziellen Beispiel
in Richtung des negativen Ortsvektors r. Der Massepunkt wird also
auf seiner Kreisbahn in negativer radialer Richtung beschleunigt,
a(t) = —w?r(t).

. Bei der zweiten Grundaufgabe ist die Geschwindigkeit als Funktion

von Ort und Zeit bekannt. Gesucht ist hier die Bahnkurve (und mog-
licherweise auch die Beschleunigung, welche trivialerweise wieder
durch Differentiation gefunden wird). Die Geschwindigkeit muss als
Funktion der Zeit und des Ortes bekannt sein.

i(t) =v(r,t) = r(t).
Dies fiihrt zu einem gekoppelten System aus Differentialgleichungen
x(t) = ox(x,y,2,t), y(t) = vy(x,y,2,t), 2(t) = v2(x,y,2,t),

welches durch einmalige Integration geltst werden kann. Fiir eine
eindeutige Losung miissen die Anfangswerte bekannt sein. Diese
entsprechen der Ortskoordinate zur einer gegebenen Zeit, z.B. t = 0:

r(t =0) =1y (— X0, Yo, 20)-
Als Beispiel soll hier eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit
betrachtet werden.

i(t)=vy — r(t)=vot+f£

Mit den bekannten Anfangswerten r(t = 0) = 1y ergibt sich die
Losung

r(t) = vot + 1p.

. Bei der dritten Grundaufgabe ist die Beschleunigung als Funktion

von Ort und Zeit bekannt. Gesucht ist hier die Bahnkurve und die
Geschwindigkeit. Die Beschleunigung muss auch hier als Funktion
von Zeit und Ort bekannt sein. Diese Grundaufgabe ist die mit
Abstand wichtigste Aufgabe, da, wie wir spater diskutieren werden,
die Beschleunigung eines Massepunktes direkt proportional ist zu
der auf ihn wirkenden Kraft. Wenn bei vorgegebener Kraft also die

rsinwt = —w?y(t), 2(t) = 0.
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Bahnkurve berechnet werden soll, ist dies ein Synonym zur Vorgabe

der Beschleunigung*. Wir suchen also 4+Beachten Sie aber bitte, das Konzept ei-
ner Kraft ist hier noch nicht bekannt.

¥(t) = a(r, i t) =a(r,v,t) — x(t).

Diese Grundaufgabe kann wieder mathematisch formuliert werden
als Satz gekoppelter Differentialgleichungen

¥(t) = ax(x,y,2,%, 4, 2,1),
y(t = ay(x/ylzrx/ylirt)/

Z(t) = QZ(x/]//Z/ x/y,Z, t)

Dieser Satz gekoppelter Differentialgleichungen wird gelost durch
zweimaliges Anwenden der Integration. Fiir eine eindeutige Losung
miissen wieder die Anfangswerte bekannt sein. Diese entsprechen
der Ortskoordinate zu einer gegebenen Zeit, z.B. t = 0: r(t = 0) = ry
und einer Geschwindigkeit zu einer gegebenen Zeit, z.B. i(t = 0) =
v(t =0) = vp.

Als Beispiel soll die Bestimmung der Bahnkurve bei konstanter
Beschleunigung dienen.

P(t) = a9 — #(f) = apt+c — r(t):%tZ—f—ct—i—f - r(t):%tuvotﬂo

LRl Grundtypen der Bewegung

Im Folgenden soll eine Kategorisierung moglicher Formen der Bewe-
gungen vorgenommen werden, um eine Sprache zu etablieren, mit der
diese beschrieben werden kénnen.

1. Gleichformig geradlinige Bewegung

Bei einer gleichformig geradlinigen Bewegung ist die Geschwindig-
keit konstant, also keine Funktion der Zeit.

i(t) = v = const.
Damit erfdhrt der Massepunkt keine Beschleunigung, d.h. #(t) = 0.
Fiir einen gegebenen Anfangswert r(ty) = ry berechnet sich die
Bahnkurve zu

r(t) = v (t—tp) + ro.

Die so entstehende Bahnkurve ist eine Gerade, deren Richtung durch
v bestimmt ist.

2. Gleichformig beschleunigte Bewegung
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Bei einer gleichférmig beschleunigten Bewegung ist die Beschleuni-
gung konstant, also keine Funktion der Zeit. Beschleunigung, Ge-
schwindigkeit und Bahnkurve ergeben sich dann wie folgt:

¥(t) = a = const.,
i(t) = at+b,
rU):%#+bﬁ+c

Mit den Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt £y
t=1ty) : T=r19, =V
erhalten wir

— b= vg—al

a a
— = ro—Et%—btozrg—it%—w]to—ﬁ—at%.

Damit finden wir fiir die Geschwindigkeit und die Bahnkurve der
folgende funktionelle Zusammenhang

i(t) = a(t — to) + vo,
dﬂ:%u-mﬁ+wa—myuo

Dies entspricht einer Bewegung in der Ebene aufgespannt durch die
beiden Vektoren v und a.

Als ein Beispiel fiir eine solche Bewegung, mochten wir eine Wurf-
parabel berechnen.

Die konstante Beschleunigung und die Anfangsgeschwindigkeit
sollen gegeben sein als

a=uaey, und vp=0vpex+ Vo, ey.

Wenn wir die obige Gleichung fiir die Bahnkurve spezifizieren fiir
die x- und die y-Koordinate erhalten wir

X—XO:UOX(t—to)

Y—yo =5 (t—to)* + oy (t — to)

NS

Wenn wir die erste der beiden Gleichungen in die zweite einsetzen,
erhalten wir einen kompakten Ausdruck fiir die Bahnkurve, welche
uns den expliziten Zusammenhang von y = y(x) beschreibt:

a 2 0o
(x—x0)° + — (x —x0).-

= 2
y=Y 203, Vox

v
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Dies ist die allgemeine Gleichung einer Parabel. Im speziellen kén-
nen wir mit dieser Gleichung die Bewegung im Schwerefeld der
Erde beschreiben. Hier ist 2 = —g und ¢ = 9.81m/s?. Fiir den Fall
dass entweder vy, = 0 oder sogar vy = 0 ist, konnen Sie mit dieser
Gleichung eine geradlinige Bewegung in y-Richtung beschreiben,
die entweder ein freier Fall ist oder ein senkrechter Wurf nach oben.
Einige dieser Spezialfille wollen wir im Folgenden konkret diskutie-
ren und einige abgeleitete Grofsen berechnen. Der Einfachhalt halber
setzen wir im Folgenden fy = 0, was einem geeignet gewihlten
Wurfzeitpunkt entspricht.

«) Wiirfe ohne Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung

a) Senkrechter Wurf nach oben
In diesem Fall soll yyp = 0 sein. Dann ergibt sich fiir die y-

Koordinate und der Geschwindigkeit als Funktion der Zeit

o oy= —§t2+voyt und § = —gt + vy

b) Freier Fall
Fiir den freien Fall ab einer Hohe yy = hy und ohne eine

Geschwindigkeitskomponente zu Beginn vg, = 0 ergibt sich

— y:ho—§t2 und y = —gt.

B) Schriger Wurf
Im Folgenden wollen wir den schridgen Wurf detaillierter diskutie-
ren. Dieser ist charakterisiert durch einen Winkel «, der gegeben
durch die x- und y-Komponente der Geschwindigkeit. Einblicke
in den senkrechten Wurf erhalten wir automatisch als Spezialfall
dieses schragen Wurfes.

Im Folgenden setzen wir voraus, dass
Vox = UpCOS K, UVgy = U sina, xg=1yp = 0.

Damit berechnet sich die Wurfparabel zu

X = vptcosx, y = vptsina — %tz
8 2
— = ————F—X" +xtana
Y 203 cos?

p1) Steigzeit
Die Steigzeit f; ist die Zeit die vergeht, bis die zeitliche An-
derung der y-Koordinate, der Position des Massepunktes in
vertikaler Richtung, gerade verschwindet:

y=0.

Dies entspricht dem Umkehrpunkt der Bewegung. Nach Ab-
leitung der obigen Gleichung der Wurfparabel nach der Zeit
ergibt sich

. Tp Sin &
0=vpsina —gts — ts= 20277
8
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B2) Wurfdauer
Als nichstes wollen wir die Wurfdauer t,, berechnen. Dies ist
die Zeit, die vergeht, bis der Massepunkt nach seinem Flug
wieder auf der Referenzhohe des Bodens angekommen ist.
Daher muss die Bedingung y = 0 erfiillt sein. Daraus ergibt
sich .

0 = vgty sina — %tfu — ty = zvoﬂ = 2ts.

B3) Wurfhohe
Die Wurfhohe berechnet sich aus der erreichten Hohe nach-
dem die Steigzeit verstrichen ist y(t;). Hier ist keine explizite
Rechnung notwendig sondern lediglich ein Einsetzen der ent-

sprechende Grofle fs in die Gleichung fiir die y—Koordinate.

. 2 win2
. vpsina V5 sin” o
y(ts) = wvpsina - % 0 7
(t ) B v%sinzzx
y S - 2g

Wenn Sie die Gleichung anschauen, sollten Sie als guter Physi-
ker zundchst einmal die Grenzfalle diskutieren und auf Plausi-
bilitat tiberpriifen. Wahlen Sie als Wurfwinkel &« = 0, werden
Sie es offensichtlich nicht schaffen den Massepunkt auch nur
minimal von der Oberfliche weg zu bewegen. Wenn Sie Thn
dagegen senkrecht nach oben werfen, d. h. « = 7, erreichen Sie
bei einer gegebenen Anfangsgeschwindigkeit vy die maximal

2
mogliche Wurfhohe von ;T%

B4) Wurfweite
Weiterhin wollen wir die Wurfweite berechnen. Diese ergibt
sich aus dem gleichen Muster wie die Wurfhohe, nur dass
wir jetzt die x—Koordinate nach Verstreichen der Wurfdauer
berechnen miissen x(ty ).

2
x(ty) = voio sinwcosa = % sin? (2a)

Als letztes interessantes konnen wir noch den Winkel berech-
nen, der die Wurfweite maximiert. Wir wiirden dazu x(f;)
nach « ableiten und wieder den Extrempunkt suchen, indem
wir die Ableitung zu null setzen und den dazugehorigen Wurf-
winkel amax bestimmen, der diese Gleichung erfiillt. Aus dieser
Forderung ergibt sich die Bestimmungsgleichung

oS (2&max) =0 — @max = g
Die maximal mogliche Wurfweite bei diesem Winkel betragt
2
v
0

Xmax = —

8
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Beachten Sie bitte, dass sich die gleiche Wurfweite ergibt fiir
die Winkel « und 71/2 — &, da sin (2a) = sin (77 — 2a) ist.

3. Kreisbewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

Bei einer gleichférmigen Kreisbewegung bewegt sich der Masse-
punkt mit einem konstanten Abstand zum Koordinatenursprung auf
einer Kreisbahn mit konstanter Winkel- bzw. Bahngeschwindigkeit.

Dieses Problem ldsst sich am Besten in den frither eingefiihrten
ebenen Polarkoodinaten (Zylinderkoordinaten in denen die dritte
Dimension z = 0 ist) beschreiben. Dort ist die Radialkoordinate
zeitlich unabhédngig und konstant, p = const. = r und die zeitliche
Anderung der Winkelkoordinate soll ebenfalls konstant sein, also
¢ = w = const.. w wird als Winkelgeschwindigkeit um die z-Achse
bezeichnet.

In Anwendung des allgemeinen Ausdrucks der Geschwindigkeit in
Polarkoordinaten, konnen wir diese schreiben als

i = pe, + Ppey = rwey = vey.

Hier haben wir die Bahngeschwindigkeit v eingefiihrt, welche defi-
niert ist als v = wp. In Anwendung des allgemeinen Ausdrucks der
Beschleunigung in Polarkoordinaten, kénnen wir diese schreiben als

i = (5= §%) e+ (o +20p) ep = —wre,.

Der Betrag dieser sogenannten Zentripetalbeschleunigung ist |¥| =
w?r und sie zeigt nach innen, zum Mittelpunkt des Kreises. Das Wort
ist aus dem Lateinischen abgeleitet, wo petere fiir streben steht. Es ist
also die Beschleunigung, die den Korper ins Zentrum der Kreisbahn
streben ldsst.

Bei der gleichformigen Kreisbewegung besteht zwischen der Win-
kelgeschwindigkeit w und der Umlaufzeit T, d.h. der Zeit nach der
eine Winkelverschiebung um A¢ = 27t erfolgt, sowie der Drehzahl
oder Frequenz v = 1/T der folgende Zusammenhang

27 1 w
Umlaufzeit: T = —, F V= = = —.
mlaufzei v Frequenz:v = =
Die Winkelgeschwindigkeit als das 27-fache der Frequenz wird
auch Kreisfrequenz genannt. Die Bahnkurve in Polarkoordianten ist
gegeben als

p=r, ¢(t) =w(t—to)+¢o.
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Die Kreisbewegung in kartesischen Koordinaten wird beschrieben
als

x = pcosp — x=rcos(wt+¢g)

. : U
y = psing — y:rsm(wt—l—(p()):rcos(wt—i—(po—z).

Nach Projektion der Kreisbewegung auf die x- und y-Achse stel-
len wir fest, dass sie dort harmonische Schwingungen ausfiihren.
Um genau zu sein, sind es zwei senkrecht aufeinander stehende
harmonische Bewegungen mit einem Phasenunterschied von 7.
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Bisher haben wir Bahnkurven diskutiert, welche vorgegeben waren und
bei denen wir nicht die Ursachen hinterfragten. Dieses Teilgebiet der
Kinematik ist damit abgeschlossen. Im Folgenden wenden wir uns der
Dynamik zu, in welcher die Ursache der Bewegung und die daraus
resultierende Bewegung von materiellen Kérpern diskutiert wird. Dabei
spielt die Kraft, die auf einen Kérper wirkt, bei der Beschreibung der
Bewegung eine wichtige Rolle.

Die folgende Diskussion tiber die Lehre der Bewegung materieller
Korper unter der Einwirkung von Kréften basiert im Wesentlichen
auf den Newtonschen Prinzipien. Dieser werden auch als Newtonsche
Axiome bezeichnet. Sie stellen Grundgesetze oder auch Grundvorraus-
setzungen dar, auf denen alle weiteren Uberlegen aufbauen. Axiome
stellen im mathematischen Sinne kein streng beweisbaren Sitze dar,
sondern sind das Resultat von im Alltag gesammelten Erfahrungen.
Wichtig ist auch, dass alle von ihnen ableitbaren Aussagen und auch alle
weiteren Gesetze in Ubereinstimmung mit der Erfahrung des tiglichen
Lebens stehen. Sie konnen eine physikalische Theorie auch entwickeln
basierend auf anderen Axiomen. Deren Einfithrung ist aber nur ge-
rechtfertigt, wenn sich experimentell tiberpriifbare Vorhersagen in der
Realitét bestdtigen lassen.

Ich mochte explizit betonen, dass die Newtonschen Axiome in der
Zeit von Newton zu keinerlei Widerspriichen mit Experimenten fiihr-
ten. Sir Isaac Newton (1643-1727) formulierte diese in seinem Buch
"Philosophiee Naturalis Principia Mathematica’, welches erstmalig 1687
in Cambridge veroffentlicht wurde.

Heute wissen wir, dass die Newtonsche Mechanik nur unter gewis-
sen Annahmen Giiltigkeit besitzt. Diese Vorraussetzungen sind:

¢ Ein zentraler Begriff in der Newtonschen Mechanik ist der der ab-
soluten Zeit. Wir wir bereits diskutiert haben, ist die Wahl eines
Koordinatensystems bzw. eines Bezugspunktes zur Definition des
Koordinatensystems nicht eindeutig. Wir werden dies spiater noch
ausfiihrlicher diskutieren, aber es ist eindeutig ersichtlich, dass z.B.
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in relativ zueinander bewegten Bezugssystemen ein Korper in Ruhe
sein kann oder aber in Bewegung. Das einfachste Beispiel ist hier
der Fahrer in seinem Auto. Der Begriff der Ruhe oder der Bewegung
ist somit nicht absolut. Was aber absolut ist in allen Koordinatensy-
stemen, und das ist ein Grundpfeiler der Newtonschen Mechanik,
ist die Zeit t = . Hier soll die gestrichene Zeit, die Zeit in einem
anderen Koordinatensystem beschreiben. Diese Absolutheit der Zeit
fihrt zu der Konsequenz, dass sich Signale mit einer unendlich
groflen Geschwindigkeit im Raum tibertragen lassen.

* Der zweite zentrale Begriff in der Newtonschen Mechanik ist der
des absoluten Raums. Er bezeichnet den sowohl vom Beobachter als
auch von den darin enthaltenen Objekten und darin stattfindenden
physikalischen Vorgangen unabhangigen physikalischen Raum.

® In diesem absoluten Raum ist die Masse eines Korpers konstant und
im speziellen nicht von der Geschwindigkeit abhangig. Weiterhin ist
die Masse m eines abgeschlossenen Systems nicht von den Prozes-
sen in diesem System abhingig. Es gilt die Massenerhaltung. (Eine
explizite Ausnahme bildet hier die Rakentengleichung.)

All diese Vorraussetzungen gelten so in der Relativitédtstheorie nicht
(welche Sie im Rahmen Threr Ausbildung im dritten Semester kennenler-
nen werden). Am Ausgangspunkt der Entwicklung dieser Theorie steht
als alternative Annahme die Endlichkeit der Signalgeschwindigkeit,
welche sich als die Lichtgeschwindigkeit herausstellt. Abweichende
Vorhersagen zwischen der Relativitdtstheorie und der Newtonschen
Mechanik lassen sich aber erst beobachten, wenn Objekte sich mit sehr
grofler Geschwindigkeit bewegen, was zur Zeit Newtons unerreichbar
war. In der neueren Zeit sind es aber vor allem Experimente in der
Hochenergiephysik, welche ohne die Berticksichtigung relativistischer
Effekte nicht erklarbar sind.

In der vorhergehenden Diskussion tauchten zwei neue Begriffe auf,
die der Kraft und die der Masse. Diese wollen wir kurz diskutieren.

ERESs  Kraft und Masse

Eine Kraft wirkt auf einen Korper und kann so die Richtung und die
Starke des Bewegungszustandes des Korpers dndern. Die Kraft F ist
somit eine vektorielle Grofe. Es gibt verschiedene Arten von Kraften.
Beispiele sind die

a) Gravitationskraft

Die Gravitationskraft beschreibt die Kraft, die ein Korper der Masse
my auf einen Korper der Masse m; austibt. Funktionell lasst sich der
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Zusammenhang schreiben als

mimy 1 —1I1

F =
2 |r2—r1|2 |r2—r1|

mit der Gravitationskonstante G = 6.67408 - 1011 klgf%;. Die auf die

beiden Massen wirkenden Kréfte sind betragsmaéfsig gleich grofs,

haben aber ein unterschiedliches Vorzeichen. Die Krifte haben immer
die Richtung zum jeweils anderen Korper. Das Gravitationsgesetz
beschreibt damit immer eine anziehende Kraft.

b) Coulombkraft

Die Coulombkraft ist mathematisch analog formuliert und bezeich-
net die Kraft zwischen zwei geladenen Kérpern mit der Ladung q;
bzw. g,. Sie berechnet sich als

1 pn n-n
4req |rp —11]2 |13 — 11|

Fpp =

mit der Permittivitit des Freiraumes €y = 8.85418781762 - 101235,

Beachten Sie bitte das unterschiedliche Vorzeichen im Vergleich zur
Gravitationskraft. Zwei schwere Korper ziehen sich an (positives
Vorzeichen), wohingegen sich zwei Kérper mit der gleichen Ladung
abstossen. Im Gegensatz zur Masse, welche nicht negativ sein kann,
kann die Ladung sowohl positiv als auch negativ sein. Zwei Korper
deren Ladung ein unterschiedliches Vorzeichnen besitzen, ziehen

sich wieder an?. * Kontemplieren Sie bitte einen Moment
einmal iiber die Grofle des Vorfaktors

¢) Lorentzkraft zwischen Gravitationskraft und Cou-
Die Lorentzkraft bezeichnet die Kraft die auf ein geladenes Teil- lombkraft. Der Unterschied betragt mehr

als 20 Grofienordnungen. Gravitations-
kraft wird erst dominant bei sehr schwe-
ren und elektrisch nur sehr schwach ge-
F=g(E+vxB) ladenen Objekten.

chen durch ein elektrisches und magnetisches Feld ausgeiibt wird.

d) Federkraft
Die Federkraft bezeichnet die Kraftwirkung zwischen zwei Kor-
pern, die mit einer Feder verbunden sind. Nach dem Hookeschen
Gesetz ist die Federkraft proportional zur Auslenkung. Der entspre-
chende Proportionalitidtsfaktor k wird Federkonstante genannt. Es
gilt

F12 = k(l‘z —1‘1) .

e) Reibungskraft
Die Reibungskraft bezeichnet die Kraftwirkung auf einen Kor-
per, welche proportional ist zu seiner Geschwindigkeit und in die
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entgegengesetzte Richtung zeigt. Eine solche Kraft reduziert die Ge-
schwindigkeit des Korpers. Sie kann allgemein geschrieben werden
als

F=—f(v)v

mit einem Vorfaktor f(v) der bei Stokeschen Reibung konstant und
bei der Newtonschen Reibung proportional ist zur Geschwindigkeit.

Beachten Sie bitte, die Ursachen dieser speziellen Krifte sind zu
einem tiberwiegenden Teil Gegenstand anderer Teildisziplinen der
Physik. Wir wollen uns nicht damit beschéftigen, sondern lediglich die
Bewegung der Korper diskutieren, wenn auf diese Korper eine Kraft
wirkt.

Wir unterscheiden allgemein zwischen inneren und dufieren Kraf-
ten. Bei inneren Kréften wirkt eine Kraft auf die Teilchen verursacht
durch die Teilchen des betrachteten Systems. Auflere Krifte haben ih-
ren Ursprung aufserhalb des Systems. Wir bezeichnen ein System als
abgeschlossen, wenn keine dufleren Krifte vorliegen.

Auflere Krifte verursachen ein Kraftfeld. Hier wird jedem Punkt im
Raum r eine Kraft zugeordnet F(r). Ein Beispiel hier wire die Gravitati-
onskraft verursacht durch einen Korper, der sehr viel schwerer ist als
alle anderen Korper. Hier wird der sehr viel schwerere Korper nicht
mehr als Teil des System betrachtet, deren Dynamik man untersuch
mochte, sondern einfach als starr und fest im Raum. Er erzeugt ein
Kraftfeld, welches den Bewegungszustand der anderen Kérper dndert.

Im Gegensatz zur Kraft ist die Masse eine Eigenschaft des Korpers.
Es ist eine skalare Grofie. Sie tragt der Tatsache Rechnung, dass un-
terschiedliche Korper bei gleicher Kraft unterschiedlich beschleunigt
werden. Man spricht von einer tragen Masse, da sie eine unveranderli-
che Grofe darstellt, die die Tragheit des Korpers verursacht.

Von den moglichen Bewegungsarten die wir frither kennengelernt ha-
ben, ist die einfachste Bewegung eines Massepunktes (wie wihlen im
Folgenden wieder die etwas prazisere Sprachregelung und wiirden
nicht mehr explizit von Korper oder Objekt sprechen) die der gleich-
formig geradlinigen Bewegung. Hier hat der Korper eine konstante
Geschwindigkeit (i = v = const.). Eine interessante Frage betrifft die
Kldrung der Umstidnde, unter denen eine solche Bewegung existieren
kann.

Eine solche Bewegung kann nidherungsweise realisiert werden, wenn
wir das Abrollen einer Kugel auf eine horizontalen Unterlage betrach-
ten. Experimentell wiirden wir beobachten, dass die Geschwindigkeit
der Kugel sich aber verringert und die Kugel nach Beendigung des
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Abrollvorgangs irgendwann zum Stehen kommt. Die Kugel rollt aber
umso weiter, je glatter die Oberfldche ist. Je langer die Kugel rollt umso
mehr dhnelt die Bewegung einer gleichformig geradlinigen Bewegung.
Die Anderung der Geschwindigkeit ist damit offensichtlich eine Fol-
ge duflerer Einfliisse. Dies sind zum einen die Wechselwirkung der
Kugel mit der Unterlage (welche wir durch eine geeignet gewéhlte
Unterlage reduzieren kénnen) aber auch die Wechselwirkung mit der
Erde (deren Gravitationskraft wir durch die orthogonale Anordnung
der horizontalen Unterlage beseitigen konnen). Wenn wir in der La-
ge wiren, simtliche dufiere Einfliisse komplett zu beseitigen, wiirde
die Kugel ihre Geschwindigkeit unverdndert beibehalten. Diese heute
einfach zu verstehende Tatsache ist keinesfalls trivial. Die idealisierte
Vorstellung einer gleichférmig geradlinigen Bewegung kann nicht be-
obachtet werden und muss aus einer grofien Vielfalt experimenteller
Beobachtung destilliert werden. Sie stellt einen idealen Grenzfall der
taglichen Erfahrung dar, denn ein Korper kann nicht vollstandig der
Einwirkung anderer Korper entzogen werden.

Diese intellektuell wichtige Erkenntnis wurden von Newton als
erstes Axiom formuliert. In der Formulierung von Newton lautet es

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder gleichformig
geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krifte
gezwungen wird, diesen Zustand zu dndern.

Dieses Gesetz ist aber nur dann sinnvoll anwendbar, wenn wir ein
eindeutiges Bezugssystem kennen, in dem die Bewegung des Mas-
sepunktes beschrieben wird. Dies ist genau ein ruhendes System in
dem von Newton postulierte absoluten Raum. Ein solches Bezugssy-
stem kann aber nicht durch Experimente festgelegt werden. Wir haben
schlichtweg keine experimentelle Moglichkeit zur tiberpriifen, ob ein
von uns gewdhltes Bezugssystem in der Tat ein ruhendes System im
absoluten Raum ist oder nicht. Uns hilft aber an der Stelle weiter, dass
das Postulat uns sagt, dass ein solches Bezugssystem tiberhaupt exi-
stiert. Es wird als Inertialsystem bezeichnet. Als gute Naherung kann
ein Koordinatensystem mit Bezugspunkt im Massenmittelpunkt der
Sonne und mit seinen Achsen ausgerichtet nach bestimmten Fixsternen
als Inertialsystem verstanden werden. Weiterhin werden wir spéter
noch sehen, dass Bezugssysteme die gleichférmig geradlinig bewegt
sind relativ zum Inertialsystem ebenfalls Inertialsysteme sind. Daher ist
ein sogenanntes Laborkoordinatensystem zur Betrachtung der meisten
Probleme vollig ausreichend.

Um dieser Tatsache der Notwendigkeit des Inertialsystems explizit
Rechnung zu tragen, lautet eine moderne Formulierung des Tragheits-
gesetzes

Es gibt Koordinatensysteme (Inertialsysteme), in denen sich ein
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kriftefreier Massepunkt in Ruhe befindet oder sich mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt.

Es gilt also
F=0 — 1i(t)=v(t)=const. — i(t)=0
Eine Verallgemeinerung des Axioms lautet

Im Inertialsystem nehmen die physikalischen Gesetze die
einfachste Form an.

Diese Formulierung beinhlatet die Beschreibung der Bewegung eines
kréftefreien Massepunktes, aber gleichzeitig auch allen weiteren Geset-
ze.

Als Konsequenz des ersten Axioms, muss ein in einem Inertialsystem
beschleunigter Massepunkt/Korper der Einwirkung anderer Masse-
punkte/Korper ausgesetzt sein. Diese anderen Massepunkte miissen
eine Kraft auf den betrachteten Massepunkt austiben. Es sei aber noch
einmal betont, dass diese Kraft eine sehr komplexe Wechselwirkung
der Massepunkte untereinander und mit moglichen Feldern beinhaltet.
Im Rahmen der Mechanik fragen wir nicht nach den Ursachen der
Krafte sondern nur nach deren Wirkungen. Die Kraft wird als gege-
ben betrachtet. Eine exakte Aufschliisselung der Ursache der Kriéfte ist
Gegenstand anderer Teilgebiete der Physik (z.B. der Elektrodynamik,
der Gravitationsphysik, oder auch der Atom- und Elementarteilchen-
physik). In folgenden Semestern werden Sie dies noch ausfiihrlicher
diskutieren.

Die mathematische Beschreibung des funktionellen Zusammenhangs
zwischen Kraft und Beschleunigung gewinnen wir aus einer Vielzahl
von Experimenten. Im einfachsten Fall beobachten wir, dass die Kraft
proportional zur Beschleunigung ist. Der Proportionalitdtsfaktor selbst
hiangt vom Korper ab, der beschleunigt werden soll. Um eine Eisenkugel
genau so stark zu beschleunigen wir eine gleich grofse Holzkugel,
benoétigen wir eine grofiere Kraft. Dieser Proportionalitdtsfaktor ist
gerade die trdge Masse. Das Grundgesetz der Dynamik lautet somit

Die auf einen Massenpunkt wirkende Kraft ist gleich dem Produkt
aus Masse und Beschleunigung des Massenpunkts.

Mathematisch ausgedriickt lautet es
mi = F.

In der von Newton gewihlten Formulierung lautet es
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Die Anderung der Bewegung ist der einwirkenden bewegenden
Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen
Linie, in der die Kraft wirkt.

oder moderner ausgedriickt

Die Anderung der Bewegungsgrofie (Impuls) ist proportional zur
Kraft und zeigt in deren Richtung.

Hier wird eine neue physikalische Grofse eingefiihrt, der Impuls

p(t) = mi(t).
Das Grundgesetz nimmt mit Hilfe des Impulses die Form einer Impuls-
bilanz an

p(t) = % [mk(1)] = K@)

Diese Gleichung bildet die Grundlage der gesamten Newtonschen Me-
chanik. Beide Formulierungen sind identisch, wenn die Masse zeitlich
konstant ist

p(t) = T Ime()] = mi(t) = F(1).

Die Grundaufgabe der Newtonschen Mechanik besteht in der Berech-
nung der Bahnkurve bei gegebener Kraft.

Dieses Gesetz gilt nicht in der relativistischen Physik (wohingegen
die Impulsbilanz seine Richtigkeit behilt), wo die Masse selbst eine
Funktion der Geschwindigkeit und nicht mehr konstant ist. Es gilt

m
m = 0

mit der Lichgtgeschwindigkeit ¢ = 2997924582 und mg der Ruhemasse
des Korpers. Dies entspricht der Masse des Korpers bei einer Geschwin-
digkeit von |v| = v = 0. Aber auch schon in der nichtrelativistischen
Physik kann die Gleichung ihre Giiltigkeit verlieren, z.B. wenn die
Masse eine Funktion der Zeit ist. Dann ist

T im((e)] = m()ie) + mi(e).

Das kanonische Beispiel hier ist die Berechnung der Flugbahn einer
Rakete, deren Masse sich verringert, wahrend der Treibstoff verbrannt
wird.

Der Begriff der tragen Masse, der hier immer verwendet wurde,
bezeichnet den Widerstand des Massepunktes zur Bewegungszustands-
dnderung. Sie kann dynamisch bestimmt werden durch eine Vergleichs-
messung mit einem Massepunkt bekannter Masse. Dabei wird die
Beschleunigung gemessen, wenn die selbe Kraft auf die beiden Koérper
wirkt. Das Massenverhiltnis ergibt sich dann aus

mi¥; = mofr, — ™ = @
my - |E|
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Als Referenzmasse wird tiblicherweise das Pariser Ur- oder Normal-
kilogramm verwendet. Ein 1 N (Newton) ist demnach die Kraft, die
bendtigt wird, um einem Korper der Masse 1 kg eine Beschleunigung
von 1 3 zu geben.

Ein alternativer Zugang zur Bestimmung der Masse besteht in der
Analyse der Bewegung des Korpers im Schwerefeld der Erde. Experi-
mentell kann man beobachten, dass jeder Korper gleich schnell fallt,
unabhéngig von seiner stofflichen Zusammensetzung. Es gilt also im
Schwerefeld der Erde ¥ = g.

Entsprechend gilt nach dem Grundgesetz der Dynamik

F =mg

wobei in einem Bezugssystem, in dem die z-Achse normal zur Erdober-
flache steht

0
g=—10
8

ist mit ¢ = 9.807 3 der Gravitationskonstante der Erde®. Diese Werte
konnten zur Zeit von Newton mit einer Genauigkeit von 0.1% bestimmt
werden. Mit Hilfe von Satelliten sind heute Messungen mit einer Prazi-
sion von 10~ 18 moglich.

In einer statischen Kraftmessung kann man, in einer wie auch im-
mer gearteten Waage, zwei unterschiedliche Massepunkte in einem
Gleichgewichtszustand bringen. Die Gewichtskraft des zu vermessen-
den Objektes wird kompensiert durch ein bekanntes Gewicht. In einer
solchen Anordnung spielt die Tragheit des Massepunktes keine Rolle,
da der Massepunkt sich ja in Ruhe befindet. Dementsprechend unter-
scheidet man in der Messung zwischen der tragen Masse m; und der
schweren Masse ;.

Aus der Kombination von statischen und dynamischen Messungen
wird man feststellen, dass wenn zwei verschiedene Korper am selben
Punkt im Raum das gleiche Gewicht besitzen, besitzen sie auch die
gleiche trage Masse. Schwere Masse ist identisch zur trdgen Masse.

my = Mms.

Diese Einsicht, dass die Masse bei Vermessung mit einem dynamischen
Aufbau und einem statischen Aufbau identisch ist, darf nicht als trivial
erachtet werden. Die Erkenntnis wurde in aufwendigen Experimenten
gewonnen und hat sich bisher immer bestatigt.

Wir haben bereits festgestellt, dass zur Wirkung einer Kraft auf einen
Massepunkt wenigstens noch ein zweiter vorhanden sein muss, mit

2 Beachten Sie bitte, auch wenn das Gra-
vitationskonstante heift, ist es doch noch
eine schwache Funktion des Ortes. Am
Aquator betragt der Wert ¢ = 9.785% und
an den Polen ¢ = 9.835. Daher miis-
sen die Pendeln von original Schwarz-
wilder Kuckucksuhren immer nach dem
entsprechenden Land eingestellt werden.
Und gehen eigentlich nur an ausgewahl-
ten Orten richtig.
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dem der Massepunkt wechselwirkt. Die Erfahrung zeigt, dass ein Mas-
sepunkt demnach nicht nur eine Kraft erfihrt, sondern dass von ihm
zeitgleich auch immer eine Kraftwirkung ausgeht. Die Kraftwirkung
ist daher immer wechselseitig. Diese Einsicht wird im dritten Axiom
formuliert

Die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und
von entgegengesetzter Richtung.

Mathematisch ausgedriickt lautet dies
Fip = —Fy.

Hierbei ist F1, die Kraft, die der Korper 2 auf den Korper 1 austibt und
die Kraft Fp; ist die Kraft, die der Korper 1 auf den Korper 2 austibt.
Allgemeiner formuliert lautet das dritte Newtonsche Axiom

Die Kraft mit der die Umgebung auf den Massepunkt wirkt,
entspricht einer gleich grofien Gegenkraft auf die Umgebung.

Dieses Axiom existiert in verschiedenen Namen und wird auch
bezeichnet als das Gesetz der Gleichheit von Wirkung und Gegenwir-
kung oder kurz Wechselwirkungsgesetz. Es wird auch Gegenwirkungs-
oder Reaktionsprinzip genannt. Es ist insbesondere wichtig fiir die
Diskussion von Systemen, die aus mehreren Massepunkten bestehen.

In Newtons Werk wird das Prinzip der ungestorten Uberlagerung, auch
bekannt als das Unabhéngigkeitsprinzip oder auch das Superpositions-
prinzip der Mechanik, angenommen. Auch wenn es nicht urspriinglich
als Axiom formuliert wurde, wurde es spéter als lex quarta, als viertes
Newtonsches Gesetz bezeichnet. Es lautet

Wirken mehrere Krifte auf einen Massenpunkt, so kann ihre
Wirkung durch vektorielle Superposition beschrieben werden.

Wichtig ist hier, dass die Kréfte sich nicht &ndern durch Anwesenheit
anderer Kréfte. Vektoriell formuliert lautet es
N
i=1, i

Hier ist N die Gesamtzahl aller vorhandenen Massepunkte.

Da das Thema immer nur unvollstindig angesprochen wurde, sollen ab-
schliessend in diesem Kapitel noch einmal die Ideen zum Inertialsystem
zusammengefasst werden.
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Mit den Newtonschen Axiomen ist die Bewegung physischer Korper
nur als Bewegung relativ zu einem Bezugssystem definiert. Bei einer
starren Verschiebung des Bezugssystems verbleibt die Art der Bewe-
gung gleichwertig. Bei bewegten Bezugssystemen kann das anders sein.
Zum Beispiel erfahrt ein Massepunkt der sich geradlinig und gleich-
férmig in einem Bezugssystem bewegt eine Beschleunigung in einem
rotierenden System. In solchen Bezugssystemen sind die Newtonschen
Axiome nicht mehr anwendbar. Die Newtonschen Axiome sind nur
dann sinnvoll, wenn sie sich auf eine Klasse von Bezugssystemen bezie-
hen, welche man als Inertialsysteme bezeichnet. Wichtig ist, und das
hatten wir schon in der Diskussion des ersten Axioms diskutiert, dass

1. nicht alle Koordinatensysteme Inertialsysteme sind. Ein triviales
Beispiel waren rotierende Systeme.

2. es mindestens ein Inertialsystem gibt (z.B. bezogen auf die Fixster-
ne). Daraus folgt, dass es Koordinatensysteme gibt, in denen die
Newtonschen Axiome gelten.

Zur Klarung der Frage, wie grofs die Gesamtheit aller Inertialsy-
steme ist, miissen wir klaren, welche Koordinatentransformation ein
Inertialsystem X in ein anderes Inertialsystem X’ tiberfithren kann. Wir
fordern, offensichtlich, dass bei der Transformation keine Kraft auf den
Massepunkt ausgeiibt werden darf:

mi=0 — mi =0.

Auf Grund dieser Forderung scheidet offensichtlich die Rotation
als eine mogliche Transformation aus. Die damit einhergehende Rich-
tungsidnderung der Geschwindigkeit wiirde automatisch eine Beschleu-
nigung notwendig machen. Mogliche Anderung ein Inertialsystem
in ein anderes zu iiberfithren sind die Translation, die geradlinig-
gleichférmige Bewegung und/oder die Verdrehung um einen festen
Winkel in Raum oder Zeit. Mathematisch 14t sich das ausdriicken als

r(t) = ro(t) +r'(1).
Hier beschreibt ry(t) vollstindig die Transformation. Wir erkennen
i(t) =fo(t) +¥(t) — To(t) =0 — ro(t) = vot

Diese oben formulierte letzte Forderung bezeichnet man als das Relati-
vitatsprinzip der klassischen Mechanik bzw. Galileisches Relativitats-
prinzip.

Bezugssysteme, die relativ zu einem Inertialsystem eine
unbeschleunigte Translationsbewegung ausfiihren, sind ebenfalls
Inertialsysteme und fiir die Beschreibung mechanischer Vorginge

vollkommen gleichwertig.
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Die Transformation der Inertialsysteme bezeichnet man als Galilei-
Transformation.

r(t) =vot +r'(t) und t =1+

Die Grundgleichungen der Mechanik sind gegentiber aller mogli-
cher Galilei-Transformationen invariant. Die Galilei-Transformation gilt
nicht mehr im Rahmen der Relativitdtstheorie. Dort wird die Galilei-
Transformation durch die Lorentz-Transformation ersetzt. Abschlies-
send sei bemerkt, dass es unendlich viele Inertialsysteme gibt, die sich
mit konstanter Geschwindigkeit zueinander bewegen.

Wir mochten jetzt die Bewegung in einem Bezugssystem ¥/ diskutieren,
welche sich gerade nicht mehr geradlinig und gleichférmig relativ zu
einem anderen Bezugssystem X bewegen soll. Dieses andere Bezugs-
system soll ein Inertialsystem sein, so dass mi = F gelten soll. Das
gestrichene Bezugssystem kann z.B. rotieren.

Die Bewegung eines Massepunktes wird in den zwei verschiedenen
Bezugssystemen unterschiedlich beschrieben. Wir definieren den Ort
des Massepunktes im ungestrichenen Bezugssystem X als r = r(t). Im
gestrichenen Bezugssystem ¥/ wird der Ort des Massepunktes definiert
alst =1/(t)

Es gilt die Beziehung

r(t) =ro(t) +v'(1)
mit

(1) = 3 (0€4(6) + ()€ (1) + 2 (1)eL 1)

Beachten Sie hier bitte, die Einheitsvektoren im gestrichenen Koordina-
tensystem sind abhéngig von der Zeit. Dies wird die Berticksichtigung
einer Rotation ermoglichen.

Die Geschwindigkeit des Massepunktes beschrieben von einem Be-
obachter im ungestrichenen Koordinatensystem berechnet sich zu

% =i(t) = fp + &€ +y'e, +2'el +x'&, +y'e, +2el
Im gestrichenen Koordinatensystem, in dem sich die Achsenrichtung
fiir einen Beobachter nicht dndert (die Einheitsvektoren sind fest), be-
sitzt der Massepunkt die Geschwindigkeit

dYy .

= = v(t) = ¥'el e, +2'el.

Beachten Sie bitte, die gestrichene Ableitung soll einfach beschreiben,
dass sich die Ableitung auf eine gestrichene Grofie bezieht. Hier be-
zeichnen wir die Terme
dl‘o X
\ (e E =1y
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als Translationsgeschwindigkeit

dr . w
_a_r/

als die Absolutgeschwindigkeit und

A\

Y
4t

als die Relativgeschwindigkeit im beschleunigten Bezugssystem.

=1

Die zeitliche Anderung der Basisvektoren kann durch die Rotation
des Systems um eine Achse durch seinen Ursprung erfolgen. Allgemein
kann die Drehung um eine Achse beschrieben werden mit Hilfe der
folgenden Uberlegungen. Aus der Abbildung am Seitenrand erkennen
wir, dass

|de| = |c|sinfdp — % = |c|sinf¢ = |c| sin Ow.

Allgemein ausgedriickt und mit w als dem Vektor der momentanen

Winkelgeschwindigkeit, welche in die Richtung der Drehachse zeigt,
kann die Drehung allgemein beschreiben werden als

dc
— =w XC.

dt

Dieser Zusammenhang gilt fiir alle Vektoren. Im Besonderen aber auch

fiir die vorher betrachteten Einheitsvektoren, z.B.
de' ,
—X =wxel.

dt

Damit gilt fiir die letzten drei Terme in der Absolutgeschwindigkeit

x’é;—ky'é’y—kz’ég =wxr

und somit
@—f(t)—r' +ﬁ—|—wxr’
T 0T g '

Die sich ergebende Geschwindigkeit fiir eine verschwindende Rela-
tivgeschwindigkeit % = 0 wird als Fithrungsgeschwindigkeit bezeich-
net

vi(t) =1 +w xr.

Weiterhin ergibt sich aus der Tatsache, dass r —ry = r’ ist, die
folgende zeitliche Ableitung fiir einen gestrichenen Vektor
e d'v

_ o« /
dr - dt +w Xr.

Aus dieser Herleitung fiir den Ortsvektor, die aber allgemein giiltig
ist fiir beliebige Vektoren, kann man eine Vorschrift ableiten, wie man
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in einem Intertialsystem einen beliebigenVektor ableitet, der in einem
rotierenden Bezugssystem dargestellt wird. Im speziellen haben wir

da _d

7 = T +w X.
Hierbei beschreibt der erste Term nur die Komponenten des Vektors
im gestrichenen Koordinatensystem und der zweite Term eine Rotati-
on. Fiir einen beliebigen Vektor im Bezugssystem X/, A = Al (t)e} +
Ay (t)e, + AL(t)el, ergibt sich somit a — d{;—‘? +w X A.

Insbesondere erhalten wir fiir die Winkelgeschwindigkeit als den
betrachteten Vektor A = w

dw dw

At odt
Die Winkelgeschwindigkeit spielt hier eine besondere Rolle. Die zeitli-
che Anderung der Winkelgeschwindigkeit ist offensichtlich in beiden
Koordinatensystemen gleich.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichung berechnen. Im Inertial-

system gilt m¥ = F. Berechnen wir zunéchst die Beschleunigung ¥

mit
d . da ., . .
qt ' o= ar (t—1o)
= i —,r’ + w X r
4t \dt
v’ d ,
ar tap (@xT)
Der erste Term auf der rechten Seite ldsst sich schreiben als
Y
dt — dt '
Der zweite Term auf der rechten Seite ldsst sich schreiben als

i(wxr’)—d—wxr’—kwxd—r/
dt T dt’

Der letzte Ausdruck hier ist
wxd—r/:wxv’—{—wx (wxr’).
dt
Wenn wir alle diese Ausdriicke kombinieren und nach der Beschleuni-
gung %i‘ umstellen, erhalten wir
a @—kﬁ—i—wxv’—i—wxr’—kwxv’—f—wx (wxTr)
dt dt dt

= fp+i+wx (wxr)+2wxit +wxr.

Der Ausdruck ¥y wird auch als Translationsbeschleunigung bezeichnet.
Fiir eine verschwindende Relativgeschwindigkeit (') und damit auch
fiir eine verschwindende Relativbeschleunigung, wird die verbleibende
Beschleunigung

fo+wx (wxr)+wxr
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auch Fiihrungsbeschleunigung genannt. Sie entspricht gerade genau
der zeitlichen Ableitung der friither definierten Fiihrungsgeschwindig-
keit.

Damit wird aus der Bewegungsgleichung mi = F im Nichtinertialsy-
stem

mi' = F —mig — mw X ¥ —m [w x (w x1')] = 2mw x ¥

Dies ist ein erstaunliches und wichtiges Ergebnis. Das klassische Grund-
gesetz der Mechanik verliert seine Giiltigkeit im Bezugssystem X’. Ne-
ben der eingepragten Kraft treten vier weitere Krifte auf in beschleunig-
ten Bezugssystemen auf. Sie werden Tragheitskréfte genannt. Das sind
zusétzlich auftretende Kréfte im Nichtinertialsystem, die erforderlich
sind, um die gleichférmige Bewegung eines kraftefreien Massepunkt im
Inertialsystem zu garantieren. Ein Beobachter im bewegten Bezugssy-
stem muss diese Kréfte berticksichtigen, um die Bewegung im bewegten
Bezugssystem richtig und korrekt zu deuten. Diese Gleichung kann als
eine Verallgemeinerung des Grundgesetzes der Mechanik verstanden
werden, welche in einem beliebigen Bezugssystem angewandt werden
kann.
Zwei der Terme haben spezielle Namen erhalten.

e Die Zentrifugalkraft

Die Zentrifugalkraft F, (zentri - lat. fiir die Mitte, fugere - lat. fiir
fliehen) ist gegeben als

F.=-m|wx (wxr)]

¢ Die Corioliskraft
Die Corioliskraft F. ist gegeben als

F. = —2mw x ¥

Damit die Corioliskraft nicht null ist, muss eine Bewegung im be-
schleunigten Bezugssystem stattfinden. Die Corioliskraft ist maximal,
wenn Winkelgeschwindigkeit und Bahngeschwindigkeit senkrecht
aufeinander stehen.

Diese Scheinkrifte sind anders als eingeprégte Krifte F. Eingeprégte
Krifte sind objektive physikalische Realitdt und beschreiben die an
einen Massepunkt angreifende Kraft verursacht durch die Wechselwir-
kung mit anderen physikalischen Objekten. Diese sind unabhangig von
der Wahl des Bezugssystems. Scheinkrafte hingegen hiangen nur von
der Bewegung des Bezugssystems ab. Sie kénnen aber gemessen wer-
den. Deren Betrachtung ist daher zweckméfig, da sie im beschleunigten
System wie die echten Krifte im Inertialsystem wirken.
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lanzgleichungen

Wie wir bereits diskutierten, ermoglicht das zweite Newtonsche Axiom
die Losung verschiedener Arten von Problemen. Die wichtigste Grund-
aufgabe aus theoretischer Sicht ist sicherlich die, dass bei vorgegebener
Kraft, die im allgemeinen eine Funktion des Ortes, der Geschwindigkeit
und der Zeit ist, wir die Bahnkurve eines im Raum frei beweglichen
Massepunktes berechnen mochten. Wir miissen das Problem 16sen

mi(t) = F(r,i,t)
oder auch in kartesischen Koordinaten ausgedriickt
mx(t) = Fe(x,y,2,%,1,2,t)

m]/(t) = Fy(x/ylzlx/ylz./ t)
mz(t) = Fz(x/]/,ZIX,]];Z, t)

Unter Beriicksichtigung von sechs moglichen Integrationskonstanten,
beschreiben diese Gleichungen die Gesamtheit aller moglichen Bewe-
gungen, die durch das Kraftgesetz ermoglicht werden. Um zu einer
konkreten Losung zu gelangen, miissen wir daher dieser sechs Inte-
grationskonstanten aus Anfangswerten bestimmen. Erst durch diese
Angaben wird die Bewegung eindeutig. Man verwendet normalerweise
als Anfangswerte den Ort und die Geschwindigkeit zu einem Referenz-
zeitpunkt tg. Diese sind gegeben als

ro =1(tg) und vy = V(to).

Mit der Angabe dieser Anfangswerte und dem bekannten funktionel-
len Zusammenhang der Kraft, ist die mechanische Bewegung komplett
determiniert. Einmal bekannt, konnen alle dynamischen Grofien des
Massepunktes in beliebiger Zukunft vorhergesagt werden. Das Finden
der Losung dieser Gleichung ist ein rein mathematisches Problem im
Rahmen der Physik. Beim systematischen Vorgehen zur Losung des
Problems wiirde man zunéichst alle Unklarheiten beziiglich der Kraft
klaren und das entsprechende Kraftgesetz explizit formulieren. Man
wiirde anschliessend die Bewegungsgleichungen integrieren und die
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noch enthaltenen Integrationskonstanten bestimmen. Abschliessend
kann man die Bahnkurve physikalisch diskutieren. Diese Vorgehen
werden wir im Folgenden in einer grofien Anzahl von Beispielen de-
monstrieren.

Dieses allgemeine Vorgehen ist jedoch oft kompliziert. Sie miis-
sen viele gekoppelte Differentialgleichungen l6sen, was manchmal
anspruchsvoll und vor allem auch uninspirierend sein kann, manchmal
auch unmoglich. Im Allgemeinen wird man dazu die Differentialglei-
chungen in Integralgleichungen tiberfiihren, welche, wie vorher skiz-
ziert, mit einer ausreichenden Anzahl von Anfangswerten eindeutig
gelost werden konnen.

Die Losung einer oder mehrere Integrale der Bewegungsgleichungen
kann aber bei bestimmten Arten von Kréaften auf Grund von Bilanz-
gleichungen oder Erhaltungssédtzen unmittelbar angegeben werden.
Man sagt, diese Erhaltungsgrofien sind invariant. Diese Vereinfachung
gilt es auszunutzen und physikalisch zu studieren. Diese Bilanzglei-
chungen oder Erhaltungssédtzen bezeichnen wir als erste Integrale der
Bewegungsgleichungen. Sie haben die Form

f(r,1t) =0.
Das Losen dieser Gleichungen vereinfacht die Diskussion der Bewe-
gungsgleichung haufig, ohne dass man diese exakt integrieren muss.
Bevor wir diese Aspekte physikalisch diskutieren, méchten wir noch
einige mathematische Grundlagen zusammenfassen.

Mathematischer Einschub (Partielle Ableitung)

Wir diskutieren die infinitesimale Anderung von skalaren Funktionen (¢ = ¢(r) : r €
£i(x)

R3® — R) und von Vektorfunktionen (f(r) = ( fz(r)) :reRP — R3).
f(x)

Beachten Sie bitte, wir werden spéter eher den Ausdruck skalares Feld bzw. Vektorfeld
benutzen. Ein Feld in der Physik beschreibt die rdumliche Verteilung einer physikalischen
Grofie. Es kann sich um ein Skalarfeld handeln wie z. B. das Gravitationspotential oder
das elektrostatische Potential, oder um ein Vektorfeld wie z. B. das Gravitationsfeld oder
das elektrische Feld. Der Wert eines Feldes an einem bestimmten Ort wird Feldstdrke
genannt.

Fiir eine skalare Funktion ist also die Frage zu kldren, wie dndert sich ¢(r) von der
Raumkoordinate r zu r + dr. Zur vereinfachten Diskussion nehmen wir zunéchst einmal
an, dass wir einer Anderung von ¢(r) nur entlang einer Koordinatenachse betrachten.
Effektiv ist dies ein ein-dimensionales Problem, da die anderen Koordinaten als Konstant
angenommen werden. Grundelemente der Differentiation haben wir bereits kennenge-
lernt und wir wissen, wie man diese Ableitung berechnet. Die partielle Ableitung dieser
Funktion ergibt sich aus

px+hyz) - ¢(xy,2) _ (@) .
yi

lim Ix

h—0 h

Der Subskript bezeichnet die Konstanz der beiden anderen Grofien, von denen die
Funktion abhingt. Die partielle Ableitung kann auf verschiedene Arten geschrieben
werden. So werden Sie die folgenden Formulierungen finden

9\ _ 9| _9 .

o dx
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Ich mochte Sie darauf hinweisen, dass sehr wahrscheinlich auch verschiedene Schreibwei-
sen im Skript benutzt werden. Verstehen Sie dies bitte nicht als Inkonsequenz meinerseits,
sondern eher als Konsequenz des Wunsches, Sie mit verschiedenen Notationen vertraut
zu machen, die Sie auch in der Literatur finden.

In Bezug auf die Rechenregeln gibt es nicht sehr viel zu sagen, aufSer der Tatsache,
dass Sie alle Regeln so anwenden konnen wie frither bereits diskutiert bei Funktionen,
die explizit nur von einer Variabel abhidngen. So gilt zum Beispiel fiir die Funktion

¢(x,y,z) = sin(xy) + xz
9¢
Fo ycos(xy) +z.
Mehrfache Ableitungen sind rekursiv definiert und lassen sich berechnen als

a"(]) p) . an—l(P

ax}“ ax; ax?*l

Gemischte Ableitungen, also Ableitungen nach zwei verschiedenen Variabeln, lassen sich
berechnen als

Pp 9 %

ax,»axj - Tx, E)x] ’

Ein wichtiges Hilfsmittel ist das Vertauschen der Reihenfolge der zweiten Ableitungen.
Dies ist moglich wenn ¢ stetige partielle Ableitungen bis mindestens der 2. Ordnung
besitzt. Es gilt dann

9% 9%

axiaxj o axjaxi'

Diese Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen wird auch als Satz von Schwarz bezeich-
net.

Wir haben auch friiher schon die Kettenregeln kennengelernt, welche Sie hier auch
wieder explizit anwenden kénnen. Fiir eine Funktion ¢ = ¢ (x(t1),y(t2),z(tr)) berechnet

sich 3% zu
a _opox
8t1 a dx Bt1 ’

Fiir eine Funktion ¢ = ¢ (x(t),y(t), z(t)) berechnet sich é—f zu
do_apax  dpdy  dpo
dt — 9x ot 9y ot 0z ot

Wir sprechen hier von einer totalen Ableitung (auch kenntlich gemacht durch das andere
Symbol), da die totale Anderung der skalaren Funktion bei infinitesimaler Anderung der
Zeit berechnet wird. Das totale Differential der Funktion d¢ berechnet sich zu

dp = g—:’zdx 4+ a—(de I a—(Polz.

dy 0z u = const.

Mathematischer Einschub (Elementaraspekte der Vektoralgebra)

e a) Der Gradient
Der Gradient einer skalaren Funktion ¢(x,y, z) wird beschrieben durch

%
%
o

9%
oz

grad ¢(x,y,z) = =F(x,y,z2).
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Er ist ein Vektor und zeigt in die Richtung der maximalen Anderung der skalaren
Grofle; und der Betrag gibt die entsprechende Stirke der Anderung an. Zur besseren
Visualisierung, stellen Sie sich vor, Sie stehen irgendwo in einer Landschaft, z.B. an
einem Berg. Dann zeigt der Gradient in die Richtung des maximalen Anstieges am
Berg und die GrofSe sagt Ihnen, welchen Hohenunterschied Sie in dieser Richtung zu-
riicklegen wiirden. In Komponentenschreibweise wird dies auch haufig ausgedriickt
als

¢(xj); =F
i und j in diesem Ausdruck sind Platzhalter und bezeichnen eine der drei Koordinaten
x, y oder z. Der Gesamtausdruck ist zu lesen als das die i*® Komponente des Vektors
F die i*® Ableitung der skalaren Grofle ¢ ist. Und dieses skalare Funktion héngt von
den drei Raumkoordinaten ab.
Der Gradient kann auch mit Hilfe des Nabla-Operators V angegeben werden. Der
Nabla-Operator ist ein vektorieller Differentialoperator, der auf skalare oder vektori-
elle Funktionen angewandt wird. Seine vektoriellen Komponenten entsprechen den
partiellen raumlichen Ableitungen in den entsprechenden Koordinaten

2
v o

Der Nabla-Operator angewandt auf eine skalare Grofle ergibt einen Vektor. Wir
konnen also schreiben

Vo(x,y,z) = grad ¢(x,y,z).
Die Richtung von grad ¢ bezeichnet die Richtung der grofiten Anderung des Wertes
von ¢. Die Anderung der skalaren Funktion d¢ in einer bestimmten Richtung, gegeben
durch den infinitesimal kleinen Vektor mit einer bestimmten Richtung dr, wird
berechnet als

dp = ¢(x+dr) — ¢(xr) = V¢ - dr = grad ¢ - dr
oder

d47 = gb,idxi
wobei hier die Einsteinsche Summenkonvention angewandt wird.
b) Die Divergenz
Wird der Nabla-Operator auf eine Vektorfunktion f(x,y,z) mit einem Skalarprodukt
angewandyt, erhilt man die Divergenz der Vektorfunktion.

— di _ o  Ofy  Of _

V -f(x,y,z) = div f(x,y,z) = s W to, = g(x,y,2)
oder

fi (xf),i =38
Die Divergenz beschreibt den Fluss der durch f(r) beschriebenen Grofe durch eine
bestimmte Fldche. Sie wird auch als Quelldichte bezeichnet. Ist die Divergenz eines
Vektorfeldes an einem bestimmten Raumpunkt positiv, muss sich dort eine Quelle
befinden. Ist die Divergenz eines Vektorfeldes an einem bestimmten Raumpunkt
negativ, bezeichnet man dies als eine Senke. Fiir eine verschwindende Divergenz
muss das Vektorfeld an diesem Raumpunkt entsprechend quellfrei sein.
¢) Die Rotation
Wird der Nabla-Operator auf eine Vektorfunktion v(x, y, z) mit einem Kreuzprodukt
angewandt, erhélt man die Rotation der Vektorfunktion.

9
AN
V xv(x,y,z) =rotv(x,y,z) = 5 X vy
3 v
0z
vz _ aﬂ
ay Jz
= Juyx 9vz
- Jz ox
90y oy
ox ay
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e, e, e
— 9 d 0
- ox dy Jz
Uy Uy 0
F(x,y,z)

curl v(x,y,z).

Die Rotation einer Vektorfunktion ist wieder eine Vektorfunktion, dessen Betrag der
maximalen Rotation an diesem Punkt entspricht und dessen Richtung senkrecht auf
der Ebene der Rotation steht. Man sagt, die Rotation ist ein Maf3 fiir die Verwirbelung
einer Vektorfunktion. Es soll gelten (fiir die Rotation um eine Achse)

[rot v(r)], dxdy = ./D v(r) - dr,

wobei die rechte Seite das geschlossene Integral der Tangentialkomponente entlang
der Umrandung einer Fliche in der x-y-Ebene ist. Zur einfachen Diskussion wahlen
wir hier eine rechteckige Fliche. Dann ist das Produkt dxdy auch einfach zu interpre-
tieren als die Oberfldche des Rechteckes. Die Richtung des Integrals soll entgegen dem
Uhrzeigersinn sein. Dies wére im mathematisch positiven Umlauf- oder Drehsinn.
Um dies zu sehen, evaluieren wir das Integral

x+dx y+dx
Lr@ede = [ @y @y dy it [T [yt dunz) - oy )] dy

dx,dy—0 x+dx gy, y+dy oy,
2 / dydc + /y 2 gy

dy

. dvy vy
- (F-5) o

[rot v(r)], dxdy.

Eine analoge Rechnung kann man fiir die y-z-Ebene und die x-z-Ebene durchfiihren.
Kombiniert man alle drei Ergebnisse erhélt man fiir eine beliebig gewéahlte Fliche den
Satz von Stokes

/ dr-v:/df~rotv.
(F) F

Das Linienintegral der Tangentialkomponente einer Vektorfunktion tiber den Rand
einer Flache entspricht dem Flichenintegral der Normalkomponente des Rotors diese
Fldche. Sie haben hier ein Flachenintegral in ein Linienintegral tiberfiihrt. Dies stellt
eine enorme Vereinfachung des Rechenaufwandes dar.

Beachten Sie bitte, es gibt noch eine ganz Reihe anderer, dhnlich gelagerte Integralsétze
(z.B. Satz von Gauf$ oder auch der erste und der zweite Greensche Satz). Diese werden
wir im Rahmen dieses Kurses nicht benttigen, Sie werden diese aber in weiteren
Vorlesungen benétigen. Sie stellen das mathematische Riistzeug dar, Gleichungen
zu manipulieren, damit Sie in eine Ihnen genehme Form kommen. Die sichere
Anwendung solcher Integralsitze wird wichtig werden in Ihrem Studium.

Wir wollen als erstes mit der Impulsbilanz anfangen. Sie ergibt sich
relativ trivial aus dem zweiten Newtonschen Axiom und lautet

%p(t) = F(r,1,t) mit p(t) = m(t)i(t).

Diese Gleichung verbal formuliert besagt, dass die zeitliche Anderung
des Impulses eines Massepunktes gleich der einwirkenden Gesamtkraft
ist. Fur den speziellen Fall, dass keine Kraft wirkt, also F = 0 folgt die
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Impulserhaltung

d

dt

Dies ist ein erstes Integral der Bewegungsgleichung. Es driickt den uns

p(t) =0 und p(t) = const..

bereits bekannten Sachverhalt aus, dass ein kraftefreier Massepunkt
sich mit konstanter Geschwindigkeit entlang einer Geraden im Raum
bewegt; oder er ist gar komplett in Ruhe. Die Einfachheit dieses funk-
tionellen Zusammenhangs soll nicht dariiber hinwegtduschen, dass ftir
Systeme bestehend aus mehreren Massepunkten sowohl die Impuls-
bilanz als auch die Impulserhaltung diese einfache Form nicht mehr
annehmen.

Wir beginnen zunéchst mit der Definition der Arbeit. Die Kraft die am
Masspunkt angreift, um ihn von einem Punkt P; nach P, zu bewegen,
verrichtet eine Arbeit. Fiir eine infinitesimale Verschiebung betrédgt die
infinitesimale Arbeit

dW = F - dr = |F||dr| cos ¢ = Fsds.

Hierbei ist ds = |dr| das Linienelement und ¢ der Winkel zwischen der
Kraft und dem Weg. F; ist die Kraftkomponente entlang der Richtung
des Weges. Eine negative infinitesimale Arbeit verlangt offensichtlich
einen stumpfen Winkel zwischen Kraft F und Verschiebung dr. Dann
muss offensichtlich Arbeit geleistet werden gegen die Kraft, um die
Verschiebung zur ermoglichen.

Die gesamte Arbeit, die geleistet wird, um den Massepunkt zwischen
zwei Punkten P; und P, zu verschieben, betrdgt demnach

W:/F-dr.
C

Sie ist demnach im Allgemeinen eine Funktion der Kraft, der Punkte
P; und P, und eine Funktion des gewahlten Weges.

Die Leistung ist definiert als die Arbeit die pro Zeiteinheit verrichtet
wurde

aw
P=— =F-t
a "
Zur weiteren Herleitung einer Bilanzgleichung beginnen wir mit
der allgemeinen, vektoriellen Bewegungsgleichung und multiplizieren
diese mit -i. Wir erhalten

mi(t) = F(rit) |-t
arey dm. .
mi(t) -+ = E(Er-r):F-r.
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Den Term in der Klammer bezeichnet man als die kinetische Energie
oder auch Bewegungsenergie
m. . m,. m o
T=_t1t=—|t]" = 0"
2 2 i 2
Wir erkennen an der obigen Gleichung, dass die zeitliche Anderung
der kinetischen Energie des Massepunktes gleich ist der Leistung der
einwirkenden Kraft am Massepunkt. Hier ist es wichtig zu beachten,
dass dies die Gesamtkraft ist:
aTr
_p
dt
Fiir eine verschwindende Leistung muss die kinetische Energie con-
stant sein:

P=0 — T = const.

Dies wire ein weiteres erstes Bewegungsintegral und driickt die Erhal-
tung der kinetischen Energie aus. Wenn die Gesamtkraft eine positive
Leistung erbringt (P > 0), muss dT > 0 sein. Wir beobachten einen
Zuwachs an kinetischer Energie.

Wir konnen diese differentielle Gleichung auch integrieren und
erhalten

2 2 2
/dT:/ Pdt:/ Fodr — T,—Ti=W.
1 1 1

Die Anderung der kinetischen Energie des Massepunktes zwischen
zwei Punkten auf seiner Bahnkurve entspricht gerade genau der gelei-
steten Arbeit der Kraft am Massepunkt.

Das Kraftfeld selbst kann unterschiedliche Eigenschaften besitzen.
Allgemein unterscheiden wir zwischen konservativen und nicht-konservativen
Kraftfeldern. Letztere werden auch als dissipative Kraftfelder genannt.
Deren Eigenschaften wollen wir im Folgenden diskutieren.

R Konservative Kraftfelder

Allgemein gilt, dass wenn man eine Funktion U finden kann, fiir die
gilt

so nennt man F eine konservative Kraft. Die Funktion U bezeichnet man
als das Potential oder die potentielle Energie. Im Allgemeinen besteht
aber das Kraftfeld aus einem konservativen und einem dissipativen
Anteil

F= FCOI'IS. + Fdiss.-
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Es gilt dann
ar . dU(r ;
E:F'r:_ di)"'Fdiss.'rr
d ,
E [T + U(I‘)] = Fyjss. - I-

Dieser Zusammenhang wird als Energiebilanz bezeichnet. Er besagt,
dass die zeitliche Anderung der mechanischen Energie der Leistung der
dissipativen Krafte entspricht. Die Energie E ist eine Erhaltungsgrofie,
wenn die dissipativen Kréfte (Fgy;ss. = 0) verschwinden

E =T+ U(r) = const.

%1‘2 + U(r) = E = const..

Die Grofie E bezeichnet hier die Gesamtenergie des Massepunktes.
Diese besteht aus potentieller und kinetischer Energie.

Wir wollen im Folgenden genauer diskutieren, unter welchen Vorr-
aussetzungen ein Kraftfeld konservativ ist bzw. welche weiteren Aussa-
gen wir tiber das Potential gewinnen konnen. Ausgangspunkte unserer
Uberlegungen war die Forderung, dass

du(r)

dt
a) Fir den Fall, dass die Kraft senkrecht auf der Geschwindigkeit des
Massepunktes steht, muss das Potential konstant sein.

= —F(r) - i

dr

a0

Flir — U=const. —

Hier wird keine Arbeit verrichtet, die kinetische Energie muss dann
fiir ein konservatives System zeitlich konstant sein. Ein Beispiel fiir
ein solches Kraftfeld wére die Lorentzkraft, welche ein geladenes
Teilchen in einem Magnetfeld erfihrt [F = g(krxB)] da#-F =
i-q(fxB)=0.

b) Wir kénnen die obige Ausgangsgleichung auch noch einmal explizi-
ter ausformulieren und finden

du(r) au. au. au, .
at —gx—i—@y—I—gZ—gradU T.

Daraus folgt
(grad U+F) -1 = 0.

Neben der Moglichkeit, dass das Skalarprodukt insgesamt verschwin-
det (den Fall haben wir gerade diskutiert), kann diese Gleichung
erfillt werden, wenn

F= —grad U
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gilt. Dies ist der fiir uns interessante Fall. Ein Kraftfeld ist konservativ,
wenn wir es als den negativen Gradienten einer skalaren Funktion
ausdriicken konnen. Dies verlangt, dass das Kraftfeld unabhéngig
sein muss von der Zeit und der Geschwindigkeit. Es gilt

ou ou ou
Fk=——, F=—— E=—F.
* ox’ Y ay’ ¢ 0z
Eine Kraft wird konservativ genannt, wenn sie als Gradient eines
skalaren Potentials darstellbar ist. Das Potential ist dabei nur bis auf

eine Konstante bestimmt. Die Wahl des Vorzeichens ist Konvention.

Ein Elementarsatz der Vektoralgebra besagt, dass die Rotation ei-
nes Gradientenfeldes immer verschwindet, rot grad ¢(r) = 0. Dies
gilt natiirlich im speziellen auch fiir das Potential. Daher muss ein
konservatives Kraftfeld auch wirbelfrei sein

rot F(r) = 0.

Oder anders ausgedrtickt, die Kraft hat immer ein Potential, wenn
sie wirbelfrei ist. Beachten Sie bitte, dass der Umkehrschluss nicht
gilt. Nicht jedes wirbelfreie Kraftfeld ist konservativ. Wie wir gleich
diskutieren werden, kénnen auch dissipative Kraftfelder wirbelfrei
sein.

Wir konnen auch die integrale Formulierung dieses Zusammenhan-
ges diskutieren

a) Wir betrachten dazu als erstes die geleistete Arbeit entlang eines
geschlossenen Weges.

W:fF-dr:—fgradll(r)-dr:—]{dU(r):—Uende—i—llanf:

Wir erkennen hier, dass konservative Kréfte auf geschlossenen Wegen
keine Arbeit leisten. Die Arbeit hingt dabei nicht vom Weg ab.

b) Wir konnen das auch mathematisch abstrakter formulieren, in dem
wir den Stokeschen Satz anwenden

/rotF(r)-df: %F-dr:O,

da die Forderung nach einer lokal verschwindenden Rotation sich
offensichtlich auch auf die globale Eigenschaft tibertragt. Beach-
ten Sie bitte, dass diese Argumentationskette nur in eine Richtung
funktioniert. Verschwindet die Rotation eines Vektorfeldes, dann ver-
schwindet das geschlossene Kurvenintegral tiber das Vektorfeld (im
konkreten Fall hier beschreibt dies eine verschwindende geleistete
Arbeit, W = 0). Die umgekehrte Schlussfolgerung ist aber nicht in
jedem Falle richtig. Falls W = 0 gilt, folgt daraus nicht automatisch,
dass rot F(r) = 0.



60 Dynamik eines Massenpunktes - Bilanzgleichungen

Zur Berechnung des Potentials miissen wir zunéchst aus der Uber-
priifung der Forderung rot F(r) = 0 sicherstellen, dass iiberhaupt ein
Potential existiert. Anschliessend konnen wir das Potential berechnen
mittels

U(r) — U(xy) = /r:du: f'/r:}:-dr’

Hier taucht das Potential U(ry) an einem Referenzpunkt ry auf, welchen
wir geeignet festlegen miissen. Erinnern Sie sich bitte, das Potential ist
selbst nur bestimmt bis auf eine Konstante. Sie konnen einen beliebigen
Wert addieren oder subtrahieren, ohne die resultierende Kraft zu veran-
dern. Es ist nur diese Kraft, die zu einer Bewegung des Massepunktes
fuhrt, so dass dieses Referenzpotential geeignet gewahlt werden kann.
Weiterhin ist das obige Integral wegunabhingig. Daher konnen Sie sich
auch einen geeigneten Integrationsweg aussuchen, um die Rechnung
moglichst einfach zu gestalten. Das Potential entspricht hier der Arbeit,
die gegen die Kraft verrichtet werden muss, um den Massepunkt von
rg nach r zu bringen.

Wegen der Unbestimmtheit des Potentials, kann dies in dem beliebig
gewihlten Bezugspunkt zu null gesetzt werden

U(rg) =0 — U(r):—/rrF-dr'.

Sehr hiufig wird dieser Bezugspunkt im Unendlichen gewdhlt, wo das
Potential auf null abgeklungen sein darf. Das muss aber nicht immer
S0 sein.

Der Wert des Potentials an einem bestimmten Raumpunkt entspricht
damit der Arbeit, um den Massepunkt gegen die Kraft von ry nach r
zu verschieben. Alternativ formuliert entspricht es auch der Arbeit, die
die Kraft bei der Verschiebung des Massepunktes von rg nach r leistet.

Das Potential muss man sich selbst als eine Art Gebirge vorstellen.
Hier wird jeder Koordinate ein spezifischer Funktionswert zugeordnet.
Dies ist vergleichbar zu einem Hohenprofil, welches allerdings nur zwei-
dimensionalen Koordinaten eine dritte skalare Grofie, die Hohe zuord-
net. Wenn Sie in topographischen Karten sehen, werden Ihnen sicherlich
gleich charakteristische Linien auffallen. Fiir den zwei-dimensionalen
Raum sind das Linien konstanter Hohe. Im drei-dimensionalen Raum
sind das Fldchen und sie beschreiben Fldchen mit einem konstanten
Potential. Man spricht dann von Aquipotentialflachen. Fiir die gilt

U = const. — dU = 0 auf Flache.

Es gib also keine Anderung des Potentials auf dieser Fliche. Nun
gilt aber

dU=grad U -dr=0 — dr lgradU — dr LF.
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dr ist hier ein Linienelement in der Fliche. Wir erkennen daraus, dass
die Kraft senkrecht auf den Aquipotentialflachen steht. An einem Mas-
sepunkt, der sich auf einer Aquipotentialflichen bewegt, wird keine
Arbeit verrichtet.

Im Gegensatz dazu beobachten wir den starksten Anstieg des Poten-
tials bei Bewegung in Richtung des Gradienten.

dr||F — dU = |grad U||dx|.

Wir sehen hier, dass die Kraft immer senkrecht auf Aquipotentialflichen
steht und in Richtung des grofiten Potentialgefilles zeigt.

Nichtkonservative (dissipative) Kriifte

Wir wollen im Folgenden exemplarisch explizit zeitabhdangige Kréfte
diskutieren

F =F(r,¢).

Diese sind also nur ein Beispiel fiir eine dissipative Kraft. Auch wenn
fur solche Krifte die Rotation verschwinden mag

rot F(r,t) =0
und ein explizit zeitabhédngiges Potential existieren mag
F(r,t) = —grad U(r, t),

gilt keine Energieerhaltung. Ein solches Kraftfeld ist nicht konservativ.
Man spricht aber trotzdem von einer Potentialkraft. Dies kann man wie
folgt beweisen

aTr

i F(r,t) -1 = —grad U(r,t) - £

Uy U au
ox; ot ot ' of

Wobei wir von der Einsteinschen Summenkonvention ausgehen und

eine virtuelle 0 dazu addiert haben. Nun sind aber die Terme — % % —
aa—LtI = - %I so dass wir schreiben kénnen

d ou

—(T+U) = —

aT+u =7

Wir sehen hier, dass die zeitliche Anderung der Gesamtenergie be-
stimmt wird durch die partielle Zeitableitung des Potentials. Dem
Massepunkt wird somit Energie zugefiihrt bzw. entzogen.

Dissipative Krifte sind allgemein charakterisiert durch F(r, t), F(r, i)
oder rot F(r) # 0.

Allgemein gilt immer

F= FCOHS-(r) + FdissA(rr I, t)
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Fcons.(l') = —grad U(r)
d .
- at (T +U) = Fyiss. - £ = Pyiss.-
Bei dem Vorgang der Dissipation wird mechanische Energie in andere
Energieformen umgewandelt.

Beispiele fiir Potentiale und Energiebilanz

1D harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator ist das kanonische System, welche im
Rahmen der klassischen Mechanik sehr ausfiihrlich diskutiert wird.
Man stellt ihn sich dort im Allgemeinen als einen Massepunkt vor,
welcher mit einer Feder (deren physische Details vernachldssigt werden)
mit einem Fixpunkt starr verbunden ist. Wendet man eine Kraft auf,
um den Massepunkt zunéchst aus seiner Ruhelage zu bewegen, wird
die Riickstellkraft der Feder den Massepunkt davon iiberzeugen wollen,
wieder in seine Ruhelage zurtickzukehren. Unter Vernachldssigung von
Dissipation, wird die sich dann ergebende Bewegung des Massepunktes
gerade eine harmonische Oszillation in der Auslenkung relativ zu
seiner Ruhelage sein. Die Beschreibung dieser Bewegung ist eine der
Grundprobleme der theoretischen Mechanik und wir werden diese im
Laufe des Kurses noch ausfiihrlicher diskutieren.

Die Bedeutung des harmonischen Oszillators speist sich aus der
Tatsache, dass in vielen anderen Teilgebieten der Physik dynamische
Grofien durch identische Gleichungen beschrieben werden. Ein Beispiel
dafiir ist der Strom in einem elektrischen Schwingkreis bestehend aus
einem Kondensator und einer Spule. Auch die Auslenkung eines nega-
tiv geladenen Elektrons relativ zu einem positiv geladenen Kern wird
mit Hilfe der gleichen Gleichung beschrieben. Aus dieser GrofSe konnen
Sie spéter die Permittivitdt berechnen; eine Materialeigenschaft die die
Ausbreitung elektromagnetischer Felder in einem Festkorper beschreibt.
Auch in der Quantenmechanik spielt der dann quantenmechanische
harmonische Oszillator eine wichtige Rolle. Er wird Ihnen also im Laufe
Ihres Studiums immer wieder begegnen. Wenn Sie den harmonischen

Oszillator verstanden haben, haben Sie sehr viel verstanden’. *Ich neige haufig zu der (leicht polemi-
schen) Aussage, dass Sie sehr gut durch

Die fiir uns wichtige Eigenschaft des harmonischen Oszillator ist ) o
Thr Studium durchkommen, wenn Sie die

die einer linearen Riickstellkraft bei einer kleinen Auslenkung. Was Fourier-Transformation beherrschen, wis-
Kklein ist, ldsst sich nicht in jedem Falls sagen, aber fiir ausreichend sen was eine Taylor-Reihe ist und wenn

. . . . .. Sie den h ischen Oszillat tan-
kleine Auslenkungen (Amplituden) ist diese Annahme fiir alle oben dfn }i?beirmomsc en Lsator verstan

genannten Systeme hinreichend genau erfiillt. Wir gehen von einem
eindimensionalen harmonischen Oszillator, bei dem eine Riickstellkraft
nur in eine Richtung wirkt

F = —kxe,
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mit k > 0 eine fiir die betrachtete Feder charakteristische Grofie, der
sogenannten Federkonstante.

Die Bewegungsgleichung des Massepunktes auf den eine solche
Kraft wirkt, lautet demnach

mi=—kx — ¥+wix =0 mitw]= %
Hierbei wird wy die Resonanz- oder die Eigenfrequenz genannt. Warum
dies so ist, werden wir spdter noch sehen. Wir mochten hier noch nicht
diese Bewegungsgleichung 16sen, sondern diskutieren zunéchst nur die
die Eigenschaften dieses Kraftfeldes.

Als erstes erkennen wir, dass die Rotation des Kraftfeldes verschwin-
det:

aﬂ:aﬂ:o — rotF=0.

ay 0z
Daher wissen wir, dass wir dem Kraftfeld ein skalares Potential zu-
schreiben konnen:

X X 1
U) =~ [ Ry’ = [kl = ke,
(x) /0 v (x")dx A Xdx' = Skx
Das Potential des harmonischen Oszillators ist eine quadratische Funk-
tion. Es ist ein konservatives System, fiir das Energieerhaltung gilt

1 k
mez + Exz = E = const..

Ein realer harmonischer Oszillator wird aber nicht bis in alle Ewigkei-
ten oszillieren bzw. sich bewegen, sondern wird irgendwann zur Ruhe
kommen. Er muss seine Energie verloren haben durch eine Wechselwir-
kung mit der Umgebung. Dies geschieht normalerweise durch Reibung,
bei der potentielle oder kinetische Energie in thermische Energie umge-
wandelt wird. Die Feder bzw. der Massepunkt nimmt Energie auf und
erwarmt sich. Dies wird auch als Dissipation bezeichnet. Eine mogliche
Dissipation kann als phdanomenologisch im einfachsten Fall als Riick-
stellkraft beschrieben werden, die proportional ist zur Geschwindigkeit.
Fiir eine vernachlédssigbare Geschwindigkeit wirkt offensichtlich keine
Kraft. Fiir eine endliche Geschwindigkeit muss die Kraft offensichtlich
auch endlich sein. Die Proportionalitdtskonstante v > 0 wird auch
Reibungskoeffizient genannt. Es gilt fiir die dissipative Kraft

Faiss = —ytey — X+ri+wix=0 mitr:%.

Die Kraft hangt explizit von der Geschwindigkeit ab, wir haben also
kein konservatives System. Die Kraft wirkt der Geschwindigkeit entge-
gen, versucht diese zu reduzieren, was die Wahl des Vorzeichens erklirt.
Die zeitliche Anderung der kinetischen und potentiellen Energie betragt

d . .
I (TH+U) =Fgiss -t = —'yxZ.
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Fiir den Fall, dass der Reibungskoeffizient keine Funktion der Ge-
schwindigkeit ist, 7(v) = 7 = const. spricht man von Stokescher
Reibung. Sie tritt auf bei schnellen Massepunkten oder bei Massepunk-
ten in zdhen Medien, bei sehr hoher Viskositit also. Im Gegensatz dazu
ist bei der Newtonschen Reibung der Reibungskoeffizient eine lineare
Funktion der Geschwindigkeit, (v) = yov. Ein solches Reibungsgesetz
ist anwendbar bei sich langsam bewegenden Massepunkte, z.B. einem
Fallschirm.

Homogenes Schwerefeld

Als homogenes Schwerefeld betrachtet man die Kraftwirkung auf
einen Massepunkt in Erdndhe. Man beschreibt das Problem dabei in
einem lokalen Koordinatensystem und geht davon aus, dass die Erd-
kriimmung lokal vernachlissigbar ist. Dann zeigt der Normalenvektor
der Erdoberflache in z-Richtung und eine Kraft wirkt nur in die negati-
ve z-Richtung. Sie hdngt nicht von der Position ab, was offensichtlich
eine Naherung nur anwendbar fiir die unmittelbare Erdoberfldche ist.
Beachten Sie bitte des Weiteren, dass hier das lokale System als Inertial-
system betrachtet wird, was, wie friither diskutiert, nicht richtig ist. Fiir
viele praktische Belange ist diese Annahme aber vollig ausreichend. In
Konsequenz betrachten wir keine Tragheitskrafte.

Das Kraftfeld der Erde wird dann beschrieben als

F = —mge,.

Die daraus dann resultierende Bewegungsgleichung lautet

mi=-mg — Z+g=0

Das Kraftfeld besitzt wieder eine verschwindende Rotation, da

%:%:0 — 1ot F=0.
oy ox

Das Potential berechnet sich zu
Z Z
U(z) = —/ Fdz :/ mgdz' = mgz.
0 0

Die potentielle Energie ist also proportional zur Hohe. Auf Grund des
konservativen Charakters des Kraftfeldes gilt wieder Energieerhaltung

1
Emzz +mgz = E = const..

Unter Berticksichtigung einer Stokeschen Reibung verdndert sich die
Bewegungsgleichung zu

Fgiss. = —v2e; — Z4124+9g=0 mitr:%.
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Die zeitliche Anderung der kinetischen und der potentiellen Energie
betrdgt demnach
d 2

E(T+u):Fdiss'f:_'YZ .

Der Massepunkt verliert also mechanische Energie, wie man an dem
Vorzeichen erkennen kann. Die Gesamtenergie verringert sich nattirlich
nicht. Es sind vielmehr die Teilchen des umgebenden Mediums, welche
die Energie aufnehmen.

Ausgangspunkt fiir die weitere Betrachtung ist wieder die vektorielle
Bewegungsgleichung, welche wir aber nicht skalar mit  multiplizieren
mochten, wie wir es getan haben um zur Energiebilanz zu gelangen,
sondern wir mit multiplizieren von links mit rx. Dadurch erhalten wir

mi = F(r,it) |rx

mrxi = rxF(rit).
Den Ausdruck auf der linken Seite konnen wir umformen mittels

E(rxr):rxr+rxr:rxr.

Der letzte Schritt folgt trivialerweise, da das Kreuzprodukt eines Vek-
tors mit sich selbst verschwindet. Daraus folgt als Bilanzgleichung

dL
E_M

wobei wir den Drehimpuls L definieren als
L=mrxi=rXxp.

Die GrofSe auf der rechten Seite der Gleichung wird als Drehmoment
bezeichnet und es berechnet sich zu

M=rxF.

Die Bilanzgleichung besagt, dass die zeitliche Anderung des Drehim-
pulses gleich ist dem einwirkenden Gesamtdrehmonent.

In diesen Gleichungen kann der Drehimpuls in Analogie zum Impuls
und das Drehmoment in Analogie zur Kraft gesehen werden. Warum
man hier verbal eine Verbindung zur Drehung herstellt, kann man sich
einfach vorstellen, wenn man sich die Kraftwirkung auf einen Masse-
punkt betrachtet, der starr fixiert ist zum Koordinatenursprung. Fiir ein
Kraft die in radialer Richtung angreift, verschwindet offensichtlich das
Drehmoment. Dieser Massepunkt wird nicht in Rotation versetzt. Greift
die Kraft senkrecht zur Ortskoordinate an, wird der mit dem Ursprung
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starr verbundene Massepunkt anfangen zu rotieren. Die Ebene in der
er rotiert steht gerade senkrecht zur Richtung des Kreuzproduktes aus
Orts und Kraft. Die dynamische Grofie die so gedndert wird ist gerade
genau der Drehimpuls. Dieser Impuls wird, umgangssprachliche diese
Drehung, ist wieder maximal, wenn der Ortsvektor senkrecht steht zum
Impuls.

Fiir den speziellen Fall eines verschwindenden Drehmoment (M = 0)
gilt Drehimpulserhaltung

dL =0 — L = const.

dt
Der Gleichung fiir den Drehimpuls mr X ¥ = const. ist dann eine
Konstante der Bewegung und die dazugehorende Differentialgleichung
stellt ein vektorielles Bewegungsintegral dar.

Die Bedingung fiir ein verschwindendes Drehmoment kann auf
zweierlei Arten erfiillt werden. Trivialerweise kann nattirlich die Kraft
verschwinden, F = 0. Der Drehimpulserhaltunssatz liefert dann aber
keinerlei weitere Erkenntnisse, die man nicht auch schon aus dem
Impulserhaltungssatz hétte gewinnen konnen. Interessanter ist der Fall,
wenn die Kraft F an jedem Raumpunkt parallel oder antiparallel ist zur
entsprechenden Ortskoordinate r. Solche Krafte heiflen Zentralkrafte.
In ihrer allgemeinsten Form lassen sie sich schreiben als

F(r, 1) :f(r,f,t)‘—i’.
In allen Zentralkraftfeldern gilt Drehimpulserhaltung. Dabei muss das
Kraftfeld selbst nicht notwendigerweise konservativ sein. Wenn es

konservativ ist, muss zusitzlich noch

floit) = f(r)
gelten.

Aus der Drehimpulserhaltung gibt es zwei interessante Konsequen-
zen, welche wir explizit erwdhnen wollen.

1. Die Bewegung des Massepunktes erfolgt in einer Ebene, welche
senkrecht zum Drehimpuls steht und die den Nullpunkt umfasst:

Lr=m(rxi)-r=0.
Dies ist eine Ebenengleichung durch den Nullpunkt.

2. Der Fahrstrahl tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen. Der
Fahrstrahl bezeichnet hier den Radiusvektor, welche den Koordina-
tenursprung mit der Bahnkurve verbindet. Das vektorielle Flachen-

element df der Flache aufgespannt durch r und dr ist gerade gegeben
durch

df = %rx dr.
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Die zeitliche Anderung betrigt dann

g = 1r X1 = iL

at 2 S 2m
Diese Geschwindigkeit wird auch als Flichengeschwindigkeit be-
zeichnet. Die zeitliche Anderung der Flichengeschwindigkeit ist

demnach gegeben als %' Unter der Annahme, dass Drehimpul-
serhaltung gilt, % = 0 folgt automatisch auch die Konstanz der

Flachengeschwindigkeit % = const.. Dieser Fldchensatz gilt fiir alle
Zentralkrafte.

Der Drehimpulserhaltungssatz (Flachensatz) ist mathematisch eine
Vektorgleichung und beinhaltet dementsprechend drei Konstanten
der Bewegung. Zwei dieser Konstanten definieren die Bahnebene
(im speziellen die Richtung der Normalen) und die dritte Konstante
legt den Betrag der Flichengeschwindigkeit in der Bahnebene fest.

Als Beispiel fiir eine Zentralkraft wihlen wir uns eine Bahnebe-
ne, die in der x-y-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems liegt.
Entsprechend hat der Drehimpuls nur eine z-Komponente wegen des
Kreuzproduktes

L = m (xy — yx)e..
Die konstante Flachengeschwindigkeit lautet demnach
Xy — yx = const..
Wir kénnen auch in der Ebene Polarkoordinaten benutzen. Diese wdren
r=pe, — i=pe,+ ppey.
Der Drehimpuls berechnet sich dann zu
L = mp*de,

Der Betrag der Flachengeschwindigkeit wird dann wiederum festgelegt
mittels

p?¢ = const..

Sie ist eine Konstante der Bewegung.
Abschliessend sei bemerkt, dass konservative Zentralkrifte sehr
héufig eine wichtige Rolle spielen. Sie lassen sich schreiben als

und das Potential berechnet sich dann zu

U(r) = — /0 F()dr.
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Der Fall, dass f(r) = —; betrdgt, taucht zum Beispiel bei der Cou-
lombkraft oder der Gravitationskraft auf. Mit der Wahl von U(c0) = 0
berechnet sich das Potential zu

ro r r
Fir die Bewegung in solchen konservativen Zentralkraftfeldern gilt
Energie- und Drehimpulserhaltung. Die Erhaltung des Drehimpulses
begrenzt die Bewegung in einer Ebene mit p?¢ = c. Aus der Energieer-
haltung ergibt sich

S (P+r?) -S=E

Dies ist eine Differentialgleichung fiir zwei Variablen. Nach Einsetzen
der Drehimpulserhaltung ergibt sich aber eine Differentialgleichung
erster Ordnung fiir eine Variabel:

2
m (., ¢ o
— —_— —7:E
2<r +r2> »

Aus der urspriinglichen zwei-dimensionalen Bewegung in der Ebene
wird effektiv eine ein-dimensionale Bewegung.



] Diskussion der Bewegungsgleichun-
gen I: Konservative Systeme

In diesem Kapitel wollen wir beispielhaft diskutieren, wie wir die
Bewegungsgleichung und vor allem die ersten Integrale (die vorher
diskutierten Erhaltungssitze) verwenden konnen, um die Dynamik
eines einzelnen Massepunktes zu beschreiben. Dabei ist die Betrach-
tung der Impulserhaltung von geringem Interesse. Fiir den Fall der
Impulserhaltung ist der Massepunkt keinem Kraftfeld ausgesetzt und
fuhrt lediglich eine geradlinig gleichformige Bewegung aus, welche nur
moglich ist in der Abwesenheit von Kriften. Die interessanten Félle
lassen sich aber erst beobachten fiir endliche Kréfte

m¢ =F # 0.

Dabher ist eigentlich nur die Betrachtung der Energie- und Drehimpulser-
haltung interessant. Wir werden diesen Erhaltungssitze im Folgenden
verwenden, um eine vollstindige Losung der Bewegungsgleichung zu
erhalten. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit konservativen
Systemen. In diesen gilt, dass die Kraft keine Funktion der Zeit und
der Geschwindigkeit ist

F(r,t,t) = F(r) = Feons.-

Im folgenden Kapitel behandeln wir ausgewihlte Beispiele dissipativer
Systemen.

Fiir den allgemeinen Fall einer linearen Bewegung darf die Kraft nur
eine Komponente besitzen. Die entsprechende Koordinate entspricht
der einzigen Richtung, in der eine nichttriviale Bewegung erfolgt. Wir
nehmen dafiir im Folgenden die x-Koordinate an:

F(r) = F(x)ey.

Das Potential ergibt sich dann mittels

U(x) = — / P,

0
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Die Rotation dieser Kraft verschwindet (rot F = 0). Wir erkennen
weiterhin, dass die Ortskoordinate parallel zur Kraft sein muss (r||F).
Daher ist auch die Geschwindigkeit parallel zur Ortskoordinate, da
eine Beschleunigung in eine andere Richtung nicht stattfinden wird
(r||t). Daraus ergibt sich ein verschwindender Drehimpuls und ein
verschwindendes Drehmoment (L = M = 0). Ein verschwindender
Drehimpuls beschreibt gerade genau eine lineare Bewegung, etwas,
von dem wir zu Beginn ausgegangen sind. Daher ist eigentlich nur die
Energieerhaltung interessant.
Fiir die gilt

S¥ 4 U(x) = E

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, die zur Bestimmung
der Bahnkurve gelost werden muss. Die Bahnkurve ist hier alleine
gegeben durch x = x(t). Wir konnen diese zunéchst schreiben als

(&) = 2w,

Die linke Seite der Gleichung ist immer eine positive Zahl. Fiir eine
Bewegung selbst muss daher E > U(x) gelten. Eine Bewegung in
Gebieten, in welche diese Ungleichung nicht erfiillt ist, ist nicht moglich.
Beispielhaft ist das Potential und die Energie sowie einige ausge-
wihlte Koordinaten zur weiteren Diskussion rechts zu sehen.
Erlaubte Gebiete fiir eine Bewegung in diesem beispielhaften Poten-
tial sind die, fiir die

x1<x<x und x3<x

gilt.

Diese Punkte werden als Umkehrpunkte bezeichnet, da die Ge-
schwindigkeit des Massepunktes in diesen Punkten ihr Vorzeichen an-
dert; die Richtung der Bewegung kehrt sich um. Dabei sind x; und x
Umkehrpunkte zwischen denen der Massepunkt eine periodische Bewe-
gung austiben wird. Fiir eine Bewegung aus dem unendlichen(x = o)
wiirde der Massepunkt am Punkt x3 reflektiert werden. Die Potential-
barriere zwischen x; und x3 hindert den Massepunkt daran, in andere
Raumgebiete zu gelangen.

Weitere charakteristische Punkte sind Ruhepunkte. Das sind Punkte
im Raum, an denen keine Kraft auf den Massepunkt wirkt:

F=0 — aa_ 0.

dx
Eine Massepunkt der sich dort befindet und eine verschwindende Ge-
schwindigkeit hat, wird fiir immer an diesem Punkt bleiben. Wenn die
verschwindende Ableitung des Potentials zu einem Maximum gehort,

1

T2

z3
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sprechen wir von einer instabilen Ruhelagen. Eine winzig kleine Sto-
rung, d.h. eine winzig kleine Auslenkung aus der Ruhelage, wird zu
einer Kraft fiihren, die den Massepunkt von der Ruhelage wegbeschleu-
nigt. Mit fortschreitender Zeit wird sich der Massepunkt daher von
diesem Punkt entfernen. Umgangssprachlich wiirde man sagen, der
Masspunkt rollt den Potentialberg hinab. Diese kleine Storung kann
verursacht werden durch einen anderen Massepunkt, der eine Kraft
austibt, welche so klein ist, dass deren Betrachtung normalerweise nicht
berticksichtigt werden braucht. Diese storende Kraft miisste explizit
eine Funktion der Zeit sein, da ansonsten sie nur zu einer Verschiebung
der Ruhelage fithren wiirde. Man spricht hier von einer Rauschquelle.

Im Gegensatz dazu entspricht der Punkt, in dem die Ableitung des
Potentials einem Minimum besitzt, eine stabile Ruhelage. Eine kleine
Auslenkung aus der Ruhelage bewirkt eine riickstellende Kraft, welche
den Massepunkt zuriick zu seiner Ruhelage beschleunigt. Zeitlich ver-
dnderliche Rauschquellen haben daher keinen Einfluss und die Position
des Massepunktes ist stabil. Dies ist eine wichtige Erkenntnis. Masse-
punkte streben immer dem Potentialminimum entgegen; sie versuchen
ihre potentielle Energie zu minimieren.

Die Bewegungsgleichung leicht umgeformt ergibt

x:%:iw%w—mmy

Beachten Sie bitte immer, wenn Sie die Wurzel ziehen kann das Vor-
zeichen mathematisch sowohl positiv als auch negativ sein. Erst durch
physikalische Uberlegungen konnen Sie das richtige Vorzeichen identi-
fizieren. Wir separieren die Variablen und erhalten

dx

dt =t —m—oouo-——.
w [E—U(x)]

Dies Gleichung konnen wir integrieren und erhalten

t:d@:i/{——ﬁl——
Po \J2E-U()]

Die Energie und die obige Integrationskonstante entsprechen den bei-

+ const..

den Konstanten die benotigt werden zur allgemeinen Losung der Be-
wegungsgleichung, welche eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
ist.

Die Umkehrfunktion x = x(t) der obigen Gleichung entspricht
gerade genau der gesuchten Bahnkurve. Eine weitere Diskussion ohne
Angabe einer konkreten Kraft bzw. des dazugehorenden Potentials
ist nicht moglich. Wir werden daher im Folgenden einige wichtige
Beispiele diskutieren.
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Den harmonischen Oszillator diskutierten wir bereits und haben mo-
tiviert, dass er charakterisiert ist durch eine lineare Riickstellkraft
mit negativem Vorzeichen, welche zu einem quadratischen Potential
U(x) = %xz fithrt. Die Energieerhaltung liefert uns eine Differentialglei-
chung erster Ordnung

mo, koo E

Ex +§x =

zur Beschreibung der Bewegung. Wir nehmen als Anfangsbedingung
an, dass der Massepunkt sich in Ruhe befindet [x(ty) = 0] und sich zu
diesem Zeitpunkt bei x(ty) = x¢ = a befindet. Das fixiert die Energie
zu

E = gaz.

Damit konnen wir Differentialgleichung 16sen und erhalten

L

m 2 _ 2
k X dx
—t(x) = — 2 arcsin (f) — arcsin(1) = arcsin (E) _I
m a az _ x/2 a a 2

X
arcsin (E) = wot +

NN

x s

— =sin (wot—l— —) .

a 2
Das positive Vorzeichen ist hier gewéhlt worden, da die Zeit nur posi-
tive Werte annehmen sollen. Wir betrachten also eine Bewegung, die
vorwarts in der Zeit ablduft. Wir haben hier auch wieder die frither
bereits eingefiihrte charakteristische Frequenz des Oszillators benutzt.
Das finale Ergebnis lautet somit

x = acos(wpt).

Dies ist eine zeitharmonische Bewegung um die Ruhelage. Die maxima-
le Amplitude der Auslenkung ergibt sich dabei aus der Anfangsenergie,
welche zum Schluss durch die Anfangskoordinate gegeben ist.
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Das entsprechende Kraftgesetzt haben wir bereits kennengelernt. Fiir
die Gravitationskraft gilt

mM r
F(r) = fGr—z;.
Wir betrachten die Kraft in Erdnidhe und postulieren eine Kraft die nicht
von der x- und y- Koordinate abhéngt. Dieses homogene Kraftfeld ist
dann nur eine Funktion der z- Koordinate und zeigt auch nur in die
z-Richtung. Es gilt
2
F(r) = —sz—zMeZ = —mglz%ez
mit der Gravitationskonstante g = %ﬁd Grofs geschriebene Groflen
bezeichnen hier die Masse und den Radius der Erde. Das Potential
ergibt sich aus der negativen Ableitung der Kraft zur z-Koordinate und
betragt
R2
U(z) = —mg—.
Die Kraft hangt wieder nicht von der Zeit und auch nicht von der
Geschwindigkeit des Massepunktes ab. Fiir eine solche konservative
Kraft gilt wieder Energieerhaltung

2

R

2

—mg— = E.
mg—

1 .
Emz
Mit den Anfangsbedingungen z(tp) = zgp = h und 2z = 0 ldsst sich die
Energieerhaltung integrieren und wir erhalten als allgemeine Losung

1.2 R _  _R?
22787 = 8w

_ 1 dz'
t= :I:\/2>gR f Vz-1-p-1

Ohne diese Gleichung weiter l6sen zu wollen, konnen wir einige inter-

~+ const..

essante Fragen beantworten mit Hilfe des Energiesatzes. Zum Beispiel,
wie grof3 ist die Einschlaggeschwindigkeit eines Korpers, der aus dem
Unendlichen kommt z = R, h = 00? Aus der Energieerhaltung erhalten

WIr
1, R
27 8 =0

2 =0 =2¢R — v=/2gR ~ 11.2km/s.

Wir kénnen auch fragen, bei welcher Anfangsgeschwindigkeit wird
ein Massepunkt die Erde verlassen konnen? Die Anfangsbedingung
wire hier zg = z; = h = R und die gesuchte Anfangsgeschwindigkeit
z = v,. Die Anfangsenergie wire entsprechend

1
Emv% —mgR = E,.
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Der Massepunkt hat das Erdfeld verlassen, wenn er unendlich weit
kommt (z, = o0). Dann darf er auch eine vernachlédssigbare Geschwin-
digkeit haben (v, = 0) so dass er dann auch keine Energie mehr besitzt

0-0=E.
Aus Energieerhaltung folgt
E.=E,

und wir konnen die notwendige Anfangsgeschwindigkeit berechnen
als

v2 =29R — v, =/2¢R

Diese Geschwindigkeit wird auch als zweite kosmische Geschwin-
digkeit oder auch als Fluchtgeschwindigkeit bezeichnet. Die Flucht-
geschwindigkeit am Aquator fiir die Erde ist offensichtlich identisch
zur Geschwindigkeit eines Massepunktes aus dem Unendlichen mit
verschwindender Anfangsgeschwindigkeit.

Eines der klassischen Probleme der Mechanik ist das Studium der Pla-
netenbewegung. Dies ist ein an sich beliebig kompliziertes Problem,
da im Grunde beliebig viele Himmelskorper in der Betrachtung be-
riicksichtigt werden miissen, da sie im Zweifel alle eine endliche, wenn
auch in den meisten Féllen vernachldssigbar kleine Kraft gegenseitig
aufeinander ausiiben. Um dieses Problem angehen zu kénnen, miissen
wir es vereinfachen. Wir miissen Annahmen treffen, die es uns erlauben,
auf mathematisch einfachem Wege alle fiir uns relevanten observablen
Phanomen korrekt zu beschreiben und vorherzusagen.

Die erste Annahme die wir treffen konnen ist die, dass wir uns
zundchst nur auf Planeten in unserem Sonnensystem beschrénken. Alle
anderen Sterne und Planeten sind zu weit weg, als dass die von Ihnen
verursachte Gravitationskraft einen Einfluss hitte. Weiterhin ist die
Masse der Sonne (M = 1.989 x 10*° kg) um drei Zehnerpotenzen groBer
als die Masse des schwersten Planeten im Sonnensystem (Jupiter mit
1.898 x 10%’kg), so dass das Kraftfeld in dem sich die Erde (m = 5,973 x
10%*kg) bewegt dominiert wird durch die Sonne. In erster Naherung
konnen daher andere Planeten vernachlédssigt werden und das Problem
reduziert sich auf ein Zweikorperproblem. Wie dieses Problem gelost
wird, werden wir im Laufe der Vorlesung noch diskutieren. Wir werden
hier das Problem noch weiter vereinfachen und 16sen das Problem unter
der Annahme, dass die Masse der Erde vernachldssigbar klein ist und
so keine Kraft auf die Sonne wirkt. Die Sonne ruht daher. Die Erde
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selbst bewegt sich unter dem Einfluss des Kraftfeldes verursacht durch
die Sonne. Die Bewegungsgleichung lautet

mi =F
und die Kraft ist gegeben durch

F=-GgMMr
r:or
Die Kraft ist somit eine konservative Zentralkraft. Ich mochte kurz
anmerken, dass eine solche Sequenz von Naherungen auch in ande-
ren Teilgebieten der Physik wichtig ist. In der Atomphysik, wenn die
Bewegung eines Elektrons um den Atomkern diskutiert wird, kann
ebenfalls die Masse des Kerns als sehr viel grofier angenommen werden
als die des Elektrons. Dann kann die Bewegung des Elektrons um den
Atomkern diskutiert werden unter dem Einfluss der (elektrostatischen)
Coulombkraft. Diese Ndaherung wird als Born-Oppenheimer-Naherung
bezeichnet.

Bevor wir das konkrete Problem der Planetenbewegung diskutieren,
wollen wir allgemein die Bewegung eines Massepunktes unter dem
Einfluss einer konservativen Zentralkraft diskutieren. Diese ist gegeben
als

F=f(r);

und ein dazugehorendes Potential kann berechnet werden mittels

U(r) = —/rorf(r’)dr’.

Beachten Sie bitte, wir gehen davon aus, dass das Potential im Refe-
renzpunkt ry verschwindet. Falls dies nicht der Fall ist, miissten Sie den
Term U(rp) noch dazu addieren. Dieser konstante Term im Potential hat
aber keinerlei Einfluss, da die physikalische beobachtbare Grofie, die
Kraft, nur definiert ist {iber den negativen Gradienten des Potentials.

An dieser Stelle soll die Funktion f(7) noch nicht weiter spezifiziert
werden. Wir postulieren aber, dass das Potential berechnet werden
kann fiir einen konkreten funktionellen Verlauf der Zentralkraft als
Funktion der Radialkoordinate und somit als gegeben angenommen
werden kann. Es gilt Energie- und Impulserhaltung. Wir haben friiher
bereits diskutiert, dass die Bewegung des Massepunktes in einer Ebene
verlduft. Was genau konnen wir aber tiber die Bewegung aussagen? Das
Problem soll im Folgenden in Polarkoordinaten beschrieben werden,
welche jeden Punkt in der Ebene adressieren konnen.

Die Energieerhaltung gibt uns das folgende 1. Integral

% (1"2 —|—r2<j>2> +U(r)=E.
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Aus der Drehimpulserhaltung erhalten wir

. . L
L=mr’p — = —
mre¢ ¢ po

Beides ineinander eingesetzt und ausmultipliziert ergibt

m ) L2 .

> (1’ + 1’)121’2> + U(T) = E
m o 12
— — = E.
2" + 2mr? +u(r)

Die drei Terme auf der linken Seite driicken drei unterschiedliche Arten
von Energie aus. Der erste Term ist die Radialenergie. Sie entspricht der
kinetischen Energie fiir eine Bewegung in radialer Richtung. Der zweite
Term ist die Rotationsenergie. Und der dritte Term ist die potentielle
Energie.

Die letzten beiden Terme konnen wir zusammenfassen zu einem
effektiven Potential Uy (7), da beide Terme lediglich eine Funktion der
Radjialkoordinate sind:

2

L
Uee(r) = 2 T u(r).

Damit konnen wir die Bewegungsgleichung wieder unter Ausnutzung
der Erhaltungssitze auf eine Differentialgleichung erster Ordnung
reduzieren fiir eine Bewegung im ein-dimensionalen Raum, der Radial-
koordinate als Funktion der Zeit. In dieser Koordinate sind dann alle
Informationen zur genauen Bahnkurve des Massepunktes enthalten.

2 (£~ Upg(r)].

M2 fUgg(r) = E — 1=+ =

2

Eine physikalisch sinnvolle Bewegung fiir den Massepunkt kann wieder o
nur in den Raumgebieten erfolgen, in denen das effektive Potential ‘

kleiner ist als die Energie E. Einen typischen Verlauf, wie er auch beim

l T'min Tmax

Gravitationspotential auftritt, ist in der Abbildung nebenan zu sehen.

Zur Diskussion der Bewegung kénnen wir zwei charakteristische

Fille unterscheiden.

1. Energie E;

Hier ist der erlaubte Bereich fiir eine Bewegung der fiir den gilt
Tmin <7 < "max,

Der Massepunkt wird dann eine periodische Bewegung zwischen
den beiden Abstdnden durchfithren. Aus der Forderung dass U <
E sein soll, ergibt sich aus der Forderung

Ugr=E — 7#=0

Ey
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gerade genau die Definition eines Umkehrpunktes. Der Massepunkt
hat dort eine verschwindende Geschwindigkeit. Im Allgemeinen
wird der Massepunkt keine geschlossene Bahnkurve besitzen son-
dern Rosetten beschreiben. Geschlossene Bahnkurven lassen sich
nur fiir den Spezialfall beobachten, dass das Potential entweder pro-
portional ist zu % oder proportional zu 2. Dann wiirden Ellipsen
beschrieben werden.

2. Energie E;

Fiir eine Energie groer als das Potential im unendlichen (hier zu
null gesetzt), findet eine Bewegung im Raumgebiet

Tmin < 7

statt. Fiir E > Ulg(c0) fiihrt eine Bewegung aus dem Unendlichen un-
weigerlich zu einer Umkehr an dem Umkehrpunkt [E = Ueg(7)] und
eine Bewegung zurtick ins Unendliche'. Im Umkehrpunkt dndert
sich gerade wieder das Vorzeichen von %. Fiir den Fall E = Ugg(o0)
ist die Bewegung eine Parabel. Fiir den Fall E > Ug(oo) ist die
Bewegung eine Hyperbel.

Wir wollen die Bewegungsgleichung nun integrieren. Formal erhal-
ten wir

B dr’
- / & [E— Uege(r')]
dr

Beachten Sie bitte, am Umkehrpunkt U = E ist zwar §; = 0, dies

-+ const..

ist aber nicht gleichbedeutend mit der Tatsache, dass der Massepunkt
in Ruhe ist und keine Geschwindigkeit besitzt. Lediglich die Radial-
koordinate dndert sich nicht. Der Massepunkt hat immer noch eine
Winkelgeschwindigkeit.

Der allgemeine Losungsweg ist der, dass das obige Integral gelost
werden muss um explizit die Zeit als Funktion der Radialkoordinaten
zu erhalten [t(r)]. Mit der Umkehrfunktion wiirde man die Radial-
koordinate als Funktion der Zeit erhalten [r(#)] und somit (iiber die
Drehimpulserhaltung) wiirde man den Winkel ¢ als Funktion der Zeit
erhalten [¢(#)].

Hier gehen wir einen anderen Weg und l6sen explizit ¢(r) um dann
r(¢) zu berechnen. Dazu betrachten wir

dr _drdp _dr L
dt  dedt  domr?
Daraus ergibt sich

dr mr? _ mrz [2

%ZrL =7 %[E_Ueff(”)]

* Oder wie es Buzz Lightyear sagen wiir-
de, bis zur Unendlichkeit und dariiber
hinaus.
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L dr

dp— =
" 12\ 2 [E = Uegt(r)]

L dr’
T / r2\/ & [E— ueff(r/)}.

Fiir ein gegebenes Potential liefert uns die Losung dieser Gleichung
¢(r). Diese Gleichung kann invertiert werden, um die Bahnkurve r(¢)
zu definieren. Zusammen mit der obigen Losung von £(r) bzw. r(t) ist
damit auch ¢(t) bestimmt. Eine weitere Losung der Gleichung ist nur
moglich nach konkreter Angabe der Radialabhingigkeit der Zentral-
kraft. Dies werden wir im Folgenden gleich fiir die Planetenbewegung
diskutieren.

Abschliessend sei noch kurz diskutiert, dass der Term % im effek-
tiven Potential, fiir L # 0 entscheiden dafiir ist, dass der Massepunkt
nicht ins Zentrum des Kraftfeldes gelangt. Dieser Term wird haufig
auch als Zentrifugalenergie bezeichnet.

Der Masspunkt féllt nur dann ins Zentrum der Zentralkraft, wenn
das radiale Potential fiir kleine Radien gentigend schnell gegen —oo
divergiert. Um die Anforderungen an die Schnelligkeit der Divergenz
zu identifizieren, betrachten wir eine Bahnkurve fiir den Masspunkt,
welche dem Koordinatenursprung entgegenstreben soll, ¥ — 0. Das
Quadrat der Geschwindigkeit muss, damit diese physikalisch bleibt,
eine positive Zahl sein, also #* > 0. Mit dem ersten Integral der Ener-

gieerhaltung
2 L
P= UM =5 >0

folgt die Forderung

2 L? 2
u — < Er-.
r-U(r) + o < Er

In dieser Ungleichung kann r nur dann null werden, wenn

2 L?

u _=

4 (7’) r—0 " 2m
erfiillt ist. Diese Ungleichung ist erfiillt, wenn das Potential ein nega-
tives Vorzeichen hat und mit einer Potenz grofier als —2 als Funktion
der Radialkoordinate abfallt, U(r) o —rln mit n > 2. Dann strebt das
Potential ausreichend schnell gegen —co. Fiir den Fall n = 2, muss das
Potential einen funktionellen Zusammenhang der Form U(r) = -
mit & > % besitzen, damit der Massepunkt in den Mittelpunkt des

Zentralkraftfeldes stiirzt.
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Wir wollen das eben diskutierte nun konkretisieren und anwenden auf
den speziellen Fall der frither diskutierten Bewegung eines einzelnen
Planeten unter Einwirkung der Gravitationskraft der Sonne, welche
als raumlich nicht verdnderlich angenommen wird. Eine vergleichbare
Diskussion konnte man auch durchfiihren bei der Betrachtung der
Bewegung eines Elektrons um den Atomkern unter Berticksichtigung
der Coulombkraft. Die entsprechenden Zentralkraftfelder lauten
mM r R?r
F(r) = -G——- = —mg—-
(x) r2or M8y
fur die Gravitationskraft und
Ze’x
F(r) =+—-
(x) r2r
fiir die Coulombkraft. Im letztern Fall muss ein negatives Vorzeichen
gewdhlt werden fiir den Fall, dass die Ladungen ein unterschiedliches
Vorzeichen haben (wie es der Fall ist bei der Beschreibung der Bewe-
gung eines Elektrons um den Atomkern). Prinzipiell kann die Kraft
aber auch ein positives Vorzeichen besitzen, falls die beiden beteiligten
Ladungen das gleiche Vorzeichen haben.
Das zugehorige Potential zur Gravitationskraft lautet

U(r) = —c@.

Das effektive Potential lautet dann

Ueg(r) = % - G@
und die Bewegungsgleichung (1. Integral), welche sich aus Energie-
und Drehimpulserhaltung ergibt, lautet

%1”2 - G@ + % —E
Wir werden nun die frither allgemein diskutierten charakteristischen
Grofien genauer bestimmen.

P Rs Potentialminimum

Die Position des Minimum des Potentials ergibt sich aus der Forderung
einer verschwindenden ersten Ableitung. Genauer gesagt, konnte dies
dann auch noch ein Maximum sein. Aus dem allgemeinen funktionellen
Zusammenhang wissen wir aber, dass dies ein Minimum ist:

AU (1) L2 mM

R

3
mry ry
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Daraus ergibt sich

12 G2?m3 M2 GmM
=m  Uerll) === =

Die Position des Minimum des Potentials ist proportional zum Qua-

Toik

drat des Drehimpulses. Bei diesem Abstand besitzt der Massepunkt
die grofite Radialgeschwindigkeit. Eine weitere Diskussion der Bewe-
gung des Massepunktes verlangt eine Fallunterscheidung beziiglich
der Energie E.

1. Ueff(k) <E<O

Diese Forderung ist identisch zu —1 < % < 0. Der Massepunkt

wird dann eine periodische Bewegung in radialer Richtung zwischen
noch zu bestimmenden Umkehrpunkten durchfiihren. Fiir den extre-
men Fall, dass E = Ueg(k) ist, wird # = 0. Der Massepunkt besitzt
dann die fiir eine Bewegung minimale mogliche Energie und er wird
eine Kreisbewegung durchfiihren

2. 0<E

Der Massepunkt wird, wie frither diskutiert, eine Bewegung ins
Unendliche durchfiihren.

Umkehrpunkte

Die Umkehrpunkte sind gerade definiert durch

ueff (rex) =E
Mit
L2 G mM

U, = —
eff (rex ) m rgx Fox

1 ,GeM 1 2m
2 L2 rex L2

=E

ergibt sich mit
L2 2m 2
= — — _— = —
Gm?M L2 kGmM
die folgende Gleichung

1 21 1 2Ek
ffffff 0.

k

Diese quadratische Gleichung aufgelost ergibt fiir die Position der

Umkehrpunkte
1 1 2Ek 1
— = |1£/1+ —— | =-(1%£
Tex k + GmM k ( €)
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wo wir € (die Bedeutung als Exzentrizitidt wird spéater noch deutlich)
definiert haben als

e=1/1+ 72Ek
Yy GmM’

Damit ergeben sich als explizite Koordinaten fiir die Umkehrpunkte

1 1 1 1
=_-(1+e und =-(1-€
Tmin k ( ) Tmax k ( )
1 "
Tmin = i und "max = 1 _Oe
Der Wert € = 0 wird erreicht fiir E = — %, was genau der minima-

len Energie entspricht, welche dem Minimum des effektiven Potentials
entspricht. Wir hatten bereits diskutiert, dass der Massepunkt dann
eine Kreisbahn beschreibt. Dies wird gerade auch reflektiert durch
die Tatsache, dass die beiden Umkehrpunkte zusammenfallen. Eine
begrenzte, periodische Bewegung wird der Massepunkt fiir 0 < e <1
beschreiben. Fiir € = 1 wiirde der maximale Umkehrpunkt gerade ge-
nau im unendlichen liegen. Entsprechende beschreibt der Massepunkt
eine unbegrenzte Bewegung fiir € > 1.

BBl Bewequngsgleichung

Wir wollen jetzt die eigentliche Bewegungsgleichung losen. Wir kénnten
hierfiir die Gleichung

L dr’
o= L
m / 12/ 2 [E — Ue(r')]

nehmen und 16sen. Wie frither bereits angedeutet, ist das aber kompli-
ziert und fiir das spezifische Problem nicht ganz giinstig. Wir gehen
hier einen anderen Weg und fithren zunéchst den reziproken Abstand

s als neue Variabel ein
1
s=_ = s=s(p) — r=r(¢p).
Der Drehimpulserhaltungssatz sagt uns wieder, dass

L = mr*p.

Damit folgt fiir die partielle Ableitung

ds ,  dsdt ds1 d (1 mr?
ap dtd¢dt¢dt<r)L
_ l,mrz_ m.
L A
L,
- F=——s5
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Diesen Ausdruck konnen wir wiederum in den Energiesatz einsetzen

und erhalten

LZ

% (Slz + 52> - GmMS == E
Gm*M 2mE
2 2 _
S + ST — 2 L2 S — ?
2 2mE
2 2 _
SR S A

Diese Gleichung differenzieren wir nun ein weiteres Mal nach ¢ und
erhalten

§'s' 455’ — 25’ =0 — &' 45— 2=0.

k k

Das ist die finale Bewegungsgleichung eines Massepunktes im Gravitati-
onsfeld. Beachten Sie bitte, dass wir im letzten Schritt streng genommen
s" ausgeklammert haben, so dass s’ = 0 ebenfalls eine Losung der Ur-
sprungsdifferentialgleichung ist. Diese Losung brauchen wir aber nicht
weiter zu beriicksichtigen, da sie in der im Folgenden dokumentierten
inhomogenen Losung enthalten ist.

Die Losung der obigen Differentialgleichung setzt sich aus der Lo-
sung der inhomogenen und der homogenen Differentialgleichung zu-
sammen

s(p) = Sinhomogen(‘P) + Shomogen(‘P)'

Die Losung der homogenen Gleichung lautet
s(¢) = Asin¢g + Bcos¢.

Die Losung der inhomogenen Gleichung lautet

s(¢) = %

Die Gesamtlosung ist daher

s(¢p) = % + Asing + Bcos ¢

Im Folgenden mdiissen wir noch aus den beiden Anfangsbedingungen
die beiden Integrationskonstanten A und B bestimmen. Wir legen zu-
néchst fest, dass der Winkel ¢ = 0 dem Winkel entspricht, welcher der
Massepunkt am sonnenndchsten Punkt ri, annimmt. Dort wird ent-
sprechend die Funktion s(r) maximal. An diesem Punkt verschwindet
zunéchst einmal per Definition die Anderung des inversen Abstandes
als Funktion des Winkels. Beachten Sie bitte, dies gilt sowohl fiir eine
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periodische Bewegung des Massepunktes als auch fiir eine Bewegung
des Massepunktes aus dem unendlichen:

§'(0) =0= A.

Wir setzen dann einfach ein und benutzen unser fritheres Wissen des
minimalen Abstandes

.1 1+e 1 €
S((P_O)_rmin_  —F B — B=p

Fiir die inverse Bahnkurve bzw. die Bahnkurve ergeben sich dann die
folgenden Gleichungen als finales Ergebnis

1 1 k

2 =-0 -
r k( Fecosp) v 1+ €ecos¢

Das ist die Gleichung fiir Kegelschnitte in ebenen Polarkoordinaten.
Die Parameter € und « sind definiert als

Da die Exzentrizitdt ausschliesslich tiber die Energie bestimmt wird,
bestimmt sie schlussendlich die Bahnform. Der Drehimpuls definiert
hingegen den Ort der grofiten Geschwindigkeit (¢ = 71/2). Zur Diskus-
sion der Bahnform machen wir die folgende Fallunterscheidung.

a) e=0

Wie frither diskutiert, erfolgt die Bewegung des Massepunktes dann
auf einer Kreisbahn. Die Energie betragt

g GmM _ Gm’M
2k 212

b) 0<e<1

Die Bahnkurve beschreibt eine Ellipse. Die Energie kann im folgen-
den Interval sich befinden

GmM
———— <E )
ok <E<O

c)e=1
Die Bahnkurve beschreibt eine Parabel. Die Energie muss verschwin-

den, E = 0.

d) € > 1 Die Bahnkurve beschreibt eine Hyperbel. Die Energie muss
grofler sein als null, E > 0.
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Damit ist das Gesamtproblem gelost. Unter Umstdnden mochte man
jetzt lediglich noch explizit die Zeitabhédngigkeit berechnen. Dazu neh-
men wir die Gleichung

_dg L
Tt T mr2(¢)

¢ — () = % / d¢'r*(¢') + const..
Nach Losen dieser Gleichung haben wir (¢). Die Umkehrfunktion
liefert dann ¢(t). Diesen Ausdruck kénnen wir dann in r(¢) einsetzen
und wir haben auch einen expliziten Zusammenhang fiir (t).

Wir wollen im Folgenden die Bewegungsformen noch einmal genau-
er diskutieren. Wir konzentrieren uns auf Ellipse und Hyperbel.

a) Ellipse

Eine Ellipse beschreibt allgemein den geometrischer Ort aller Punkte,
fur die die Summe der Abstédnde von zwei Brennpunkten konstant (=
2a) ist. In unserer Betrachtung befindet sich die schwere Masse in einem
dieser beiden Brennpunkte. a bezeichnet hier die grofle Halbachse der
Ellipse (die Hélfte der maximalen Ausdehnung). Die kleine Halbachse
bezeichnen wir mit b. Fiir eine Ellipse gilt der Zusammenhang

b =a® —é?
mit e dem halben Abstand zwischen den beiden Brennpunkten. Der
sonnenndchste Punkt befindet sich bei
_k
14€

min = (¢ =0) =a—e

Der sonnenfernste Punkt befindet sich bei

k
1—¢€

fmax =1 =7) =a+e=

In beiden Gleichungen kénnen wir k isolieren und die beiden anderen
Seiten der Gleichung dann entsprechend gleichsetzen. Das fiithrt zu
einem Ausdruck fiir die Exzentrizitit als Funktion der Grolen der
Ellipse

e
€= —.
a

Damit ergeben sich fiir einige der oben genannten Grofien
tmin =a—e=a(l—¢)

P=d>—e=a*(1—¢)(1+e€) =a(l+e)rmn = ak.

Daraus folgt fiir das Verhiltnis der Halbachsen

P RoI2
w7 —Uemn = o= Ey



85

Wir versuchen im Folgenden die Halbachsen als Funktion von Energie
und Drehimpuls auszudriicken. Dazu betrachten wir den Energiesatz
bei ¢ = 0. Wir berechnen als erstes

(9= 0) = Fmin = —-5'(§ = 0) =0

Der letzte Punkt ergibt sich aus der Tatsache, dass dieser Punkt rmin
ein Umkehrpunkt ist. Der Energiesatz lautet dann

2
E="2 —GmM+L:GmM< k —1)

min
2 Tmin 2mr%nin 2rrznin min

dak= GrﬁizM Wir kéonnen diesen Ausdruck weiter manipulieren und
erhalten so (mit a> — e? = ak)

k—2(a—e 2= _og—¢
o (5525) —om (5200
B a? —e? —2a(a—e)
= oM (S )
_ GmM
- 24
L2

. 2
Zusammen mit % =

o7 lassen sich so die grofie und kleine Halbach-
se als Funktion der Energie und des Drehimpulses berechnen mittels

__GmM und b = L]
2E V2mE'

Die grofie Halbachse ist also durch die Energie festgelegt, die kleine
Halbachse durch Energie und Drehimpuls.

Nun wollen wir zum Schluss noch die Umlaufzeit berechnen und
diese ins Verhiltnis setzen mit den Lingen der Halbachsen. Der Fla-
chensatz lautete

ad_ 1y a1

dt  2m at 2m
Separation der Variabeln und integriert tiber die gesamte Fldche einer
Ellipse (A = mab) ergibt mit T als der Umlaufzeit

LT 27tmab
f=mab=2" = T= ma

L
_>T72_ 27mb 21_ 2mm\? L2 A st
B \L )Ja UL ) GmeM ™~ oM~ O™
2
—>a—3:C0nst..

Zusammengefasst werde diese mathematisch gefundenen Erkennt-
nisse in den Keplerschen Gesetzen:
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1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt
die Sonne steht.

2. Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planeten {iberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie
Kuben der grofien Halbachsen.

Es bleibt anzumerken, dass historisch nattirlich die Keplerschen
Gesetze zuerst gefunden wurden. Aus ihnen wurde dann das Gravitati-
onsgesetz extrahiert. Dies ist wesentlich allgemeiner und stellt damit
eine hohere Ebene der Erkenntnis und Abstraktion dar.

b) Hyperbel

So wie die beiden Halbachsen charakteristisch sind fiir eine Ellipse,
wird die Hyperbelbahn durch den Stoffparameter 4 und den Ablenk-
winkel 6 charakterisiert. Asymptotisch werden diese Bahnkurven linear,
so dass ein Winkel sinnvoll definiert werden kann. Der Stoffparameter
selbst bezeichnet den Abstand, in dem der Massepunkt am Zentrum
ohne Ablenkung vorbeifliegen wiirde. Wir méchten im Folgenden beide
Grofen als Funktion der Energie E und des Drehimpulses ausdriicken.
Ausgangspunkt ist

1 1
o= E(l +e€ecos).
Im asymptotischen Limit, wenn r — co gehen soll, ist der Winkel ¢
definiert als
1

COs = —-.
Poo c

Der Ablenkwinkel ist gerade definiert als

0

T—0=2(T— ) = §=¢u—7%
sin § = sin (¢oo — F) = — COS Poo = L

Der Ablenkwinkel berechnet sich somit zu

sing—1
2 €

Aus Energieerhaltung und Drehimpulserhaltung im Unendlichen fin-
den wir den folgenden Zusammenhang zwischen Energie und Drehim-
puls

E=2i%>0

L =mlr X i| = m|teo X foo| = md|itco|

— L2 = 2mEd>.
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Weiterhin konnen wir wie bei der Ellipse durch Betrachtung des ‘son-
nenndchsten’ Punktes die folgenden Zusammenhénge finden

A
min — min — 1 + e‘
Fiir die Energie gilt dort
L2 1
E= ML L am( K
"min Zmrmm Zrmin "min
B (14+€)?* 1+e€] (1+€)(1—¢)
Daraus ergibt sich mit L? = 2mEd? und sing = %
) 2kE 2I%E 4d’E? 1 , 0
e—-1= = = = —1=cot” .
GmM  G*m3M?  GZm?M?  sin? g 2

Damit ist auch der Ablenkwinkel eindeutig durch E und L festgelegt.
Es gilt
d=—— und tang _ emM

v2mE 2 2dE

Mit diesen beiden Kenngrofien ist die Hyperbel komplett bestimmt.

Kosmische Geschwindigkeiten

In Anwendung der obigen Gleichungen lassen sich abschliessend noch
zwei kritische Geschwindigkeiten berechnen, welche in der Raum-
fahrt von grofier Wichtigkeit sein. Dies sind die beiden kosmischen
Geschwindigkeiten. Diese sind Mindestgeschwindigkeit tangential zur
Erde, welcher ein Massepunkt (eine Rakete, ein Satellit) wenigstens
besitzen muss, um auf eine kreisformige Umlaufbahn geschickt zu
werden bzw. um das Schwerefeld der Erde vollstindig verlassen zu
konnen. In den folgenden Gleichungen ist M nicht mehr die Masse der
Sonne sondern die der Erde. m ist entsprechend die Masse der Rakete
bzw. des Satelliten.

Wie frither diskutiert, kann ein Massepunkt alle Punkte erreichen, in
denen das effektive Potential kleiner ist als die Energie. Fiir diese Orte
gilt

L? mM

= —-G— < E.
2mr? r

Uege()

Wie bereits diskutiert, hat der Drehimpuls eine abstoflende Wirkung,
der dominant ist fiir kleine Radien. Ohne einen Drehimpuls wére jedwe-
der Versuch eine Rakete zu starten sinnlos, da sie unweigerlich direkt
zum Massepunkt gezogen wiirde ohne irgendeinen Mechanismus der
Abstofsung. Der notwendige Drehimpuls ist abhdngig von der Entfer-
nung R zwischen Massepunkt der Erde und dem Satelliten. Je weiter
weg der Startpunkt ist, desto geringer der notwendige Drehimpuls.
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Wir miissen also auf alle Fille den Satelliten in das Raumgebiet
bringen, in dem das effektive Potential kleiner ist als die Energie. Daraus
ergibt sich ein Minimalanforderung

kL2 1
1+e Gm2M1+e

Zur Berechnung der Tangentialgeschwindigkeit benutzen wir den Dre-

R < Fin = — L*>Gm*MR(1 +e¢).

himpulserhaltungssatz:

L? = m*R4? = mszv‘;; — v‘;; > (1 —l—e)GTM.

Wir konnen jetzt zwei mogliche Bewegungsformen diskutieren. Fiir
E < 0 wird der Satellit eine periodische Bewegung durchfiihren. Er
kreist um die Erde. Betrachtung dieses Falls fiihrt zur ersten kosmische
Geschwindigkeit. Fiir E = 0 erhalten wir als Losung der Bewegungsglei-
chung eine Parabel. Wenn der Satellit entlang einer solchen Bahnkurve
fliegt, wird er das Schwerefeld der Erde verlassen. So gelangen wir zur
zweiten kosmische Geschwindigkeit. In jedem Fall ist E < 0, also

2GM

M
Mmoo _ om szervéST

— <
5 GR_0—>Z)

Fiir die erste kosmische Geschwindigkeit soll wenigstens eine stabile

E =

Umlaufbahn in Form einer Kreisbahn erreicht werden. Diese Kreisbahn
ist charakterisiert durch eine Exzentrizitdt von € = 0. Daraus folgt

vé>(1+e)GTM — U1>\/GTM — ofrde — 7.9km/s,

Fiir die zweite kosmische Geschwindigkeit soll eine Parabel erreicht
werden, deren Exzentrizitdt gerade gegeben ist als € = 1. Daraus folgt
2GM

GM
2 Erde __
vy > (1+€) R 2> R = 11.2km/s.



B Diskussion der Bewegungsgleichun-
gen II: Dissipative Systeme

Bisher haben wir die Bewegungen als idealisiert betrachtet, in der eine
mogliche Umgebung nicht weiter beriicksichtigt wurde. Dies wollen
wir im Folgenden erweitern und eine mogliche Wechselwirkung mit der
Umgebung zuséatzlich noch mit berticksichtigen. Ich mochte gerne beto-
nen, dass in diesen Betrachtungen die Umgebung nattirlich nicht exakt
berticksichtigt werden kann, da die Dynamik viel zu komplex wiére,
als dass wir sie beschreiben konnten. Was wir aber machen werden ist
eine phanomenologische Beriicksichtigung in Form der Kraftwirkung,
welche als zusétzliche Terme in der Bewegungsgleichungen erscheinen
werden. Die Wechselwirkung mit der Umgebung wird damit durch
Krifte reprdsentiert, die auf den betrachteten Massepunkt wirken und
diesen in seiner Bewegung beeinflussen. Diese Kréfte werden dann, z.B.
von der Geschwindigkeit des Massepunktes abhéngen.

An der Stelle kommt ein intellektuell wichtiger Aspekt der theoreti-
schen Physik ins Spiel, die Wahl der richtigen mathematischen Form

dieser zusétzlichen Terme®. Sie konnen an sich jeden beliebigen funk- * Dies trifft natiirlich nur dann zu, wenn
Sie nicht aus anderen mikroskopischeren

v 1e . . . Theorien den funktionellen Zusammen-
moglichen Bahnkurven eines Massepunktes untersuchen. Sie haben hier hang der Kraft bestimmen kénnen.

alle Freiheiten. Durch Neugier getrieben kénnen Sie gerne untersuchen,

tionellen Zusammenhang wéhlen und dann dessen Einfluss auf die

welchen Einfluss ein beliebig kompliziertes Kraftgesetz hat und was
dessen Auswirkungen sind. Diese spielerische Fahigkeit macht zum
grofien Teil theoretische Physik aus und war die Triebfeder fiir immer

neuere Entwicklungen?®. Was Sie aber natiirlich immer machen miissen, > Ehrlicherweise muss gesagt werden,
dass dieses Vorgehen natiirlich in vielen

. . . . L . anderen Naturwissenschaften und im Be-
Erst dieser Vergleich kann eine Theorie falsifizieren. Verifizieren kann sonderen auch in der Mathematik prak-

ist der Vergleich dieser Vorhersagen mit experimentellen Befunden.

ein Befund streng genommen keine Theorie, aber je mehr Experimente tiziert wird. Ein klassisches Beispiel fiir
die Mathematik ist zum Beispiel die Ent-

wicklung der nichteuklidischen Geome-
litdt zu beschreiben. Der Natur selbst ist es vollig egal, ob sie richtig trie. Der Ausgangspunkt dort war einfach
gewesen, dass man ein einzelnes Axi-

. . . . i K om der Geometrie anders formuliert und
theoretisches Gebilde zu haben, dass moglichst einfach formuliert ist dann untersucht, was fiir Konsequenzen

und doch aus ihr mit Hilfe mathematischer Methoden moglichst viele das hat, ob das zu irgendwelchen wider-
spriichlichen Aussagen fiihrt. Im gedn-

derten Axiom schneiden sich Parallelen
im Unendliche (oder divergieren). Offen-
sichtlich fiihrt das zu einer widerspruchs-
freien Geometrie.

korrekt vorhergesagt werden, desto eher ist sie geeignet, unsere Rea-

oder falsch beschrieben wird. Uns muss es aber interessieren, eine

experimentelle Befunde beschrieben werden konnen. So stimulierten
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Experiment und Theorie sich gegenseitig und haben zu einer perma-
nenten Entwicklung gefiihrt. Wir werden im Folgenden aber nattirlich
nicht alle Verwirrungen der Theorie dokumentieren, sondern nattirlich
immer nur diese Ergédnzungen der Kraftgesetze diskutieren, welche die
meisten experimentellen Befunde richtig beschreiben konnten.

Wir wollen als erstes die Bewegung eines Massepunktes im homoge-
nen Schwerefeld der Erde noch einmal diskutieren. Wir nehmen nun
zusdtzlich das Vorhandensein eines Gases oder eine Fliissigkeit an,
in welcher sich der Massepunkt bewegt. Diese Umgebung wird im-
mer einen Widerstand gegen die Bewegung darstellen, welche als eine
geschwindigkeitsabhidngige Kraft beschrieben wird. Diese folgt wie
alle anderen eingepréagten Krifte aus anderen Theorien; wurde aber
historisch phdnomenologisch eingefiihrt.

Wir unterscheiden zwei Félle. Fiir kleine Koérper wird die Stromung,
in der der Massepunkt sich bewegt, nicht verwirbeln. Man spricht
von einer laminaren Strémung. Man bezeichnet diesen Fall als Stoke-
sche Reibung. Fiir eine Kugel ist die entsprechende Kraft nach Stokes
F(v) = 6mqRv  —  Fyis & 0. 77 ist hier der materialspezifische
Viskositdtsparameter. Fiir gewohnliche Korper bei denen es zu einer
Verwirbelung der Stromung kommt, in der dieser fallen, spricht man
von einer turbulenten Stromung. Bei dieser Newtonschen Reibung
ist die Kraftwirkung proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit,
F4iss  v%. Hier konnen Sie sich bereits auf einfachem Wege motivieren,
warum eine aerodynamische Form bei einem Fahrzeug so wichtig ist.

Bevor wir die beiden Fille individuell diskutieren, wollen wir die
Kraft noch einmal allgemein betrachten. Die dissipative Kraft ldsst sich
also beschreiben mittels

Fdiss = f(z)ez~

Fiir die Kraftwirkung im Medium miissen wir nicht nur die Schwerkraft
betrachten sondern auch den Auftrieb. Daher beschreiben wir die Kraft
als

F=—(m—Mpeq) €2 = —Mgne;
mit
_ _ Mmed _ _ Pmed
=108 (l P >g
Die Bewegungsgleichung lautet

mz = —mgy + £(2)
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mit v = Z ergibt sich die zu losende Differentialgleichung zu

dv 1
G 8m T %f(?’)-

Die allgemeine Losung lautet

v do’
t= .
/0 —gm +m~1f(v)

Stokesche Reibung

Die konkrete dissipative Kraft lautet

f(v) = —ro.

Mit x = ;- berechnet sich die Zeit als Funktion der Geschwindigkeit zu

v W ked
o [
0 —8m — KU
v

= —lln (gm +x0)
K 0

- <gm+'<v>
K 8m

— gm+ K0 =gme ™ — v(t):—@ (1—€7£).

Hier konnen Sie auch wieder als guter Physiker die Plausibilitdt der
Losung in Grenzféllen untersuchen. Fiir eine vernachlédssigbare Reibung
(r — 0) erhalten Sie als Grenwert wieder genau v(t) = —gt. Sie
reproduzieren die frither gefundene Geschwindigkeit als Funktion der
Zeit ohne Reibung und sehen auch, dass diese unabhéngig ist von der
Masse.

Fiir eine beliebige grofse Zeit strebt der Massepunkt einer konstanten
Fallgeschwindigkeit entgegen. Dann kompensieren sich gerade Schwer-
kraft, Auftrieb und Reibungskraft exakt. Diese Fallgeschwindigkeit
betragt

m
t — oo: voo:—gm—:—g—m.
r K

Die Ortskoordinate ldsst sich nach nochmaliger Integration berechnen
(Integrationskonstante ist die Ausgangshohe /) zu

2
g, &mMT &min m —r;
2(t) —h =8 . (t—l—re ).

Newtonsche Reibung

Allgemein fiir den Fall von Fall und Wurf lasst sich das Kraftgesetz

formulieren als

v

(v) = —qv* —.
flo) = —qv"
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Der letzte Term ist hier notwendig, um das Vorzeichen der Geschwin-
digkeit korrekt zu berticksichtigen. Fiir die fiir uns relevanten Situation
des Falls (v < 0) berechnet sich die Zeit

v do’
t= | ——————
0 —g+m1f(v))
2 4
mit x —@als
1 (v 4o

Cgmdo 1- (xv')?

= —L/Udv’ ! + !
o 2¢m Jo 1+x0'  1—xv

1 v
= - In(1 +x0') —In(1 — o/
L [in(1 -4 k)~ Inf1 — x/)]
1 (1 + KU)
= - In
2gmK 1—xv
14+ «xv _ o 2mrt
1—xv
1 e28mrt — 1
— o(t) EPET )
1
o(t) = —;tanh (gmxt)

—8m " tanh ,/qg—mt .
q8m m

Im Grenzfall einer sehr groflen Zeit ergibt sich wieder eine konstante
Fallgeschwindigkeit

=g
[e o) m qgm'

Nach nochmaliger Integration erhilt man als Bahnkurve

z(t) =h— "1 cosh (1 / %)mt> :
q m

Das kanonische System der theoretischen Mechanik und vieler anderer
Teilgebiete der Physik ist der harmonische Oszillator. Fiir einen freien,
eindimensionalen harmonischen Oszillator der nicht durch eine externe
Kraft getrieben wird, wo sich also der Massepunkt nur unter dem Ein-
fluss einer Riickstellkraft bewegt, welche linear ist in der Auslenkung,
lasst sich das Kraftgesetz mit Stokescher Reibung schreiben als

F= FCOI'IS. + Fdjss - _kxe;( - erx.
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Allgemein ldsst sich jede konservative Kraft schreiben als3
Feons. = —kxey + k2X2€x... ~ —kxe,.

Der betrachtete Term ist also der niedrigste Ordnungsterm eines belie-
bigen Kraftfeldes in der Néhe eines stationdren Fixpunktes. In diesem
hat das dazugehotrende Potential ein Minimum, die Kraftwirkung ver-
schwindet also. Daher taucht in der obigen Potenzreihe kein nullter
Ordnungsterm auf, der eine konstante Kraft reprasentieren wiirde. Aus
dieser Allgemeingiiltigkeit erklért sich die besondere Bedeutung des
harmonischen Oszillators. Hohere Terme in dieser Entwicklung fiih-
ren zu einer nichtlinearen Mechanik. Ahnlich wie in der nichtlinearen
Optik, fiihrt das zur Erzeugung hoherer harmonischer Schwingungen.
Hier beschrianken wir uns zundchst auf die eindimensionale Bewe-
gungsgleichung

mi +kx +rx =0.

Mit der Eigen- oder Resonanzfrequenz w3 = % und dem Dampfungs-

parameter 7y = 5. diskutieren wir im Folgenden Losungen der Bewe-
gungsgleichung

%+ whx + 291 = 0.

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Im Folgenden
diskutieren wir kurz allgemeine Losungsansitze fiir solche Differen-
tialgleichungen in einem mathematischen Einschub. Wir verwenden
dazu komplexe Zahlen bzw. einen komplexwertigen Losungsansatz,
weshalb wir zunéchst diesbeziiglich die wichtigsten Aspekte repetieren
mochten.

Mathematischer Einschub (Komplexe Zahlen)

Per Definition berechnet sich die imaginére Einheit i als
i=y-1 - #=-1

Die imagindre Einheit ist damit die Losung der Gleichung
+1=0,

wobei wir hier auch —i als Losung erhalten. Eine komplexe Zahl z = a + ib ist charakteri-
siert durch einen Realteil 2 = R(z) und einem Imaginirteil b = I(z). a und b kénnen
beliebige reele Zahlen sein. Den komplex konjugierten Ausdruck einer komplexen Zahl
(oder auch einer Gleichung) erhdlt man durch die Ersetzung i — —i. Die komplex
konjugierte Zahl z* ist daher definiert als z* = a — ib.

Anstelle von Real- und Imaginérteil kann die komplexe Zahl auch mit Hilfe ihres
Betrages 1> = |z|? = a? + b? und eines Phasenwinkels ¢ = arg(z) = atan2? beschrieben
werden. Beide Notationen konnen ineinander tiberfiihrt werden mittels

z=a+ib=r(cos¢+ising).

Folgende Rechenregeln gelten fiir zwei komplexe Zahlen z; = a1 + ib; und z; = ap + ib;.
a) Addition: z; +2, = a; +ap +i(by + by)

3 Hier miisste ein mathematischer Ein-
schub zur Taylorentwicklung hin.
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b) Multiplikation: z1 - zp = ayay — biby +i (a1bp + ayby)

2123 _ maytbibyti(—ayby+asby)
225 a3+b3

c) Division: 2L =
22

Komplexe Zahlen werden im Folgenden benutzt, um die Koordinaten harmonischer
Oszillationen zu beschreiben. Fiir eine Funktion f(y) = cosy + isiny mit y € R berechnet
sich die Ableitung zu

af
iy —siny+icosy = if (y).

Das gleiche gilt fiir die Exponentialfunktion

deiy .
= le y.
dy

Wir konnen daher schreiben

f(y) =¥ = cosy + isiny.

Diese letzte Gleichung wird als Eulersche Formel bezeichnet. Aus ihr ergibt sich, dass
jede komplexe Zahl geschrieben werden kann als z = re'?.

Die allgemeine Potenz einer komplexen Zahl berechnet sich zu z% = r*¢/*?. Fiir
« = n € N ergibt sich

(cos ¢ +ising)" = cos(ne) + isin(ng).

Dies ist der Satz von de Moivre.

Mathematischer Einschub (Gewohnliche Differentialgleichungen)

Allgemein ist eine Gleichung der Form

v (x) = fly" D @),y D (1), y D (x), y(2), 2]

eine Differentialgleichung n’ter Ordnung. Im folgenden lassen wir die x-Abhéngigkeit
von y weg. Die Differentialgleichungen, welche wir hier in der theoretischen Mechanik
diskutieren, sind tiblicherweise Differentialgleichungen zweiter Ordnung, d.h. n = 2.
Man spricht von einer linearen Differentialgleichung, wenn in der Differentialgleichung
keine Produkte von Ableitungen auftreten. Wir konnen sie dann schreiben als

n—1 i
v+ Y ag (x)y) +b(x) = 0.
i=0

Eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten ist gerade dadurch ge-
kennzeichnet, dass die Konstanten keine Funktion des Ortes sind, 4;(x) = const.. In einer
homogenen Differentialgleichung ist dariiber hinaus b(x) = 0. Die obige Gleichung fiir
den freien harmonischen Oszillator erfiillt gerade genau alle diese Anforderungen.
Zum Losen solcher Gleichungen verwenden wir immer einen Exponentialansatz.

Ax

y(x) =e

Nach einsetzen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung erhalten wir
()\" A g g AP +u0) M =0.

Nichttriviale Losungen sind nur dann moglich, wenn der Term in der Klammer null
wird. Dies reduziert sich auf die Suche nach Nullstellen in einem Polynom 7’ten Grades
und gibt gerade genau die n Losungen A; mit i = 1..n. Die Allgemeine Losung der
Differentialgleichung ergibt sich dann als
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Die unbekannten Koeffizienten ¢; miissen dann aus den Anfangswerten der Differenti-
algleichung bestimmt werden. Daher sind auch immer # Anfangswerte notwendig zur
Losung einer Differentialgleichung n’ter Ordnung.

Eine Besonderheit tritt auf, wenn zwei der méglichen Nullstellen identisch sind, sagen
wir A; und A;. Dieser Fall verlangt eine spezielle Beachtung, da an sich die Losung fiir
den Beitrag zur Bewegungsgleichung entsprechend ebenfalls identisch wéren. In diesem
Falle wahlt man einen modifizierten Losungsansatz fiir die beiden Funktionen, welche

7i(x) = c;ie*

i(x) = c]-xe/\fx
lauten. Ein Bespiel lautet hierfiir

dy(x) _  dy(x)
dx2 dx

+9y(x) = 0.
Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet
A —6A+9=(A—3)>=0

Losungen dieses Differentialgleichungen wie man durch Einsetzen sieht sind dann

i (x) = e*
und
ya(x) = xe%,

Weiterfithrende Aussagen sollen hier nicht gemacht werden. Diese wiirden den Umfang
dieser Vorlesung iibersteigen und Sie wiirden mit diesem Problem im Rahmen Ihrer
Mathematikausbildung auch noch einmal konfrontiert werden.

Ein einfaches physikalisches Beispiel zur Losung einer Differentialgleichung wére das
Losen eines harmonischen ungeddmpften Oszillators. Die Differentialgleichung dazu
waére

%(t) + wix(t) = 0.
Wir setzen den Ansatz x(t) = e in die Differentialgleichung ein und erhalten.
<A2 4 w%) M=0

Die entsprechenden Nullstellen befinden sich bei A1, = +iwp. Die Losung lasst sich
daher schreiben als

x(t) = 10t 4 cre™ ™0 = (¢1 + ) cos (wot) +i (¢ — ¢p) sin (wot) -

¢ und ¢, sind komplexwertige Konstanten, welche sich aus den Anfangsbedingungen
x(tg) = xo und %(fp = vg) zu einem Zeitpunkt ¢, ergeben.

Die Losungen einer inhomogenen Differentialgleichung [b(x) # 0] setzt sich zusam-
men aus der Losung der homogenen Differentialgleichung und einer Partikuldrlosung.
Einen einfachen Weg, wie diese gefunden werden kann, kann leider nicht immer in jedem
Fall angegeben werden und unter Umstanden muss man diese sinnvoll erraten.

Mit dem Wissen um den Losungsweg solcher Differentialgleichun-
gen, benutzen wir nun einfach den Ansatz

x o e,
Eingesetzt in die Differentialgleichung erhalten wir als Polynom

A2+ Wi 4291 =0,



96 Diskussion der Bewegungsgleichungen II: Dissipative Systeme

welches gelost wird durch

Ao = —yEiy/wi—72

Die allgemeine Losung fiir die Bewegung des harmonischen Oszillators
lautet daher

x(t) = azeM! + ape™,

wobei sich die beiden Koeffizienten 4; und a, aus den Anfangsbe-
dingungen ergeben. Fiir eine weitere Betrachtung dieser allgemeinen
Losung bietet es sich an, eine Fallunterscheidung durchzufiihren. Da-
bei unterscheiden wir im Folgenden in Bezug auf das Argument der
Wurzel, welches negativ, positiv oder gleich null sein kann. In Abhén-
gigkeit davon werden wir qualitativ unterschiedliche Bewegungsarten
beobachten.

Starke Dampfung — Kriechfall

Fiir den Fall, dass w% < 72 ist, ist das Argument der Wurzel negativ
und die Wurzel selbst eine rein imagindre Zahl. Unter Berticksichtigung
der imagindren Einheit vor der Wurzel, kénnen wir das schreiben als

Mo =—r£4/7?— Wi

Beide Zeitkonstanten A; » sind dann negativ und fiihren zu exponentiell
abklingenden Funktion wegen der starken Reibung (Dampfung). Die
dann zu beobachtende Bewegungen sind keine Schwingungen. Unter
der Annahme, dass als Anfangsbedingung

x(0) =0 und x(0) =0

gelten, folgt die Bahnkurve dem folgenden funktionellen Zusammen-

hang
0.4
v ~7t g 2 _ 2
x(t) = ———==¢ "'sinh ( \/7? — wft | . 0.3
2 _ 2
v “o so 0.2
3
0.1
Mittlere Dimpfung — aperiodischer Grenzfall O s a4 s s
w,t
Fiir den speziellen Fall, dass w(z) = 72 ist, wird das Argument der 0
Waurzel null und beide Eigenwerte sind identisch zu
M2 =—7.
Durch diese doppelte Nullstelle ist neben e~ auch te~7" eine Losung?. +Siehe Diskussion im Mathematischer
Einschub zu gewohnlichen Differential-

Als funktioneller Zusammenhang fiir die Bahnkurve ergibt sich dann ;
gleichungen.

x(t) = e " (a + azt).
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Unter Annahme der gleichen Anfangsbedingungen wie im vorher
betrachteten Szenario, wird die Bahnkurve beschrieben durch

x(t) = vte™ ",

Bei dieser Bewegung konnen wir ebenfalls nicht von einer Schwingung
sprechen. Die Bewegung ist aperiodisch. Im Vergleich zum allgemei-
nen Kriechfall, kommt der Oszillator nach Auslenkung hier aber am
schnellsten zur Ruhe. Das hat praktische Implikationen, zum Beispiel
im Gerédtebau (z.B. bei einem Tachometer, zumindest wenn Sie einen
analogen benutzen. Sie mochten nicht minutenlang warten nach einer
Geschwindigkeitsdnderung, bis Sie diese auf Ihrem Tacho richtig deu-
ten konnen; diese sollte moglichst zeitnah richtig angezeigt werden).

Obige Gleichung kénnen wir auch aus dem folgenden Grenzfall
ableiten

x(t) = % ¢ sinh ( y2 — w%t)

2
')’2_“70

~ sinh (1/72 - a)(z)t)
72113‘1*’5 \/7E— Wi

was obige Gleichung reproduziert.

:t,

Schwache Dimpfung — Schwingfall

Fiir den Fall, dass die Dampfung klein ist gegentiber der Resonanzfre-
quenz (wj > %), hat das Polynom zwei komplex konjugierte Wurzeln
als Losungen.

Mp = —y i/ wi — 72

Wieder mit den gleichen Anfangsbedingungen beschreibt der Masse-
punkt die folgende Bahnkurve

x(t) = % ¢ sin ( w3 — 72t> :
\J w3 =72

Dies ist eine harmonische Schwingung mit exponentieller Dampfung.

Die Dampfung verschiebt dabei die Eigenfrequenz des harmonischen

Oszillators hin zu

w = \/w%—'ﬂ.

Dies ist die Frequenz, mit welcher der geddmpfte harmonische Oszilla-
tor oszilliert.
Das Verhéltnis der Amplitude zweier konsekutiver maximaler Aus-
lenkungen auf der gleichen Seite ist gegeben durch
Xn

D=——
Xn+2

= e’yT

10

20

—r=w,

_7=2w°

7=5wo

30
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mit der Schwingungsperiode

_Zj_ 2

w /wg_,yz

Dieses Verhiltnis wird Dampfungsverhilinis genannt, da es offensicht-

T

lich ein Maf fiir die Dampfung ist. Die Ddmpfung wird auch haufig
mit Hilfe des logarithmischen Inkrement angegeben, welches definiert
ist als

A =InD = 9T.

Aus Messungen von D und T lassen sich dann einfach ¢ und wy
extrahieren. Bei bekannter Masse ist dann auch r bekannt. Zur Erinnern,
dies war die Reibungskonstante berechenbar tiber r = 2m-y.

Wir wollen nun nicht mehr nur die Bewegung eines freien harmoni-
schen Oszillators diskutieren, sondern zusétzlich noch berticksichtigen,
dass eine zeitabhdngige Kraft den Massepunkt antreibt. Diese duflere
Kraft tiberwindet die Dampfung und wird zu einer permanenten Bewe-
gung fiihren. Die allgemeine Kraft, welche auf den Massepunkt wirkt,
wird beschrieben durch das folgende Gesetz:

F(x,t) = —kxey — rxey + F(t)ey.

Beachten und verstehen Sie bitte die Logik hinter der Wahl des Vor-
zeichens jedes einzelnen Terms. Der erste Term ist die Riickstellkraft.
Diese Versucht den Massepunkt nach Auslenkung wieder in seiner
Ruhelage zu befordern. Wird der Massepunkt in die positive Richtung
ausgelenkt (x > 0), zeigt die Kraft die am Massepunkt angreift in die
negative Richtung. Und genauso andersrum. Wir der Massepunkt in
die negative Richtung ausgelenkt, muss eine Kraft an ihn angreifen,
welche in die positive Richtung zeigt. Die beiden Vorzeichen heben
sich auf. Der zweite Term ist die Reibung. Sie ist eine Kraft, welche
dazu fiihrt, dass die Bewegung langsamer wird. Sie muss also in die
entgegengesetzte Richtung angreifen als die Richtung des Geschwindig-
keitsvektors. Das Vorzeichen des letzten Terms ist eher der Konvention
geschuldet und bis zu einem gewissen Masse willkiirlich. Die Richtung
der Kraft selbst ist im Vorzeichen der Funktion F(t) enthalten.

Bevor wir die Losung des allgemeinen Falls diskutieren, werden wir
von einer zeitharmonischen Kraft ausgehen, welche geschrieben wird
als

F(t) = Fcos (Ot +0).

Diese harmonische Kraft ist charakterisiert durch eine Kreisfrequenz
Q) und eine spezielle Phasenverschiebung. Beide Grofien bestimmen
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die physikalischen Phanomene bzw. das Verhalten des Systems. Insbe-
sondere wird aber die Differenz zwischen Resonanzfrequenz wy und
der Frequenz der anregenden Kraft wichtig sein. Diese Grofse, () — wy,
wird auch als Verschiebung oder als detuning bezeichnet. Dieses Model
des getriebenen harmonischen Oszillators wird Ihnen im Laufe Ihrer
Physikausbildung immer wieder, auch jenseits der Mechanik begegnen.
Beispielhaft sei hier die Polarisation in dielektrischen Medien genannt,
welche Sie im Rahmen der Elektrodynamik kennenlernen werden.

Bevor wir irgendetwas mathematisch diskutieren, wollen wir uns
noch kurz vergegenwartigen, welche Art der Losung wir erwarten.
Von Einschwingvorgdngen einmal abgesehen, welche durch die vor-
handene Dampfung nach kurzer oder langer Zeit abgeklungen sind,
wird der Massepunkt mit einer periodischen Kraft angetrieben. Die-
se diskrete Translationsinvarianz in der Zeit tibertragt sich auf den
Zustand des Massepunktes. Dieser wird nach der gleichen Periode
ebenfalls wieder am gleichen Raumpunkt sich befinden und besitzt
die gleiche Geschwindigkeit. Er wird daher ebenfalls eine periodische
Bewegung ausfiihren. An welchen Orten er sich genau befinden wird,
ist eine Funktion aller freier Parameter des Systems. Weiterhin wird
der Massepunkt bei zeitharmonischen treibenden Kraft nicht immer
exakt der Anregung folgen kénnen, sondern unter Umstidnden eine
leicht verdnderte Phasenlage besitzen. Diese Grofien interessieren uns
im Folgenden im Detail und wir wollen diese berechnen.

Dafiir formen wir die Differentialgleichung zundchst einmal passend
um und definieren f = L. Wir erhalten dann fiir die Bewegungsglei-
chung

%+ wix + 2% = fcos (Ot +6).

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ergibt sich aus der
Summe der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung
(ohne den Quellterm) x,om, (t) und einer partikuldren Losung xs(f).

X(t) = Xhom (£) + x5 (t)-
Den Grenzfall kénnen wir uns bereits einfach tiberlegen. Die homogene

Losung hat eine verschwindende Losung fiir sehr grofie Zeiten; das
haben wir gerade im letzten Abschnitt beobachtet.

xhom(t - oo) =0

Daher muss fiir sehr grofie Zeiten die Losung durch die partikulare
Losung gegeben sein

x(t = 00) = xs(t).

Aus der anfinglichen Uberlegung, wie die Bewegung des Massepunktes
im stationdren Fall aussehen muss, wihlen wir als Ansatz

xs(t) = Acos (Qf + «)
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und bestimmen im folgenden die Amplitude A und die relative Phase «,
wobei uns schlussendlich nur die Phasendifferenz interessiert zwischen
Kraft und Auslenkung. Das gesamte Problem ldsst sich wesentlich
einfach in einer komplexen Notation 16sen und wir verwenden im
Folgenden

xs(t) = ae'? mit a = Ae'®.

Beachten Sie bitte und das ist ganz wichtig, physikalisch beobachtbar
sind immer nur reelwertige Grofien. Was eine imaginare Koordinate ist,
kann ich Thnen nicht sagen und das werden Sie sicherlich auch selbst
nicht beantworten konnen. Daher, rechnen Sie bei solchen Problemen
komplex, aber wenn Sie am Ende auf physikalisch observable Grofien
schlussfolgern wollen, betrachten Sie ausschliesslich den Realteil.

Sie miissen den gleichen komplexen Ansatz bei der Kraft wahlen

foos(Qt+6) — fe'™ mit f= fe.

Wenn Sie diesen Ansatz in die Differentialgleichung einsetzen, kénnen
Sie die Zeitableitung leicht bilden und Sie erhalten

(~0*+2i10+wf)a = f.

Diese Gleichung konnen Sie nach a, der komplexen Amplitude der
Oszillation des Massepunktes umstellen und erhalten

f

a = ;
—02 + 2iyQ + W}
— A" = fe? .
—02 4 2iyQ) + W
Aus diesen Gleichungen konnen wir einfach die gesuchten Grofien
berechnen.
—- A= f -
2
V(@§ -0+ 210)
— tan (@ —a) =tand = 22770
w§— 02

Wie wir diesen Ausdriicken fiir die Schwingungsamplitude und der
Phasendifferenz entnehmen konnen, hangen beide Grofien sehr emp-
findlich von der Wahl der treibenden Frequenz () relativ zur Eigen-
frequenz wy des Oszillators ab. Einige allgemeine Aussagen konnen
getroffen werden.

1. Die Schwingung hat ihre maximale Amplitude in Resonanznihe.
Wenn sich w3 und )% gerade genau kompensieren, ist der Nenner
ndherungsweise am kleinsten. Der Nenner ist exakt am kleinsten bei

der Frequenz (), = m.
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2. Die Linienbreite der Resonanz ist proportional zur Dampfung.

3. Fiir Frequenzen sehr viel kleiner als die Resonanzfrequenz, schwingt
der harmonische Oszillator in Phase mit der Anregung; er kann
der Anregung also folgen. Fiir Frequenzen sehr viel grofier als die
Resonanzfrequenz, schwingt der harmonische Oszillator rr-aufier
Phase mit der Anregung.

Zum besseren Verstdndnis sind rechts auf dem Seitenrand sowohl
die Phasendifferenz also auch die Schwingsungsamplitude fiir ver-
schiedene Dampfungsparamter als Funktion der treibenden Frequenz
dargestellt.

Sie erkennen an der Phase, dass fiir kleine Frequenzen in der Anre-
gung der Massepunkt der treibenden Kraft folgen kann. Er oszilliert in
Phase. Fiir groiere Frequenzen kann der Massepunkt der Anregung
nicht mehr folgen und er oszilliert aufler Phase. Im Grenzfall oszilliert
er genau 7T phasenverschoben. In der Resonanfrequenz ist die Phasen-
verschiebung gerade genau 77/2. Das ist ein generisches Verhalten aller
harmonischer Oszillatoren.

Bei der eigentlichen Resonanzfrequenz Q, = |/w3 — 2?2 betrégt die
Oszillationsamplitude in der Spitze

Amax = f = F .
2y Jwi =92 2ymy/wi— 2

Eine weitere charakteristische GrofSe ist die Linienbreite. Im Englischen
wird sie haufig abgekiirzt als FWHM (full width at half maximum). Sie
ist die Differenz der beiden Frequenzen, bei der die Amplitude gerade

auf die Halfte ihres Maximalwertes abgeklungen ist

1
AY=0 - O — A*(Qq,) = EA2(Qr)

Diese einfache analytische Losung fiir die Bewegung eines harmoni-
schen Oszillators der getrieben wird von einer externen Kraft konnen
wir aber leider nur fiir eine zeitliche harmonische Kraft angeben. Wie
sieht es denn aber jetzt mit einer beliebigen zeitlichen Abhangigkeit
aus? Hier wollen wir zwei Moglichkeiten kennenlernen.

Zum einen kénnen wir die periodische Kraft immer in einer Fourier-
reihe zerlegen:

n=co ]
F(t)= Y fae™ .
n=-—oo

Der grofie Vorteil besteht darin, dass wir die Antwort des Systems auf
eine beliebig zeitabhéngige Kraft schreiben konnen als die Antwort

0-a [7]

0.5

15

Q/u)o

—v=0.01 W

Qlwo

—=0.1 W
'y=0.5u}0
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des Systems auf eine Summe von Kréften, die alle individuell einen
zeitharmonischen Verlauf besitzen. Die Auslenkung des harmonischen
Oszillators auf eine solche zeitharmonische Kraft haben wir gerade
berechnet und gesehen, dass sie analytisch gut zugéanglich ist. Da
das Superpositionsprinzip gilt, kénnen wir zum Schluss die Antwort
des Systems auf jede der zeitharmonischen Kréfte addieren, um die
Bewegung des harmonischen Oszillators in Antwort auf eine beliebig
zeitabhangige Kraft vorhersagen zu konnen. Diesen Ubergang vom
Zeitbereich (die Kraft ist eine Funktion der Zeit) in den Frequenzbereich
(die Kraft ist eine Funktion der Frequenz, in der obigen Gleichung
charakterisiert durch den Index n) nennt man Fouriertransformation.
Diese werden wir im Folgenden diskutieren.

Mathematischer Einschub (Fouriertransformation)

Die Fourier Transformation ist das mathematische Werkzeug, mit der man eine beliebige
Funktion zerlegt in ein Spektrum harmonischer Schwingungen. Ausgangspunkt ist die
Fourierreihenentwicklung fiir eine periodische Funktion f(x) mit der Periode a. Dies
lasst sich immer schreiben mittels

1 = 27 . 27
flx) = EAO + Z A cos <m7x> + By, sin <m7x> .

m=1

Die Fourierkoeffizienten A, und By, berechnen sich aus dem Uberlappintegral, also der
Projektion, der Funktion f(x) auf die entsprechende harmonische Schwingung

Ay = g/(jdxf(x)cos(m%x)

a.

Bn = %/Oﬂdxf(x)sin<m27nx>.

Alternativ kann dies auch mit Hilfe der Exponentialfunktion beschrieben werden als

f) = Y peemE

m=—oo
1 a i 270
= — d =P
fm \/E/O xf(x)e

Formal kann dieser Formalismus auf beliebige nichtperiodische Funktionen erweitert
werden, wenn man den Grenziibergang zu einer unendlich ausgedehnten Periode geht.
Dann sind die harmonischen Schwingungen nicht mehr diskret, mit der die Funkti-
on beschrieben werden kann, sondern werden eine kontinuierliches Spektrum; dem
Fourierspektrum. Formal schreibt man

mz—n k
a
a (e}
D

m

NS )

Daraus folgt

—

f@ = [ afwe

F) = % /j;dxf(x)e*ikx.
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Hierbei ist f(k) die Fouriertransformierte von f(x). Ich mochte Sie an der Stelle darauf
hinweisen, dass gerade in der theoretischen Physik (aber natiirlich tiberall) eine saubere
Notation von essentieller Wichtigkeit ist. Auch wenn dies in vielen Lehrbtichern nicht
so gehandhabt wird, geben Sie bitte einer physikalischen Grof8e im Orts-/Zeitbereich
und der dazugehorigen physikalischen Grofie im Frequenzbereich nicht das gleiche
Formelzeichen. Ich mache dies hier einmal falsch aus padagogischen Griinden, aber f (k)
sollte niemals die Fouriertransformierte von f(x) sein. Wenn Sie dann noch, was Sie
auch nie machen sollten, das Argument (k)/(x) weglassen, haben Sie gar keine Ahnung
mehr ob Sie sich mit einer Grofie im Zeit-/Ortsbereich oder im Frequenzbereich befinden.
Dabher, seien Sie sich der physikalischen Bedeutung Ihrer Notation immer bewusst und
vermeiden Sie Unklarheiten. Lernen Sie die Verwendung einer sauberen Notation vor
allem jetzt in Threm ersten Semester. Die Erfahrung sagt, dass Sie das in spéteren Jahren
nicht mehr machen.

Beachten Sie bitte weiterhin, dass es bis zu einem gewissen Masse auch einen Frei-
heitsgrad in der Wahl des Vorfaktors der Fouriertransformationen gibt. Hier ist er mit
einem - vor der Hintransformation angenommen wurden; verbreitet ist auch eine sym-
metrische Aufteilung in zwei Vorfaktoren mit jeweils dem Wert \/% Ganz gleich wie Sie
das wéhlen, wichtig ist in jedem Falle, dass Sie nach einmaligem Rundlauf (Realraum —

Fourierraum — Realraum, d.h. f: = f) wieder bei der identischen Funktion angekommen
sind.
Es gelten folgende Rechenregeln.

fi(x) < ikf(k)
fx) e (k)" fk)
flx=x0) & (k)
S(x—xp) ﬂe"k"o.

Insbesondere aus der ersten Eigenschaft, ergeben sich die folgenden Fouriertransformati-
onspaare fiir eine zeitharmonische Funktion mit dem Ansatz e~ /¢!

@
ot

—iw.

Mit diesem Fouriertransformationpaare konnen Sie Differentialgelichungen in algebrai-
sche Gleichungen tiberfiihren, wenn Sie diese nicht im Realraum sondern im entspre-
chenden Fourierraum l6sen. Dies vereinfacht Ihre Arbeit ungemein.

Mathematischer Einschub (Die J-Distribution)
Die ¢-Distribution stellt eine Erweiterung des Funktionenbegriffs auf unstetige Funktio-
nen dar, die nicht im Riemannschen Sinne zu integrieren ist.

Die o-Distribution ist definiert mit der folgenden Gleichung:

/ F(x)6(x — x')dx'.

Sie ist damit ein Funktional, welche eine Funktion auf eine Zahl abbildet. Wir tasten
sozusagen den Funktionswert an der Stelle x ab. Lassen Sie sich bitte nicht von der Wahl
des Vorzeichens irritieren. Es gelten die folgenden Zusammenhinge, welche sich aber
alle aus der obigen Definition ableiten.

fex) = [ e+ xax
0 = [ fehs-
fex) = [ ahax =
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Die explizite Angabe hier soll Ihnen helfen, spater Fehler zu vermeiden.
Einige Eigenschaften:

5(xfx’)—{ U a@za

o x=x

4-Distributionen existieren ebenfalls in hoheren Dimensionen.
S(x—xNo(y—y')o(z—2') <50 (r—1') = S(r—1")
/‘ dx'dy'dz'§(x — xX)s(y —y')o(z —2') = / av's(r—1') =1
£6) = [ f@yse—1)av’

Wir konnen diese d-Distributionen auch anders darstellen, was unter Umstianden eine
Vereinfachung ist.

)= () [0 - (L) [t

Die J-Distribution kann nattirlich auch in anderen Koordinatensystemen beschrieben
werden. Zum Beispiel in 3D mit 6(r) = 0 fiir  # 0 in Kugelkoordinaten und é(p) = 0 fiir
o # 0in Zylinderkoordinaten. Es gilt

- 4

in Kugelkoordinaten, da

oo 21T T
/ / / drdgd6r® sin 05 (1)
—0c0 JO 0

47r/oO dri?5 (r)

* (r)
2
47{/700 drr =

= /oo dré(r) = 1.

J —oo

l i Ve (x)

Alternativ kann sie auch in Zylinderkoordinaten dargestellt werden als

5 =2 (gff)‘

Im Speziellen gilt in 2D:

6@ (r) = %.

Einige wichtige Rechenregeln mit J-Distributionen:

¢ Ableitung einer J-Distribution %(5 (x)
/oo f(x’)ié(x —x')dx
J—co ox’

® 9

= f&)3— )7~ [

o ﬁf(x')é(x —x')dx

0
= — ()
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e ¢-Distribution einer Funktion g(x): 6 [g(x)]

5g(x)] = ¥

O(x — x;p).
T |58(x)

X
In dieser Gleichung bezeichnen x; die Nullstellen der Funktion, so dass g(x;) = 0 gilt.
Als Beispiel mag
3(x)
d(ax) = ==
|al
oder

5(sin(x)) =Y (1(260;7:;? =) 6(x—nn)

n
dienen.

Es ist haufig niitzlich, die é-Distribution als Grenziibergang aus stetigen Funktionen
darzustellen. Zum Beispiel

_x2
e 2.

flx0) =

oV

Diese Funktion hat die Eigenschaft, dass ihr Integral immer 1 ist, ff’w f(x,0)dx =1 und
es gilt f(x,0) = 0 fiir x # 0 wenn ¢ — 0. Weiterhin gilt fiir diesen Grenzfall:

lim f(x,0) = lim e 2 =5(x).
o—0

=0 04/ TT

Diese Funktion multipliziert mit einer beliebigen analytischen Testfunktion (mit kom-
paktem Tréger) und tiber den ganzen Raum integriert, ergibt im Grenzfall den Wert der
Testfunktion, dort wo die Distribution lokalisiert ist. Damit sind alle Eigenschaften der
o-Distribution erfiillt.

Kommen wir wieder zur Kraft zurtick, welche wir in einer Fourier-
reihe zerlegt haben. Dies fiihrt zu der folgenden Bewegungsgleichung

n=oo i
itwfr+2yi= Y fueM
n=—oo
Die partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung kann
ebenfalls in einer Reihe dargestellt werden

n=oo X
Xs(t) _ Z BnemQt
n=—oo
wobei sich die Amplituden entsprechend wieder mit der folgenden
Gleichung berechnen lassen

(— (nQ)? + 2iv (nQY) + wg) B, = fo.

Alles was wir gemacht haben, ist die Zerlegung einer beliebigen zeitab-
hédngigen Funktion in harmonische Oszillationen; die Fouriertransfor-
mation. Wir haben ein lineares System in dem Superposition gilt (lex
quarta). Das heifst, Sie konnen die Antwort des Systems auf jede dieser
zeitharmonischen Oszillationen berechnen und dann anschliessend die
individuellen Losungen wieder aufaddieren, um so die Gesamtantwort

01> 05]>03> 0

f(x,0) in a.u.
5

o 24 N w A& 0 o N o ©

-0.5 0 0.5
xina.u.

Abbildung 6.1: Gaussfunktion als Funkti-
on des Parameters ¢. Wir sehen, dass fiir
kleiner werdende Parameter die Funk-
tion schmaler und grofler wird in ih-
rer Amplitude um den Koordinatenur-
sprung. Das Integral tiber die gesamte x-
Achse bleibt dabei immer konstant und
ist normiert auf eins.
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des Systems zu erhalten. Da Sie die zeitharmonische Antwort analytisch
kennen, ist dieses Verfahren sehr effizient.

In dem eben geschilderten Ansatz haben Sie die beliebig zeitlich
abhingige treibende Kraft in harmonische Oszillationen zerlegt, wel-
che Sie individuell 16sen konnten. Einen alternative Art der Zerlegung
besteht in der individuellen Betrachtungen einer Sequenz von impuls-
formigen Anregungen. Jeder Impuls entspricht dabei einem Kraftstof,
welcher in einem unendlich kleinen Zeitintervall eine Kraft ausiibt,
welche integral betrachtet gerade der Kraft zu einer bestimmten Zeit ¢
entspricht. Die Antwort des Systems auf diesen Kraftstofs konnen Sie,
und wir werden das im Folgenden machen, berechnen. Die Gesamtant-
wort des Systems auf eine zeitlich beliebig abhéngige Kraft erhalten
Sie dann wieder aus der Summe der Antworten aller individueller
Kraftstofse.

Die Antwort des Systems auf diese impulsformige (5-formige) Anre-
gung®, wird als die Greensche Funktion bezeichnet (oder auch Green
Funktion, so ganz einig ist man sich da nicht iiber die Notation). Ahn-
lich wie die Fouriertransformation findet die Idee der Greenschen
Funktion eine weit verbreitete Anwendung in der Physik und sie wird
Ihnen im Laufe Thres Studiums im Kontext verschiedener Systeme
immer wieder begegnen.

Im Allgemeinen wird der Steinwurf in einen See als das einfachste
Bild benutzt, um den physikalischen Gehalt der Greenschen Funktion
zu erklaren. Bei einem Wurf mit einem Stein in einen See werden die
Wasserwellen punktformig in Zeit und Raum angeregt. Das dadurch
entstehende Muster, ebenfalls eine Funktion von Raum und Zeit, ist
gerade die Greensche Funktion der Gleichung, welche die Ausbreitung
von Wasserwellen beschreibt. Welche Gleichung das ist, spielt hier keine
Rolle. Die Greensche Funktion beschreibt einfach die Antwort des phy-
sikalischen Systems auf die Anregung. Daher wird sie auch haufig als
Antwortfunktion bezeichnet. Wenn Sie jetzt eine Handvoll Kies nehmen
und ins Wasser werfen, konnen Sie das so entstehende Wellenmuster
einfach als Superposition der Greenschen Funktion beschreiben, welche
Ihnen die Antwort jedes einzelnen Kieselstein gibt. Die Greenschen
Funktionen miissen relativ zur entsprechenden Raum- und Zeitko-
ordinate superpositioniert werden, um zu akkommodieren, dass die
Anregung an verschiedenen Raumpunkten und zu verschiedenen Zei-
ten erfolgte. Hierzu miissten Sie lediglich Ort und Zeit des Einschlages
jedes Kieselsteines kennen, was an sich kein leichtes Unterfangen ist.
Aber prinzipiell ist das natiirlich moglich.

Beachten Sie bitte, dieses Konzept der Greenschen Funktion, d4hnlich
wie die Zerlegung in zeitharmonische Oszillationen, ist nur anwendbar
fiir lineare Systeme. In denen muss das Prinzip der Superposition
gelten.

5 Im mechanischen Sinne kann man einen
Hammerschlag verstehen als eine solche
punktformige Anregung in Raum und
Zeit.
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Zur Bestimmun der Greenschen Funktion des geddmpften harmo-
nischen Oszillators, betrachten wir einen Kraftstof der zunéichst be-
schrieben wird mit Hilfe einer die J-Distribution approximierenden
Funktion. Im einfachsten Falle wahlen wir dazu eine Kastenfunktion
O¢(t) definiert als

1 . €
2 fur |t < §
be(t) =14 € 2
e(t) { 0 andernfalls

Im Grenzfall € — 0 strebt diese Funktion gerade genau einer é—Distribution
entgegen

5(t) = lim 6c(t).

e—0

Fiir eine Einheitsamplitude der Kraft und einem Stoff zum Zeitpunkt
t = t, lautet die Bewegungsgleichung

it wix+2yk=6(t—t).
Diese Gleichung soll gelost werden mit den Anfangsbedingungen
x(#.)=0 und %(t") =0,

wobei t' = lim, o (t' — y) ist. Dieser Zeitpunkt bezeichnet also die
Zeit unmittelbar vor dem Stofs. Der Massepunkt soll in Ruhe sein und
sich am Gleichgewichtspunkt befinden. Er wird dann erst angestofien
durch den Impuls zum Zeitpunkt ¢ = #'. Die Losung dieser Gleichung
ist gerade die gesuchte Greensche Funktion

G(tt') = x(t).

Beachten Sie bitte kurz die Notation. Die Greensche Funktion ist eine
Funktion der Zeit (vor dem Semikolon) und hiangt parametrisch vom
Zeitpunkt des Stosses ab (nach dem Semikolon).

Was wissen wir tiber die Greensche Funktion? Zundchst einmal muss
Sie verschwinden zu allen Zeiten vor dem eigentlich Stof3

G(t;t') =0 furt < t.

Eine solche Eigenschaft versteht man als Kausalitit. Der Massepunkt
kann nicht in Bewegung sein, bevor er angestofien wird, die Ursache
muss immer vor der Wirkung stattfinden.

Weiterhin gilt das Prinzip der Translationsinvarianz, hier im speziel-
len fiir die Zeittranslation. Die Greensche Funktion hdngt nicht von der
absoluten Zeit ab sondern nur von der Zeitdifferenz zwischen ¢ und
t'. Wahrend Kausalitét fiir die Greensche Funktion jedweder Art gilt,
muss diese Translationsinvarianz nicht immer gelten.

Auf einer abstrakten Ebene wissen Sie, dass die Greensche Funktion
eine reelwertige Funktion sein muss, da die physikalische Grofie, die
sie beschreibt, die Auslenkung, ebenfalls reelwertig ist. Allgemein gilt
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DiG(t—t") =6(t—1)

mit D; einem beliebigen linearen Differentialoperator in der Zeit. Wir
wollen uns merken, dass es zu jedem linearen Differentialoperator eine
Greensche Funktion gibt. Der Differentialoperator den man wihlt, ist
gerade der von der DGL, welche gelost werden mochte.

In unserem speziellen Beispiel betrachten wir also:

d—2+ 242 a G(t—t)=05(t—1t)
arz T g -

Fiir t > ' gilt dann aber

d—2+w2+2 a Git—t)=0
e T g B

Die allgemeine Losung dieser Gleichung haben wir frither diskutiert
(freier, geddampfter, harmonischer Oszillator im Schwingfall hier jetzt

ohne explizite Anfangsbedingungen) und sie lautet
G(t—t) = e ") La cos [w(t — )] +agsin [w(t — )]}

mit w = y/w} — 72. Um die Konstanten der Anfangsbedingungen zu
bestimmen, integrieren wir als nédchstes die Bewegungsgleichung tiber
ein infinitesimales Intervall um der Zeitpunkt t = #

t'+e

tim [t d—2+w2+2 4 G(t—t) =lim dts (t—t)
e—0JH —¢ a2 0 ’Ydt T es0Jr_e

d t=t'+e
lim [G(t - t’)} =1
e—0 | dt =t —¢

— lim G(e) = 1.
e—0

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass lim¢ .o G(—¢) = 0 ist und dass aus
der Stetigkeit und Beschrinktheit von G(t) fiir t — t' folgt, dass die
Terme w3 und 27% keine Beitrdge liefern.

Als zweite Anfangsbedingung aus der Stetigkeit der Greenschen
Funktion erhalten wir

lim G(e) = 0.

e—0

Damit ergeben sich die Koeffizienten zu

a1 =0 und a, = —.
w
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Die gesamte Greensche Funktion lautet damit

G(t—+t) = Lot ginjw(t — )] fiar t > #
N 0 t<t

Die Auslenkung des Massepunktes in Folge einer beliebigen zeitlich
abhingigen Kraft berechnet sich damit zu

x(t) = /_Z Gt — ) f(F).

Lesen Sie diese Gleichung physikalisch! Die Greensche Funktion be-
schreibt die zeitlich abhidngige Auslenkung nach einer impulsférmigen
Anregung. Zu jedem Zeitpunkt wird diese Anregung durch die Kraft
f(t) beschrieben. Die Stérke ist gerade in dieser Funktion kodiert, so
dass Sie die Greensche Funktion mit der entsprechenden Kraftamplitu-
de wichten miissen, um auf die Gesamtantwort zu kommen.






W4 S /sterme von Massenpunkten

Bisher haben wir uns auf einen einzelnen Massepunkt in der Betrach-
tung beschrankt, deren Bewegung beeinflusst wird von seiner Umwelt,
welche eine Kraft auf ihn austibt. Die Ursachen dieser Kraft kénnen
vielféltiger Natur sein, spielen aber im Rahmen der Punktmechanik
keinerlei Bedeutung. Wichtig ist nur, dass tiberhaupt eine Kraft wirkt.
Dann wird, die Bewegung beschrieben durch die Bewegungsgleichung

m¥ = F,

Diese Betrachtung kann natiirlich einfach auf eine endliche Anzahl
von Massepunkten tibertragen werden. In diesem Falle wird die Bewe-
gung jedes einzelnen Massepunktes beschrieben durch das gekoppeltes
System von Differentialgleichungen

m;¥; = F;.

Die Kopplung erfolgt hier durch die Kraft F;, welche allgemein ei-
ne Funktion von Ort, Zeit und Geschwindigkeit des Massepunktes i
ist, aber ebenfalls von Ort und Zeit aller anderer Massepunkte i # j
abhingt. Fiir N Massepunkte fiihrt das zu einem System von 3N ge-
koppelten Differentialgleichungen.

Die philosophische Bedeutung dieser Grundgleichung besteht in
der Uberzeugung, dass wir beliebig komplexe Kérper immer zerlegen
koénnen in eine Ansammlung von Massepunkten. Diese repradsentieren
die Masse des in kleine Volumina zerlegte Kérper und deren Ortsko-
ordinaten. Jegliche interne Dynamik in diesen kleinen Volumina wird
vernachléssigt, was hinreichend genau ist, wenn die Volumina nur
ausreichend klein gewédhlt werden. Sie miissen aber auch hinreichend
grof$ sein, um atomare Details nicht mehr berticksichtigen zu miissen,
welche unweigerlich das Versagen der Punktmechanik mit sich bringen
werden. Die Eigenschaften solch kleiner Strukturen kénnen dann nur
im Rahmen der Quantenmechanik hinreichend prézise beschrieben
werden.

Das Modell des Massepunktsystems hat sich insbesondere bewahrt
beim starren Korper. Dort wird der Korper nicht deformiert unter
dem Einfluss einer Kraft und die relativen Abstinde der Massepunkte
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zueinander sind fest. Fiir eine unendliche Anzahl von Massepunkten
konnen wir keine diskrete Beschreibung mehr benutzen sondern miis-
sen den Ubergang zur Kontinuumsmechanik gehen, insbesondere auch
dann wenn der Korper nicht mehr als starr angenommen wird. Solche
Korper werden mit Hilfe einer Massendichte beschrieben, p = %, die
eine stiickweise stetige Funktion von Ort und Zeit ist und welche sich
unter dem Einfluss von Kréften verdndert wird. Mit solchen Systemen
werden wir uns aber im Folgenden zu einem tiberwiegenden Teil nicht
beschiftigen. Dies schmilert aber keinesfalls den Nutzen der Diskussi-
on von Massepunktsystemen, da die Kontinuumsmechanik diskutiert
werden kann durch die Diskussion geeigneter Grenziibergénge.

Nach der Definition wichtiger Begriffe, werden wir uns wieder mit
dem Impulssatz, dem Energiesatz und dem Drehimpulssatz beschéfti-
gen. Eine Konkretisierung auf zwei Korper erlaubt uns am Ende die
Diskussion einiger wichtiger Anwendungen.

Freiheitsgrade

Die Anzahl der Freiheitsgrade eines Massepunktsystems wird mit f
bezeichnet. f entspricht dabei der Anzahl der Koordinaten, um die
Bewegung des Massepunktes zu beschreiben. Fiir einen Massepunkt i
sind das einfach die Ortskoordinaten x;, y; und z;. Fiir ein System aus N
Massepunkten hat das Massepunktsystem somit f = 3N Freiheitsgrade.

Fiir einen starren Korper ist die Beschreibung der Ortskoordinaten
eines jeden Massepunktes aber hoffnungslos redundant. Die Beschrei-
bung eines starren Korpers ist bereits moglich, wenn er charakterisiert
wird durch die Angabe von drei nichtkollinearen Punkten. Stellen Sie
sich hierunter einfach einen Wiirfel vor, dessen Orientierung und Aus-
richtung im Raum eineindeutig gegeben ist durch die Angabe von drei
seiner Eckpunkte.

Aus diesen drei Punkten ry, r» und r3 ergeben sich nominell neun
Koordinaten. Dies ist aber immer noch redundant, da wir den konstan-
ten Abstand zwischen den Punkten noch nicht weiter berticksichtigt
haben.

Die Forderungen, dass

|r1 — 12| = const. |r; — 13| = const. |r, — r3| = const.

gilt, reduzieren die Anzahl der Freiheitsgrade auf sechs. Diese sind
dann drei translatorische Freiheitsgrade (wo befindet sich im absoluten
Raum eine ausgewdhlte Zentrumskoordinate) und drei rotatorische
Freiheitsgrade (wie orientiert ist der starre Kérper im absoluten Raum
relativ zu der ausgewdhlten Zentrumskoordinate).
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Schwerpunkt

Der Schwerpunkt oder auch der Massenmittelpunkt (im Englischen cen-
ter of mass) bezeichnet gerade genau diese Vorzugskoordinate, welche
benutzt wird, um den Ort des Masepunktsystems zu bestimmen. Beach-
ten Sie bitte, allgemein sind Schwerpunkt und Massenmittelpunkt zwei
verschiedene Dinge. Wir definieren im Folgenden den Massenmittel-
punkt. Fiir den schwerpunkt muss noch die Schwerkraft berticksichtigt
werden. Ein ausgedehnter Korper verspiirt in einem inhomogenen
Gravitationsfeld unterschiedliche Beschleunigungen in verschiedenen
Teilen des Korpers. Der Schwerpunkt und Massenmittelpunkt fallen
dann nicht mehr zusammen. Die Unterscheidung spielt aber im Folgen-
den keine Rolle fiir uns. Die Schwerpunktskoordinate rs berechnet sich
zu

N

. Yimgmirp 1 %mr-

ST =N . g ili
Zizl m; M i=1

mit der Gesamtmasse des System

N
M= Z mi.
i=1

Damit gilt
N
Mr; = Zmil‘i-
i=1

Der Ubergang zum kontinuierlichen System ist hier leicht nachvoll-
ziehbar, in dem wir die Summe in ein Integral iibergehen lassen. Der
Schwerpunkt eines kontinuierlichen Systems berechnet sich zu

= Jy 1o(r)dV _ Jy ro(r)dv
T Jye(ndv M

Wir betrachten im Folgenden die allgemeine Bewegungsgleichung fiir
N Massepunkte

m;¥; = F;.

Dies sind 3N gekoppelte Gleichungen, da wir die angreifende Kraft
schreiben kénnen als

(@) |
F=F"+) f
k=1

Hierbei bezeichnet f;; die Kraft des Massepunkt k auf den Massepunkt
i Fl@ bezeichnet die Kraftwirkung der Umgebung auf den betrachteten
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Massepunkt. Diese Umgebung besteht dabei aus Massepunkten die
nicht explizit betrachtet werden, die also keinerlei Dynamik unterwor-
fen sind. Die Aufteilung in System und Umgebung mag hier, und in
vielen anderen Situationen, bis zu einem gewissen Grade willkiirlich
erscheinen. In der Praxis ist die Unterteilung haufig aber eindeutig.
Die beiden Terme werden als dufiere und innere Krifte bezeichnet.
Die gesamte Kraft setzt sich aus dufieren Kréften und inneren Kréften
Zusammen.

Weiterhin muss in der obigen Summe die Kraft f;; zu null gesetzt wer-
den, da der Massepunkt auf sich selbst nattirlich keine Kraft austiben
kann. Weiterhin gilt aus Griinden der Symmetrie

fir = —f.

Um weitere Betrachtungen durchfiihren zu konnen, fordern wir, dass
die inneren Kréfte nicht explizit zeitabhédngige Zentralkrifte sind:

r—r

|t — x|

Beachten Sie bitte, dies muss nicht immer der Fall sein. Es macht aber
durchaus Sinn anzunehmen, dass die Kraft zwischen zwei Massepunk-
ten immer entlang der direkten Verbindung zwischen diesen beiden
Punkten angreift.

Durch Summieren der N vektoriellen Bewegungsgleichungen erhal-
ten wir

Yomiti =R+ = LF.
i i ik i

Der letzte Schritt ergibt sich eben gerade aus der Eigenschaft, dass
fix + fr; = 0. Mit der Definition des Gesamtimpulses

pP=) pi=) mi
i i
und der gesamt angreifenden dufSeren Kraft

F=F9 =Y F",
i

ergibt sich als Impulssatz

dp

— =F.

dt
Wir sehen hier, dass fiir den Fall einer verschwindenden dufieren Kraft
der Gesamtimpuls erhalten bleibt:

F=0 — p=const.

Ein solches System bezeichnet man als abgeschlossen. Da aber ledig-
lich die Summe der Einzelimpulse erhalten bleibt, fiihrt das selbst zu
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einem gekoppelten Satz an nichttrivialen Bewegungsintegralen fiir die
einzelnen Massepunkte.

Es ist daher wesentlich hilfreicher die obige Gleichung im Sinne einer
Beschreibung fiir die Bewegung des Schwerpunktes zu interpretieren:

P= Zmii'i = Mis — Mis=F.
i

Diese einzelne Differentialgleichung zweiter Ordnung beschreibt die
Bewegung des Schwerpunktes im resultierenden Gesamtkraftfeld. Falls
keine dufieren Krifte wirken, bewegt sich der Schwerpunkt gleichfor-
mig und geradlinig. Einige weitere Aspekte wollen wir kurz verbal
diskutieren:

* Diese einzelne Gleichung zur Beschreibung der Bewegung des Mas-
senschwerpunkt, Mis = F, stellt schlussendlich die Rechtfertigung
dar, selbst ausgedehnte Korper als Massepunkte zu beschreiben. Bei
der Beschreibung der Bewegung von ausgedehnten Objekten, reicht
es vollig aus, sich auf den Massenmittelpunkt zu beschrianken. Diese
Konzentration auf den Massenmittelpunkt mag aber natiirlich kei-
nerlei interne Dynamik beschreiben, zum Beispiel die Rotation des
Korpers.

* Die Schwerpunktbewegung ist unabhidngig von inneren Kraften.
Selbst bei dem ,Zerfall’ eines Massepunktsystems unter Wirkung
der inneren Krifte, setzt der Schwerpunkt sein Bewegung fort. Das
klassische Beispiel ist hier ein in der Luft explodierendes Geschoss.

* Es sei noch einmal betont, dass die Definition was zur Umgebung
und was zum System gehort bis zu einem gewissen Grade willkiirlich
ist. Jedes System kann so vergrofiert werden, dass alle Kréfte innere
Krifte sind und umgekehrt. Mit der VergrofSerung des Systems wer-
den sich natiirlich auch seine charakteristischen Eigenschaften wie
Gesamtmasse und Schwerpunkt verdndern, was dann entsprechend
beriicksichtigt werden muss.

Ausgangspunkt fiir den Energiesatz ist wieder die Bewegungsgleichung
eines einzelnen Massepunktes unter Einwirkung der dufieren und inne-
ren Krifte. Anstatt {iber alle Massepunkte zu summieren, multiplizieren
wir die Gleichung mit #; und schauen was passiert.

Aus der Bewegungsgleichung fiir den i’ten Massepunkt erhalten wir

m;¥; = Fl(ﬂ) + Zfl] ‘ -1
]

. d (1 d _ ,
m;¥; - t; = T <2mir12) = ETi = Fl(”) -1 +Zfl-]- - 1.
]



116 Systeme von Massenpunkten

Die Terme auf der rechten Seite entsprechen die Leistung der dufleren
Kraft am Massepunkt i und die Leistung aller inneren Kréfte die am
Massepunkt 7 angreifen. Der Term auf der linken Seite entspricht gerade
der kinetischen Energie des Masspunkt .

Summieren wir jetzt wieder tiber alle Massepunkt, konnen wir die
zeitliche Anderung der gesamten kinetischen Energie berechnen.

R N
i i [

Die Anderung der kinetischen Energie des Massepunktsystems ist
gleich der Leistung aller Krifte. Wir betrachten jetzt im folgenden
innere und dufere Krifte etwas genauer.

Aufere Kriifte

Die dufleren Krifte konnen sowohl konservativ als auch dissipativ sein.
Wir spalten daher die beiden Anteil auf

F=) Fo + Y Fl,
i i
Fiir konservative Kréfte gilt
rot; F{°" =0,
so dass wir diese als den negativen Gradienten eines Potentials
U=U(r,r,.. 1) = Ur)

schreiben konnen

ou(r;)

ol

grad, U(r;) = | 25t
au(r,’
E)zi

.

=

Ny

so dass gilt
F=— Zgradi U(r;) + ZF?ES'.
i i
Die Leistung der dufleren Krifte berechnet sich so zu

j
oudx; b
oy dt

1

7

P = Y Fi-i;=—) grad, U(x;) - 1; + P = — Y
i i

i

Daraus folgt
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Innere Kriifte

Wie friither bereits motiviert, gehen wir davon aus, dass die inneren
Krifte Zentralkréfte sind und nur vom Abstand der beiden Massepunk-
te abhdngen:

I )
fij = ﬂ](rlj)7|rl]| mit Ijj =1 —1j.
1

Dies ist eine konservative Zentralkraft, welcher wir ein Potential zuord-
nen konnen. Dieses Potential kann bestimmt werden mittels

Tij .
1/[1‘]'(1’1‘]‘) = uj,-(rjl-) = — /_oo d?’lfij(i’/) mit rij = 1’]'1‘

Das Potential des i’ten Massepunkt im Kraftfeld des j'ten Massepunkt
entspricht dem Potential des j'ten Massepunkt im Kraftfeld des i’ten
Massepunkt. Das Potential kann dabei verstanden werden als die Arbeit,
die geleistet werden muss, um den i"ten Massepunkt unter Einfluss des
Kraftfeldes des j'ten Masesepunktes aus dem unendlichen an seinen
finalen Platz zu bewegen.

Es gilt

fij = —gradi ui]-(rij)
und

fji = —gradj u]',»(rﬁ) = gradi uj,»(rj,») = gradi ul']'(rl']') = —f,']' = —gradj u,']'(?‘,‘j)
da u o/ (x; — x]-)2 + ... und der Abstand offensichtlich invariant ist
gegeniiber Vertauschung der Koordinaten.

Als néchstes fithren wir das Gesamtpotential der inneren Krafte ein

= %Zzuzj(”z‘j)-
i

Der Vorfaktor erklart sich aus der Tatsache, dass zum Einbringen
des ersten Massepunkt aus dem unendlichen auf seine abschliessende
Position keine Arbeit verrichtet werden muss, da kein Kraftfeld vor-
handen ist. Zum Einbringen des zweiten Massepunktes muss Arbeit
verrichtet werden gegen das Kraftfeld, welches vom ersten Massepunkt
erzeugt wird. Zum Einbringen des dritten Massepunktes muss Arbeit
verrichtet werden gegen das Kraftfeld, welches vom ersten und vom
zweiten Massepunkt erzeugt wird. Das geht dann immer so weiter. Das
fiihrt zu einem gesamten Potential der Form

N i
= Z Z wij(rif) = Z Z”l] rij)-

1j=1#i i=1j=1

Der letzte Schritt folgt aus der Tatsacht, dass f; = 0 ist. Wenn Sie
sich das graphisch vorstellen, summieren Sie hier {iber alle Eintrége
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einer Matrix, welche nur oberhalb der Diagonalen besetzt ist. Aus
ujj(rij) = uji(rj;) folgt aber auch, dass Sie tiber die gesamte Matrix
summieren kénnen; nur dass Sie dann das Ergebnis noch einmal durch
zwei teilen miissen. Damit kommen wir zu obiger Formel.

Was wir im folgenden beweisen mdéchten ist die Aussage

—grad;u = Efij-
i

Wir gehen dafiir wie folgt vor und betrachten zunéchst den Gradienten
relativ zu einem Massepunkt /

1
—gradju = -5 Y ) [gradluij(r,-j)éil + gradlu,-j(ri]-)élj}
i

1 1
= - Zgradz“lj(rlj) — 5 2 gradyu; (rir)

1

= —fZgradlul](rl] Zgradluﬂ( ]1)

= Zgradl”l] (1’1] Zgradlul] (1’1])

= —Zgradlul] rl] Zfl]

Damit gilt
du

szl] . 1"1' = Z—gradiu . i‘i = —E.
i i
Damit lasst sich das Gesamtpotential des konservativen Anteils des
Systems UC schreiben als Summe des externen und des internen Po-
tentials

1
uc = U+u= Zui(ri) + 522”11(”])
i ij

Damit finden wir abschliefSend als Energiesatz

;t (T + uG) P = ;FZ@ i

Dabei ist zu beachten, dass der exakte Superskript von P(4) eigentlich
P(e4) wire. Dies soll noch einmal vergegenwirtigen, dass diese die
erbrachte oder verbratene Leistung (in Abhédngigkeit des Vorzeichens)
der dufieren dissipativen Krifte ist. Einige abschliessende Bemerkungen
zu der Gleichung noch:

¢ Falls keine dufleren Krifte an das System angreifen, spricht man von
einem abgeschlossenem System. Dann gilt immer Energieerhaltung,
da die inneren Krifte konservativ sind.
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¢ Energieerhaltung gilt selbstverstdandlich auch, wenn die dufleren
Kréfte nicht dissipativ sind.

e Wenn die duleren Krifte zeitabhidngig sind und wir ihnen dann ein
zeitabhédngiges Potential zuschreiben koénnen, gilt

_ d c) _ou
Fi(r,t) = —grad; U(x;,t) — pr (T+ u ) ==

Bei der Bewegung von Massepunktsystemen findet permanent eine
Umwandlung von kinetischer in potentieller Energie und zurtick statt.
Dies gilt im speziellen bei einem konservativen Kraftfeld, wo der Ener-
giesatz lediglich eine Aussage tiber die Summe der beiden Energien
treffen kann. Diese stindige Umwandlung ist am besten begreiflich bei
der periodischen Bewegung eines Massepunktes. Der Umkehrpunkt ist
gerade definiert als der Punkt, an dem der Massepunkt eine verschwin-
dende Geschwindigkeit besitzt und mithin seine kinetische Energie
null ist. Im Nulldurchgang des Potentials verschwindet gerade die
potentielle Energie. In dem Zusammenhang erlaubt der Virialsatz eine
Aussage dartiber, wie grof$ diese beiden Energien im zeitlichen Mittel
sind. Er gilt nur fiir konservative Kraftfelder, welche wir im Folgenden

annehmen mochten?. !Fiir nichtkonservative macht die Be-
trachtung des zeitlichen Mittels nicht

., sehr viel Sinn, da sich das natiirlich stin-
chung des i"ten Massepunkt dig &ndert.

Um den Virialsatz herzuleiten, betrachten wir die Bewegungsglei-

mi'l",‘ = FZG

und multiplizieren dies skalar mit r;

mix; - ¥; — FlG - I,
Das ldsst sich schreiben als

d, . .
E (mirl- . I'l') — Tfll'l‘l2 = FlG - I,

Wir summieren nun {iber alle Massepunkte und nehmen an, dass wir
der Kraft ein Potential zuschreiben konnen, was fiir konservative Krafte
immer moglich ist und erhalten

d . ,
Z& (mit; - x;) — Zmirf =—) grad, ue - r,.
1 1 i

Der Virialsatz bezieht sich in seiner Aussage auf zeitliche Mittelwerte,
weshalb nur diese fiir uns interessant sind. Zeitliche Mittelwerte einer
Grofe f(t) sind definiert als

1 t+s

f(t) = lim = | fhar.

T—0 T Jf—
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Damit folgt fiir den ersten Term der obigen Gleichung

i o ltEed ,
;ﬁ(miri'rf) = lim - 3 ;E(miri'ri)dt
1 t+3
= Am o)
-2

Fiir endliche Bewegungen, solche welche beschrankt bleiben, welche
wir im folgenden annehmen mdochten, bleiben sowohl r; also auch ¥;
endlich selbst fiir den Fall  — co. Daher geht das zeitliche Mittel dieses
Termes gegen null.

Wir erhalten so als Virialsatz

—— 7
Z (%r?) = 3 Zgradi UIG -1
1 1

Der zeitlicher Mittelwert der kinetischen Energie ist gerade das halbe
Virial des Massenpunktesystems:

— 1—G
T= Ezi;gradi Uz - r;.

Es gibt einige Spezialfille, welche wir kurz diskutieren mé&chten.

1. Harmonischer Oszillator

Fiir einen harmonischen Oszillator ist das Potential eine homogene
Funktion zweiten Grades, U « r,2 Nach dem Eulerschen Theorem
tiber homogene Funktionen gilt dann gerade

) grad, ue ., =2U.
i

Dabher ist fiir einen harmonischen Oszillator die mittlere kinetische
und potentielle Energie gerade gleich grofs.

2. Zentralkraftfeld, Gravitationsfeld
Wir gehen hier davon aus, dass wir uns in einem Gravitationsfeld
mit einem geeigneten effektiven Potential befinden, so dass die
Massepunkte eine endliche (oszillatorische) Bewegung durchfiihren.
Dann kann man folgende Argumentationskette fiir das Potential
aufstellen

1 1
llo<—; — gradllocri3 — gradu-roc; — —U.

Damit ist die mittlere kinetische Energie gerade genau
T=-U - oT=-U » E=-T.

Ist die Gesamtenergie kleiner als null (Voraussetzung fiir endliche
Bewegung), entspricht der Betrag der Energie gerade dem negativen
Mittelwert der kinetischen Energie.
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Abschliessend mochten wir noch einmal die ausgezeichnete Rolle des
Schwerpunktes diskutieren, welcher ein Bezugssystem definiert. Dar-
tiber hinaus spielt der Schwerpunkt auch physikalisch eine ausgezeich-
nete Rolle.

Zur Erinnerung, der Schwerpunkt berechnet sich als

1 N N
I = i Zmiri mit M = Zmi.
i=1 i=1

An Stelle eines absoluten Koordinatensystems konnen wir den Bezugs-
punkt aber auch in der Schwerpunkt legen. Die absoluten Koordinaten
(ungestrichene Grofien) und die Koordinaten im Schwerpunktsystem
héngen dann zusammen iiber

/
I, =1rs+r;.

Damit ergibt sich fiir die kinetische Energie
1 ‘
i
1 2
= 5 Zmi (£ +1)
1
1, 1 L
=) <2ml~r£ + Em,'rfz + m;i rf)
i
1 1‘2 1 .2 . ./
= EM 5 +Z§miri + -Zmiri
i i
1 1
= EMi~§ +Y 5mifl’-z + Mi - 1,
i
1 2 1 . /
i

Der letzte Schritt ist nur moglich, wenn wir als Bezugspunkt den Mas-
senmittelpunkt des Massepunktsystems wihlen, denn dann gilt r, = 0.
Die kinetische Energie des Gesamtsystems besteht aus der Summe
der kinetischen Energie der im Schwerpunkt vereinigten Gesamtmasse
und der kinetische Energie der einzelnen Massepunkte relativ zum
Schwerpunkt. Daher ist eine Beschreibung der Bewegung relativ zu
der Schwerpunktkoordinate vorteilhaft und sollte gewahlt werden, da
dann diese zusétzlichen Terme nicht weiter beachtet werden miissen.

Die Betrachtungen sollen am Beispiel der reduzierten Masse beim
Zweikorperproblem diskutiert werden. Wir mochten also, an Stelle der
kinetischen Energie der Einzelsystems, die kinetische Energie schrei-
ben als Summe der kinetische Energie der im Schwerpunkt vereinigten
Gesamtmasse und der kinetische Energie der einzelnen Massepunkte re-
lativ zum Schwerpunkt. Die kinetische Energie unter Beriicksichtigung
jeder einzelnen Koordinate berechnet sich als

1, 1



122 Systeme von Massenpunkten

Der Schwerpunkt befindet sich bei
myry + moty
my+my
Seine Geschwindigkeit ist gegeben durch

rs =

_ myi + mpip
° my+my
Zur Beschreibung der Relativbewegung, fithren wir zunédchst den Vek-
tor
r=r1—1Ip

ein. Mit diesem mochten wir explizit r; und r, bzw. ihre Geschwindig-
keiten ausdriicken, um dann abschliessend die kinetische Energie mit
rs und r bzw. ihren Geschwindigkeiten auszudriicken.

Wir stellen dazu die Geschwindigkeit des Schwerpunktsystems ge-
eignet um und setzen dann r, ein.

(my +mp) ts = mqty +my (] — ).

Umgestellt nach i, ergibt das
my .
——1
my + mp
Analog fiir i, ergibt das
m .
— .
my + my

=15+

I =15 —

Eingesetzt in den Ausdruck fiir die kinetische Energie erhalten wir

T = Sy (it "2 2+1m pom Y
o2 1 s mq + my 2 2 s mq + my
1 1 2 1 mim
=ty l mm p 1 mim
2 2 (my + my) 2 (my + my)
1. . 1 .
= GMi g
mit der reduzierten Masse
_omm 111
my + mp uoo omp mp

Das ist gerade genau die kinetische Energie des Schwerpunktes und
die kinetische Energie der Relativbewegung der beiden Massepunkte.
Wir konnen die Energie zerlegen in diese beiden Anteile.

Wir gehen im Folgenden wieder davon aus, dass die inneren Kraf-
te Zentralkréfte sind. Der Drehimpuls jedes einzelnen Massepunkt i
berechnet sich mittels

Li:rl- X Pi-
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Der Gesamtdrehimpuls ist die Summe der einzelnen Drehimpulse
L=) L.
i

Genau das gleiche gilt fiir das Drehmoment und das Gesamtdrehmo-

ment
M; =1 xF;
und
M=) M,
i

Um zu einer Bilanzgleichung zu gelangen, welche die zeitliche Ande-
rung des gesamten Drehimpulses mit dem gesamten Drehmoment in
Verbindung setzt, folgen wir unserem friitheren Ansatz und multiplizie-
ren zunichst die Bewegungsgleichung jedes einzelnen Massepunktes
von links mit r; X und erhalten

d

P = Fi+) fy |r;x
k

d

ELi = Ml-—f—Zr,-xfik.
k

Summation tiber alle Massepunkte ergibt
d
Z a]_.i = ZMi + ZZI‘Z' X fi.
i i i k
Den letzten Term betrachten wir individuell und sehen

1
Y Yrixfy = EZZ(rinik‘i‘rkaki)
Tk T K
1
= EZZ(rinik_rkaik)
T K
1
= E ZZ(I’Z' — rk) X fik-
Tx

Unter der oben getroffenen Annahme, dass die inneren Kréfte Zentral-
krafte sind, gilt

fi Ti—1;

fiel I — |

Dann muss offensichtlich der letzte Term verschwinden
eri X fik =0.
i k
Folgerichtig muss gelten

d
—L=M.
dt
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Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses eines Massenpunkt-
systems ist gleich dem Gesamtdrehmoment der dufieren Krifte, unter
der Annahme dass die inneren Krafte Zentralkréfte sind. Wirken kei-
ne dufieren Drehmomente, bleibt der Drehimpuls erhalten. Fiir ein
abgeschlossenes System (keine dufieren Kréfte, F = 0) gilt Drehimpul-
serhaltung.

Dies sind drei erste Integrale der Bewegungsgleichung. Bei Dre-
hung um eine feste Achse, z.B. um die z-Achse, spezifiziert sich diese
Gleichung zu

L, =Y m; (xiyi — yi%;) = Emiriz(;i’i-
i i
Falls M, = 0, ist dies eine Erhaltungsgrofie und konstant
M,=0 — Zmiringi = const..
i

Bei einem starren Korper lédsst sich die Gleichung noch einmal ver-
einfachen, da dort alle Massepunkte die gleiche Winkelgeschwindig-
keit ¢; = w Vi besitzen. Dann kénnen wir mit dem Trégheitsmoment
0=y, mir% den Drehimpuls schreiben als

L =) mirtw = Ow.
i

Im Kontinuum berechnet sich das Tragheitsmoment eines starren Kor-
pers zu

0= /dmrz = /de(r)rz.

Auch der Drehimpuls ist abhdngig vom Bezugssystem, welches wir
im Folgenden noch einmal diskutieren mochten. Wir betrachten da-
zu ein beliebiges Koordinatensystem, in welchem die Position der
Massepunkte mit gestrichenen Koordinaten beschrieben wird. Das Ko-
ordinatensystem ist verschoben um den Vektor rg. Wir werden spiter
wieder sehen, dass fiir eine geeignet gewéahlte Verschiebung, namlich
genau in den Massenschwerpunkt (ry = r;), die mathematischen Glei-
chungen wieder eine sehr einfache Form annehmen. Wir wollen im
Folgenden gerade den Zusammenhang zwischen L und L’ herstellen.
Wir unterscheiden im Folgenden einen ruhenden Schwerpunkt und
einen bewegten Schwerpunkt.

e ip=0
Hier wird nur der Nullpunkt des Bezugssystems verschoben, z.B. in
das Schwerpunktsystem. Der Schwerpunkt selbst soll aber ruhend

sein. Das Massepunktsystem fiihrt keine translatorische Bewegung
aus. Dann gilt

L' =

M=

Il
—

m (r; X i)



125

N
= ) mi(ti—r) X
i=1

N N
= Zmirixi‘i—rox Zmii‘i
i=1 i=1

L' = L—ry X P
Daher gilt
L' = L firp=0VYrlp

Wenn der Schwerpunkt ruht, ist das Drehmoment unabhéingig vom
gewihlten Bezugspunkt.

g #0
Wiederholen wir die Betrachtung fiir ein sich bewegendes Bezugssy-
stem.

U o= Yom(fx)

7
Y m; (r; —xo) X (£ — to)
:
Zmi(riXfi)_rOszii'i_zmi(rinO)+Zmi(rOXi'O)
1 1 1 1

L—1ryxp—M(rs —rp) X ip.

L/

Dies ist ein komplizierter Ausdruck. Er vereinfacht sich nur, wenn
s = 1o gewahlt wird. In diesem Fall reduziert sich das Drehmoment
zu

L/ = L-— o Xp
was genau das gleiche Ergebnis ist wie im Fall eines ruhenden

Bezugssystem.

Um das Drehmoment in beiden Koordinatensystemen in Verbin-
dung zu bringen, miissen wir zunéchst die zeitliche Anderung des
Drehimpulses berechnen.

dL’  dL
— = — —1p XPp—1o prM(I"s*I"()) Xfo*M(I‘Sfro) X Tp.
dt dt

Der Term —M (is — fp) X Iy entspricht gerade genau —p X iy, so dass
er sich mit dem zweiten Term aufhebt und wir erhalten

dL/  dL

WZE—rOXP—M<rS—rO)XfO.

Das Gesamtdrehmoment berechnet sich zu

M/ = ZI‘;XFI'
i
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= Z(I‘l‘—l‘o> XFi

i

= M-—-rygxF
= M-r xd—p
- 0%

Wir fassen die beiden Gleichungen zusammen und erhalten so

dL’ .

E :M/fM(rs—ro) X 1Q.
Fiir die beiden Spezialfille eines nichtbeschleunigten Bezugssystem
reduziert sich die Gleichung auf

dL’

o ot M/

1)) 0 — it
oder aber dass das Schwerpunktsystem als Bezugssystem gewahlt
wurde

v

1‘0:1‘5 E—M,

Wir wollen abschliessend die Bewegungsgleichungen noch einmal fiir
ein zwei-Korper-Problem konkretisieren und auf das Kepler-Problem
anwenden.

Zur Erinnerung, beim Zwei-Korper-Problem haben wir die kineti-
schen Energie geschrieben als die kinetische Energie des Massenschwer-
punktes und der Relativkoordinate mit der reduzierten Masse

1., 1.

mit der reduzierten Masse
_ hnymy
Comy+my
Die Geschwindigkeiten der beiden Massepunkte berechnen sich mit

Hilfe der Schwerpunktskoordinate und der Relativkoordinate als

1

=i+ ——t
mq + mp

. , mq

Ih =t — ——1.
my + my

Dieses zwei-Korper-Problem ist gerade charakterisiert durch sechs
Bewegungsgleichungen fiir sechs Freiheitsgrade, was Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung sind. Integriert haben diese zwolf Konstan-
ten. Fiir ein abgeschlossenes System liefern die Erhaltungssitze von
Energie, Impuls und Drehimpuls insgesamt 10 dieser Konstanten. Das
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sind die Energie, die drei Ortskomponenten des Schwerpunktes, die
drei Geschwindigkeitskomponenten des Schwerpunktes und die drei
Komponenten des Drehimpuls. Fiir das zwei-Korper-Problem lassen
sich die {ibrigen zwei Konstanten noch relativ gut bestimmen, fiir ein
drei-Koérper-Problem mit dann 8 fehlenden Konstanten ist dies auf ana-
lytischem Wege und ohne das Vorhandensein zusatzlicher Symmetrien
nicht mehr moglich.

Die Losung des zwei-Korper-Problems wollen wir konkret disku-
tieren am Kepler-Problem (Planetenbewegung). Bei ausschliesslicher
Betrachtung der Wechselwirkung zweier Massepunkte gibt es nur inne-
re Krifte. Wir betrachten die Gravitationskraft, was eine Zentralkraft
ist. Fiir die Bewegungsgleichung der Schwerpunktkoordinate gilt dann

Mig = 0.

Wenn wir ein Inertialsystem als Bezugssystem wihlen, in dem die
Schwerpunktskoodinate den Ursprung bildet, r; = 0, dann gilt mq1; +
mory = 0.

Das Gravitationspotential ist gegeben durch

mqmsyp
up = —G———
|1‘1 - r2|
Der Gradient der Funktion \nlirzl relativ zur Koordinate 1 berechnet
sich als
r—rn
grad, — =——0.
11 — 1o 11 — 1o

Der Gradient relativ zur zweiten Koordinate betrédgt

rad 1 - n
B ] T I —nl

Die Kraft, welche die beiden Massepunkte gegenseitig aufeinander
austiben betragt

r —r

1o = —Gmlmzm =—fn

Die Bewegungsgleichung fiir die Relativkoordinate lautet dann

i o= i

1 r 1 r
= —G—mlmzﬁ — G—m1m2—3
mq r my r

1 1 r
= -G — 4+ — m1m2—3
miq my r

r

1

r
—  ui = —Gu (m + my) 3
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Das ist nichts weiter als die Bewegung eines Massepunktes mit
der Masse p im Feld eines Zentralkérpers mit der Masse my + mj.
Unter der Annahme, dass eine der Massen sehr viel grofier ist als die
andere, entspricht die reduzierte Masse gerade der Masse des leichteren
Korpers und die Masse des Zentralkorpers ist gerade die Masse des
schwereren Korpers. Genau diesen Situation haben wir ausfiihrlich
frither diskutiert. Die Losungen damals waren Kegelschnitte, diesmal
fir r. Da die Absolutkoordinaten der beiden Massepunkte gerade

gegeben sind durch
na m
rn=—-—rund n=———T7,
mq + mp my + mp

ergeben sich fiir die Bewegung dieser Massepunkte ebenfalls Kegel-
schnitte. Geometrisch sind sie dhnliche Bahnen; halt nur gewichtet mit
den entsprechenden Massen. Es gilt

r| mp

7’/’11'

1

Fir my > my folgt |ry| ~ 0. Die schwere Masse verharrt damit im
Schwerpunkt.

Laut den Keplerschen Gesetzen erfolgt die Bewegungen der beiden
Massepunkte auf Ellipsen mir einer konstanten Flachengeschwindigkeit.
Die Umlaufzeit betragt

= —47T2 - T?= 4 a’ = an’ as.
GM G (m1 + m2) Gnip (1 + %)

TZ

Das dritte Keplersche Gesetz lautet dann
T2 472
73 -
? Gm (1+1)

Wir haben hier im Verhiltnis also noch eine kleine Korrektur, welche
der Masse des Planten m; abhédngig ist.
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