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1 Vorbemerkungen und Geschichte

1.1 Allgemeine Bemerkungen zur theoretischen Phy-
sik

Die theoretische Physik beschéftigt sich mit der Entwicklung und Verfeine-
rung von Theorien und mathematischen Modellen zur Erkldrung von Phéno-
menen der unbelebten Natur. Die Physik ist grundsétzlich immer ein Wech-
selspiel zwischen theoretischer und experimenteller Physik. In der Expe-
rimentalphysik werden Experimente durchgefiihrt und Beobachtungen ge-
macht, um empirische Daten zu sammeln und zu analysieren. Die theoretische
Physik konzentriert sich vermehrt darauf, die Beobachtungen in ein schliissi-
ges mathematisches Gebaude einzubetten und dadurch allgemeine Prinzipien
und Gesetze der Natur zu eruieren. Die Mathematik ist dabei ein sehr wich-
tiges Werkzeug. Aus der Forderung nach mathematischer Schliissigkeit einer
Theorie lassen sich auch Vorhersagen treffen. Theoretische Physiker:innen
konnen somit Modelle erstellen, die beschreiben, wie verschiedene Aspek-
te des Universums funktionieren, vom Verhalten subatomarer Teilchen bis
zur Dynamik von Galaxien. Diese Modelle wiederum miissen experimentell
iiberpriift werden.

1.2 Kurze Geschichte der klassischen Mechanik

Die klassische Mechanik beschéftigt sich mit der Bewegung von Objekten
und den Kriften, welche auf diese wirken. Sie ist einer der &dltesten Zweige
der Physik. Um Bewegung zu beschreiben, benétigen wir auch mathematische
Modelle von Raum und Zeit. Die Zeit wird durch die Menge geordneter “Zeit-
punkte” in der Menge der reellen Zahlen R beschrieben. In der klassischen
Physik lésst sich jedem Ereignis ein eindeutiger Zeitpunkt in R zuordnen.
Der Raum ist der sogenannte Euklidische Raum. Wir werden noch darauf
zuriickkommen.

In Mitteleuropa begann die systematische Beschreibung von Bewegung im
Raum mit Aristoteles im 4. Jahrhundert v.Chr. Wahrend des Mittelalters
waren es vor allem Gelehrte in der arabischen Welt, welche sich mit Ma-
thematik und Naturwissenschaften beschéftigten. In der Renaissance kam es
dann zu Einsichten und Entwicklungen von Konzepten, welche die Grundlage
der klassischen theoretischen Physik bilden (das Wort “klassisch” wird hier
als Abgrenzung zu “quantentheoretisch” verwendet).



Die grossen Pioniere waren hierbei:

e Nikolaus Copernicus (1473-1543): Vor allem bekannt fiir sein helio-
zentrisches Modell. Sehr wichtig war auch die Begriindung der Metho-
de, aus Beobachtungen und Berechnungen Gesetze {iber die Bewegung
der Planeten herzuleiten.

e Galileo Galilei (1564-1642): Galileo wird oft als “Vater der theoreti-
schen Physik“ bezeichnet. Neben seinem bekannten Beitrag zur Eta-
blierung des heliozentrischen Weltbildes lieferte er noch viele andere
wichtige Beitrdge zur theoretischen Physik. Er widerlegte z.B. Aristo-
teles’ Vorstellungen iiber fallende Objekte (schwere wiirden schneller
fallen als leichte) und zeigte, dass Objekte unabhéingig von ihrer Masse
mit der gleichen Geschwindigkeit fallen, wenn der Luftwiderstand ver-
nachlassigt wird. Er entwickelte auch das Konzept der Trégheit und
legte damit den Grundstein fiir Newtons erstes Bewegungsgesetz.

e Johannes Kepler (1571-1630): stellte die Gesetze der Planetenbewegun-
gen auf, lieferte zudem wichtige Beitrédge zur Optik.

e Christiaan Huygens (1629-1695): wichtige Beitrdge zur Beschreibung
Wellenbewegung, Streuung und Optik.

e Isaac Newton (1642-1727): Newton entwickelte die Arbeit seiner Vorgénger
weiter und fasste sie in seinem bahnbrechenden Werk Philosophiae Na-
turalis Principia Mathematica (1687) zu einer Gesamtschau zusammen.

Er formulierte die drei Bewegungsgesetze und das Gesetz der universel-
len Gravitation, die zur Grundlage der klassischen Mechanik wurden.

e Weitere Pioniere der klassischen Mechanik:
Gottfried Wilhelm Leibniz, Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange,
William Rowan Hamilton, Emmy Noether: systematischer Formalis-
mus, allgemeine Bewegungsgleichungen, Bedeutung von Symmetrien
(wird behandelt in Theorie B im Sommersemester).



2 Kinematik eines Massenpunktes

2.1 Massenpunkte und Ortsvektoren

Die Kinematik beschreibt die Bewegung von Objekten, die wir zunéchst
als punktformig annehmen. Dazu benotigt man Ortskoordinaten und deren
Zeitabhangigkeit.

Die Dynamik beschéftigt sich mit der Berechnung von Bewegungen auf-
grund von Kriéften.

Wir betrachten zunéchst die Kinemtatik von Massenpunkten und die zur
Beschreibung notwendigen mathematischen Grundlagen.

2.1.1 Vektoren

Als Vektoren im Raum R” (n € N) bezeichnen wir n-Tupel @ = (a4, ..., a,)
mit a; € R. Vektoren (z.B. Ort, Geschwindigkeit) haben im Gegensatz zu
Skalaren (z.B. Masse, Temperatur) eine Richtung. Wir werden fiir Vektoren
sowohl die Schreibweise @ als auch die Schreibweise a verwenden.

Punkte in einem physikalischen Raum (z.B. Ortsraum, Impulsraum) kénnen
durch Vektoren a € R? beschrieben werden:

ai Qg
a = Qo = Qy
as Qz

Abbildung 1: Beispiel Ortsvektor r eines Massenpunktes

sischen Mechanik ist dies (im Unterschied zur Relativitétstheorie) ein kar-
tesisches Koordinatensystem, gebildet aus drei orthogonalen Achsen (x-, y-
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und z-Richtung), die sich in einem gemeinsamen Punkt, dem Koordinatenur-
sprung, schneiden (siehe Abb. . Die Richungen der drei Achsen werden
durch Einheitsvektoren definiert, die senkrecht aufeinander stehen. Diese Ein-
heitsvektoren bilden dann eine Orthonormalbasis:

1 0 0
e, =10 ) ,e=|11],e.=1]0]. (1)
0 0 1
Damit gilt:
a=aze, +ae, + ae, (2)

und a, ay,a, sind die Koordinaten von a beziiglich der Basis {e,,e,,e.}.
Analog, mit Indizes 1,2,3 anstatt =, vy, z:

aq 1 0 0 3
ag = a1 0 + as 1 + as 0 = Z a;e;
as 0 0 i=1

Statt 2?21 a;e; wird auch oft a;e; geschrieben, d.h. das Summenzeichen wird
weggelassen. Dies ist die Einstein’sche Summenkonvention: iiber doppelt vor-
kommende Indizes wird summiert.

Die Koordinaten héngen von der Basis ab. Wenn zwei Koordinatesyste-
me mit Ursprung O bzw. O’ gegeben sind durch K = {0, e,,e,, e.} und
K'={0' e, e, e}, so indern sich auch die entsprechenden Werte a.,, a; , a’,
in K’. Die Betrachtung eines Massenpunktes erfolgt immer in einem Be-
zugssystem (hier: kartesisches Koordinatensystem). Raum und Zeit haben in
der Klassischen Mechanik keine eigenstéindige Bedeutung. Dies dndert sich

allerdings in der Relativitatstheorie.

Rechenregeln mit Vektoren

Skalarprodukt
Das Skalarprodukt zweier Vektoren a,b € R? ist definiert durch
3
a-b:a$-bz+ay-by+az-bz:Zaibi. (3)
i=1

Fiir Vektoren € R™ gilt analog
a'b:Zaibi- (4)
i=1
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Abbildung 2: Veranschaulichung des Skalarproduktes

Das Skalarprodukt ist distributiv: (a+b)-c=a-c+b-c
Der Betrag (die Linge) eines Vektors ist gegeben durch

la] =va-a=va?=a. (5)
Der Winkel 6 zwischen a und b ist gegeben durch
a-b=ua-b-cosf. (6)

Es gilt also a-b =0 falls § = 7/2 oder a = 0 oder b = 0. Das Skalarprodukt
ist also ein Mass fiir die Grosse der Projektion eines Vektors auf einen ande-
ren Vektor.

Die Grosse a - b ist ein Skalar und deshalb unabhéngig vom Koordinaten-

System.
Fiir die oben eingefiihrten Einheitsvektoren gilt offensichtlich
[ 1firi=j
ez-e]—{ofurl#j —.57,‘7. (7)

Das Objekt d;; wird auch Kronecker-delta genannt.

Vektorprodukt

Das Vektorprodukt (auch Kreuzprodukt oder &dusseres Produkt genannt)
zweier Vektoren ist definiert durch

ayb, — a.b,
axb=| ab, —a,b, (8)

azby — ayb,

Damit ist der Vektor ¢ = a x b senkrecht zu a und senkrecht zu b, siehe
Abb. B Es gilt ausserdem

lc|=c=|a|]-|b|-sinf =absinb .
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Abbildung 3: Darstellung des Vektorproduktes.

Der Betrag c¢ entspricht dem Flacheninhalt des von a und b aufgespannten

Parallelogramms (Abb. [4]).

b-sing

AN ~

Abbildung 4: Darstellung der Fliache des Vektorproduktes

Der Vektor c steht senkrecht auf a und b und zwar so, dass (a,b,c) ein
rechtshiandig orientiertes Dreibein bilden. Physikalisches Beispiel:
Drehimpuls L=r xp=r xv-m.

Zwei endliche Vektoren mit verschwindendem Vektorprodukt sind parallel
oder anti-parallel, denn:

a#0,b#0,axb=0=sinf =0= alb

Das Vektorprodukt ist micht kommutativ (im Gegensatz zum Skalarpro-
dukt), es gilt a x b = —b x a.

Das Vektorprodukt ist distributiv (wie das Skalarprodukt):
(a+b)xc=axc+bxc.

Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ: a x (b x ¢) # (a x b) x c.

In Index-Schreibweise gilt

C; = (a X b)l = €ijk Cljbk (9)
Dabei ist €5 (auch Levi-Civita-Symbol genannt) definiert durch

0  wenn 2 Indices gleich sind
€ijk = 1 fiir ¢, 7, k gerade Permutation von 1,2, 3 (10)
—1 fiir 4, j, k ungerade Permutation von 1, 2,3
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Vektoren konnen addiert, subtrahiert und mit Skalaren multipliziert werden.

Addition

Die Vektoraddition ist kommutativ, d.h. es gilt: a4+ b =b + a
Geometrisch betrachtet ergibt sich diese Eigenschaft aus der Parallelogramm-
regel. Algebraisch zeigt man dies komponentenweise.

Abbildung 5: Addition von Vektoren

Die Vektoraddition ist assoziativ, d.h. es gilt: (a+b)+c=a+ (b+c)

Abbildung 6: Assoziativitit der Addition von Vektoren

Subtraktion

Subtraktion eines Vektors b bedeutet Addition mit —b, d.h.:
a—b=a+(—b).

Multiplikation

Wie oben beschrieben, konnen zwischen Vektoren verschiedene Arten von
Multiplikationen definiert werden:

e a-b inneres oder Skalarprodukt,

e ax b AuBeres, Kreuz- oder Vektorprodukt.
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Ausserdem gibt es noch ein Tensorprodukt a ® b, dies wird jedoch vorerst
nicht benotigt.

Vektoren konnen also addiert und/oder mit Skalaren (Zahlen) multipliziert
werden, das Ergebnis ist wieder ein Vektor, die Menge der Vektoren ist also
geschlossen unter diesen Operationen. Eine Menge von Elementen, die diese
Eigenschaften erfiillen, nennt man Vektorraum oder linearen Raum.

Lineare Unabhingigkeit und Orthonormalsystem

Wenn zwei Vektoren parallel oder antiparallel (Oberbegriff: kollinear) sind,
dann gibt es reelle Zahlen a, 5 # 0, so dass ca + b = 0. Dies bedeutet, a
und b sind linear abhéngig. Allgemein gilt:

Die Vektoren ai,...,a, sind linear unabhingig, falls die Gleichung
Sor, aa; = 0 nur durch oy = -+ = @, = 0 erfiillt werden kann.

Andernfalls nennt man sie linear abhéngig.

Die Dimension eines Vektorraums ist gleich der maximalen Anzahl linear
unabhéngiger Vektoren und hochstens so grof wie die Dimension n fiir Vek-
toren aus R™. In einem n-dimensionalen Vektorraum bildet jede Menge von
n linear unabhéngigen Vektoren eine Basis, d.h. jeder beliebige Vektor kann
als Linearkombination der Basisvektoren dargestellt werden. Normalerwei-
se konstruiert man dafiir ein Orthonormalsystem (ONS): e; - €; = 0;;. Der
gleiche Vektor kann in verschiedenen ONS dargestellt werden:

n n
a = E a;e; = E C_Lzéz
i=1 i=1

Dies entspricht einem Basiswechsel.

2.1.2 Differentialrechnung

Hier fassen wir Grundlagen der Differentialrechnung zusammen, welche dann
zur Berechnung von Bahnkurven und Bewegungsgleichungen bendétigt wer-
den.

Differentiation

Wir betrachten eine reelle Funktion im eindimensionalen Raum als Funktion
des Ortes z. Diese bildet die Ortskoordinate x auf einen Funktionswert f(x)
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Abbildung 7: Differentialquotient einer Kurve.

ab,
f:xeR— f(zx)eR. (11)

Die Ableitung der Funktion f(z) beschreibt die Anderung der Funktion in
einem infinitesimal kleinen Intervall Az, also

dx Az—0 Ax

(12)

Geometrisch entspricht dies der Steigung am Punkt z. Die entsprechende
Gerade ist die lineare Néherung fiir die Kurve, siche Abb. [7]
Die Ableitung nach der Zeit wird oft mit einem Punkt bezeichnet:

O _ j (13)
Es gelten folgende Regeln:
Produktregel: % (f(z)-g(z)) = f'(x) - g(z) + f(z) - ¢'(z), (14)
Kettenrogel: %( Flg(@)) = @Cd—? . digﬁ | (15)
Beispiel fiir Kettenregel: f(z) = 1/z = £ -5 = —2&)

Integration

Integration kann man sich als Berechnung der Flache unter einer Kurve vor-
stellen. Wenn f(z) gegeben ist, dann ist die Stammfunktion F'(x) gesucht,
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Abbildung 8: Naherungsweise Berechnung eines Integrals durch Diskretisie-
rung. Links: Untersumme, rechts: Obersumme.

fiir die gilt
dF v
d;x) = f(x) ,also/ dz f(z) = F(x) . (16)
Das Integral kann als Grenzwert einer Diskretisierung betrachtet werden.
Unter- und Obersumme (dargestellt in Abb. |8) konvergieren gegen den Wert
des Integrals (Stetigkeit der Funktion f(z) vorausgesetzt).

o o - Ti—1 + T4
[t e (55)

Beispiele: f(z) = sin(z) = F(x) = —cos(z), f(z) = e = F(z) = 1/ae®.
Bestimmte Integration:

b
[ dz12) = F) - Fla) a7)
Partielle Integration:

1

[ e @)@ = [1)

Zo

- [ r@a@ o)

o o

b
Beispiel: f; drxe® = [a: 6$i| — ff dx1l-e".

Substitutionsregel:

/92 dg f(g) = /m dr f(g(x))g'(x) , g1 = g(x1), 92 = g(x2) . (19)

g1 x1

Beispiel:

b 1+b2 2
T 1 1 1+0

/ dx T =(y=22+1) / dy — = = ln—2 .
a e+ 1 1+a2 2y 2 1+4a
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2.2 Bahnkurven, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Wir betrachten die Bewegung von Massepunkten unter Vernachléssigung der
rdumlichen Ausdehnung. Ein Beispiel ist die Bewegung der Erde um die
Sonne, bei der die Erde als Massepunkt betrachtet wird, in welchem die
gesamte Masse der Erde konzentriert ist. Jegliche andere Dynamik, z.B. die
Rotation der Erde um sich selbst, wird dabei vernachléssigt.

Die Position des Massepunktes wird durch den Ortsvektor r beschrieben:

r=xe,+ye,+ze, (20)

Bewegt sich der Massepunkt in Raum und Zeit, so bildet die zeitliche Abfolge
seiner Aufenthaltspunkte eine Bahnkurve. Diese wird auch als Trajektorie
bezeichnet. Der Ortsvektor wird damit eine Funktion der Zeit ¢.

r(t) = | y(t) | =x(t)er +y(t)e, + z(t)e: (21)

r(t)
T(t+dt)

> t

Die Geschwindigkeit v(t) eines Massepunktes ist definiert als die differentielle
zeitliche Anderung des Ortes des Massepunktes, der Geschwindigkeitsvek-
tor ergibt sich also aus der Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit:

de(t) . ..
0 i) = v

Das Konzept der Ableitung als Grenzwert des Differentialquotienten kann
auch auf vektorwertige Funktionen angewendet werden:

dr(t) lim r(t + At) —r(t)

dt A0 At

Die Ableitung erfolgt komponentenweise. Geometrisch handelt es sich um
einen Tangentialvektor an die Bahnkurve.
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v(t)

r(t)

> t

Auch vom Geschwindigkeitsvektor kann eine Ableitung gebildet werden, diese
liefert den Beschleunigungsvektor a(t).

dvit) . dx()

dt dt?

Fiir einen Massenpunkt haben wir also:

—i(t) = a(t) .

1. Ortsvektor:

2. Geschwindigkeitsvektor:

3. Beschleunigungsvektor:
3
a(t) =) dit)e; .
i=1

Um den Beschleunigungsvektor (komponentenweise) integrieren zu kénnen,
benétigen wir noch Anfangsbedingungen:

v (tp) = const. =vg, r(tg) = const. =rg

Gegeben: a(t) =

v@:w+fﬁhw% (22)

to

to

r(t) =ro+ vy (t —to) + /t dt’ [/tt dt"a (t”)] : (23)
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Die Richtigkeit dieser Formel kann durch Ableitung iiberpriift werden:

t
H) = vo + / dt'a (¢") (24)
to
F(t) = a(t) (25)
Check der Anfangsbedingungen:

r (to) =TIy, r (to) =V (tg) =1 .

Beispiel geradlinige gleichférmige Bewegung

Geradlinig: in Richtung von v, gleichférmig: in gleichen Intervallen werden
gleiche Strecken zuriickgelegt.

Verschwindende Beschleunigung:
a(t) =0= V(t) = Vo = I'(t) =TI+ Vo (t — to) (26)

Ein Beispiel wire ein Raumschiff fern von massereichen Objekten.

Beispiel konstante Beschleunigung
a(t) = ag
= V(t) = Vg + Qg (t — to)

t
= I‘(t) =TI+ Vo (t — to) + / dt/ao (t/ — to)

to

1 1
=T+ Vo (t — to) + g (§t2 — itOQ — (t — to) to)

1
=10+ Vo (1 — o) + 520 (t —to)?

16



Abbildung 9: Wurfparabel bei gleichméssig beschleunigter Bewegung (Be-
schleunigung zeigt nach unten).

Die gleichmiBig beschleunigte Bewegung ist die Uberlagerung einer gerad-
linig gleichférmigen Bewegung mit vy und einer geradlinig beschleunigten
Bewegung mit agy. Beispiel: Bahn eines Tennisballs.

Ein Spezialfall ist der freie Fall:

0
V0:0,a0:g 0 ,t():O
-1

= Fallstrecke s = |x3(t)| = 1¢t?, Erdbeschleunigung g = 9.81 m/s?.

Beispiele fiir Raumkurven:

Unter einer Raumkurve versteht man die Menge aller Punkte {r(¢)|t; <t < ty}.

Kreisbewegung in der =z — y Ebene

Die Funktion

Rcosyp B Rcoswt
r(t)= | Rsing =" | Rsinwt
0 0

ist eine mogliche Parametrisierung der Kreisbewegung. Der Umlauf eines
Kreises betrdgt 27 und es gilt:

2
27r:wT<:)w:—7T (27)
T
J —sinwt d
—r:f:Rw cos wt = v = i = Rw (28)
dt 0 dt
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Abbildung 10: Raumkurve einer Kreisbewegung

Schraubenlinie

Rcoswt
r(t) = | Rsinwt
bt

Dabei ist b die Geschwindigkeit in z-Richtung, zo = b %’T

Abbildung 11: Raumkurve einer Schraubenlinie

dr — Rw sin wt
%:1‘: Rw cos wt = v =VR2W?+b> Rw
b
Bogenlinge

Die Bogenlénge ist die Lénge L einer Raumkurve, gemessen an der gekriimm-
ten Kurve. Sie sollte auf jeden Fall unabhéngig von der gewéhlten Parame-
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trisierung sein. Wir zerlegen das Intervall [y, ¢,] in n Teilintervalle der Lénge
At = % = t; = tog+1-At. Verbinden wir die entsprechenden Ortsvektoren

r(t;), so ergibt sich ein Polygonzug:
tn
v [t
to

L, = Z v (t;) —r(ti)] = Zm

r(t;) —r(ti—1)

)
At

dr(t) ‘
dt

Abbildung 12: Approximation einer Raumkurve

Bogenlidnge als Funktion der Zeit:

s(t) = /tt dt’

Die Bogenlénge wichst also monoton bei Bewegung = Umkehr ist eindeutig,
t = t(s). Dadurch erhalten wir die Parametrisierung der Raumkurve nach der
Bogenliange s: r(t) — r(t(s)) = r(s). Diese Parametrisierung bezeichnet man
als die natiirliche Parametrisierung der Raumkurve. Fiir diese gilt immer

dr (t')

dt’

ds _
dt

dr(t)
dt

0,

dr(s)

—=|=1.
ds

Beispiel 1: Kreisbewegung
=R —d3:> —Rut=t=— (29)
v=Rw=— = s=Rw =7
oS %
=71(s)=R| sing (30)
0

Ein Umlauf entspricht s = 27 R, also genau dem Umfang.
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Beispiel 2: Schraubenlinie

d
v=VR2W?2+b = a5 _ const

dt
R cos <2
v

=>s=v-t=r(s)= | Rsin® (31)
bs

Begleitendes Dreibein

Auch das Koordinatensystem kann auf die Bahnkurve bezogen werden: da-
mit haben wir ein ONS, das mit dem Massenpunkt mitwandert, dieses nennt
man begleitendes Dreibein (siehe Abb. [13), bestehend aus
t  Tangentialeinheitsvektor,

Normaleneinheitsvektor,
— t x 0 Binormaleneinheitsvektor = (t,7,b) sind Funktionen der Bo-
genlédnge s.

oHhs o

B

Abbildung 13: Begleitendes Dreibein

Der Vektor #(t) = 2 ist tangential zur Bahnkurve orientiert, deshalb ist die
Definition des Tangentialeinheitsvektors

Loy
_dat _ —
t=rar =@

dt dt

Bei Parametrisierung durch die Bogenlénge r = r(s(t)) gilt:

drds gy
$ _ dsdt __ : isch .
t =% = —  1st automatisch normiert .

ds
i ds
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Im allgemeinen Fall andert t(s) seine Richtung;

1
=:k(s) Kriimmung, p:=— Kriimmungsradius .

'df(S)

ds

Der Normaleneinheitsvektor ist definiert durch

R 14t

n—= -+ =—-—
dt K ds
ds

Die von den Vektoren t und n aufgespannte Ebene heisst Schmiegungsebe-
ne, b steht senkrecht auf der Schmiegungsebene. Falls die Bewegung immer
in einer Ebene bleibt, ist die Richtung von b also konstant.

Beispiel Kreisbewegung

dr —sin (ﬁ) A1 —cos (’?)

t= % = COSO(§> E = E — SlI(l) (E) (32)
dt| 1

= K= d_ = E7 p=R. (33)

i es(s)
&= | e (2) (34
0
Ruw? Ruw? 1 1
=K = = = — < = (35)
v RW P R+LE, R

2

b )
p:R+W>R fiir b#£0 .

Die Kriimmung der Schraubenlinie ist kleiner als beim Kreis (der Kriimmungs-
radius ist groBer), weil die Bahnkurve gestreckt wurde.
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2.3 Koordinatensysteme

Die Verwendung eines Koordinatensystems, das der Symmetrie des Problems
angepasst ist, kann eine Rechnung sehr vereinfachen. Neben den kartesischen
Koordinaten sind die wichtigsten Félle Polarkoordinaten, Zylinderkoordina-
ten und Kugelkoordinaten. Fiir den Ubergang von einem Koordinatensystem
in ein anderes benotigen wir Matrizen.

2.3.1 Matrizen und Determinanten
Definition : Eine (n x m)-Matrix A € R"*™ ist gegeben durch

a1p - Qim

A=
Ap1 *+° Apm
mit a;; € R. Einzelne Elemente der Matrix werden bezeichnet durch
(A)ij =a;j, miti=1...n;5=1...m
Spezielle Matrizen:

e Eine Matrix mit gleicher Zeilen- und Spaltenanzahl heifit quadratische
Matrix.

e Eine Matrix mit nur einer Spalte, also m = 1, ist ein Spaltenvektor.
e FEine Matrix mit nur einer Zeile, also n = 1, ist ein Zeilenvektor.

Rechenregeln:

(i) Bei der Multiplikation einer Matrix mit einer skalaren Grofie A € R wird
jedes einzelne Element der Matrix mit dieser skalaren Groéfie multipliziert,
also

(AA)y; = Aa; - (36)

(ii) Bei der Addition zweiter Matrizen, die gleich grof} sind, A, B € R™*™,
werden die jeweiligen Matrixelemente addiert, also

(A+ B)ij = ai; +bij = (A)y; + (B)yj - (37)

Matrizen unterschiedlicher Grofie konnen nicht addiert werden.
(iii) Die Multiplikation zweiter Matrizen A € R™™ und B € R™* ergibt
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eine Matrix C' = A- B € R™*. Um die Eintréige (A - B);; zu berechnen, wird
der i-te Zeilenvektor von A mit dem j-ten Spaltenvektor von B multipliziert.
Man berechnet also

(A-B)y = Z ity (38)
=1

In Matrix-Form:

Bemerkungen:

e Fiir das Produkt A-B € R™*" gilt im allgemeinen A-B # B- A. Beispiel
fiir nicht-Kommutatitivit des Matrixproduktes:

- (00) - (00) 2s5)
AB:((l) _01) BA:(_O1 é) (2.89)

e Fiir den Fall, dass A € R'™™ (Zeilenvektor) und B € R™*! (Spaltenvek-
tor), ist das Matrixprodukt A - B eine skalare Grole und B- A € R™*™
eine quadratische Matrix.

e Das Produkt einer Matrix A € R™*™ mit einem Vektor b € R™ ergibt
einen Vektor der Dimension n: A -b € R". Die Elemente dieses Vektors
berechnen sich geméafl

Determinante

Die Determinante ordnet einer quadratischen Matrix einen Skalar zu.
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123 132 213 231 312 321

Abbildung 14: Fiir n = 3 gibt es 3! = 6 Permutationen.

a1 a2 ... QAin

Sei A = a:m G?Q . a?n (39)
a;u a;ﬂ .- a;zn

=detA= > sign(p)aiu) - dupn) (40)

Permutation p

Von einer Menge {1,...,n} gibt es n! Permutationen. Fiir eine Matrix mit
n = 2 ergibt sich:

det A = sign(12)ai1as2 + sign(21)ai2a21 = @112z — a12a2:
Fiir eine Matrix mit n = 3 ergibt sich:

det A = ail (CL22CL33 - G23(l32) — Q12 (a21a33 - a23a31) + a3 (a21a32 - Cl22a31) .

2.3.2 Drehungen

Eine konkrete Anwendung von Matrizen ist der Wechsel zwischen verschiede-
nen Koordinatensystemen. Wir betrachten hierfiir die Drehung eines Koordi-
natensystems, in dem ein Massepunkt durch den Ortsvektor 7p beschrieben
wird. Seine Ortskoordinaten sollen in den zwei verschiedenen Koordinaten-
systemen ausgedriickt werden. Wir betrachten zuerst den 2-dimensionalen,
dann den 3-dimensionalen Fall.

Drehung in der Ebene

Im ungedrehten Koordinatensystem wird die Position von P beschrieben

durch
- <$P)
rp =
yp
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Abbildung 15: Drehung in der z-y Ebene.

Die Koordinaten des Ortsvektors

x/
()
Yp
von P im gedrehten Koordinatensystem lassen sich durch die Koordinaten
xp und yp ausdriicken. Aus Abb. schliessen wir

T's = xpcosf + ypsinb
Yp =ypcost —xpsing . (41)
Auflésen nach zp und yp liefert
xp = a’pcosh — ypsinb
yp = yYpcost + xpsind . (42)
Dargestellt durch Einheitsvektoren haben wir

Tp = Tpeyt+ype, = x'p (cos 0, + sin 0€,) +yp (cos b€, — sinbe,) = xpe,+ype

~~

A
5!
efL‘

~~

—/
J, Y

€y
Die neuen Koordinaten konnen wir kompakt als Funktion der urspriinglichen

Koordinaten ausdriicken. Aus den Gleichungen. und lesen wir ab
(i)~

cosf sinf Tp
Yp —sinf cosf yp

Wir finden also

7, =O0p, mit O = ( cos

sin
—sinf@ cosf
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Wir wollen nun die Frage untersuchen, welche Eigenschaften die Matrix O
haben muss, damit sie eine Drehung beschreibt:

a) Sie muss eine quadratische Matrix sein.

b) Die Matrixelemente sind reell.

c) Alle Zeilen und alle Spalten miissen orthonormal zueinander sein.

d) Fiir die transponierte Matrix

O — ( cosf) —sind )

sinf cos®

muss gelten
070 =1 (43)
e) Die Determinante einer Drehmatrix ist 1 , also det O = 1. Dies bedeutet,

dass die Drehung eines Vektors weder eine Verldngerung noch Stauchung des
Vektors verursacht, und auch nicht gespiegelt wird. Es gilt 75| = |7p|.

Matrizen mit den Eigenschaften a)-e¢) nennt man orthogonale Matrizen
(mit det O = 1 genau genommen eigentliche orthogonale Matrizen, uneigent-
lich wire det O = —1, Drehspiegelung).

Mit Glg. konnen wir leicht beweisen, dass Léngen erhalten bleiben, also

7 =107 =]
Denn
7" = [or1* = (07" (0F) = ﬂQT,lgfz [71°
Bemerkung: Fiihren wir 2 Drehungen aus, zuerst ;m den Winkel # und dann
um den Winkel ¢, so erhalten wir

! 1!
()= )= (),
yp Yp Yp
/i

z'h = x'p cos ¢ + ypsin @

mit

= (xpcosf + ypsinb) cos ¢ + (yp cos — xpsinf)sin ¢
= zp (cosfcos ¢ — sinfsin @) +yp (sinf cos ¢ + cosfsin ¢) .

7 (.
g g

=cos(0+¢) =sin(0+¢)

Analog ergibt sich
yp =ypcos(d + ¢) — xpsin(d + ¢) .
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Drehung im 3-dimensionalen Raum

Rl A
QNP

FAZ-Grafik Pion

Abbildung 16: Anwendung der Drehoparationen in verschiedener Reihenfolge
liefert ein anderes Ergebnis.

Die Drehung eines Koordinatensystems im dreidimensionalen Raum erhalten
wir durch sukzessives Anwenden einer Drehung um jeweils eine Koordinaten-
achse. Dabei wird bei der zweiten und dritten Drehung um die zuvor gedreh-
ten Koordinatenachsen gedreht (auch intrinsische Drehungen genannt). Bei
extrinsischen Drehungen dreht man immer um die urspriinglichen Koordina-
tenachsen.

Man beachte: die Reihenfolge der Anwendung der Drehmatrizen ist wichtig.
Die Drehoperationen in drei Dimensionen sind im Allgemeinen nicht ver-
tauschbar, siehe Abb. [16]

Jede Drehung in 3 Dimensionen lasst sich durch die sogenannten Euler-
Winkel darstellen. Die Euler-Winkel ¢, 8,1 sind definiert wie in Abb.
Die urpriingliche Orthonormalbasis ist dabei durch (n1, nq, n3) gegeben, die-
se wird in (e, eq, e3) iiberfiihrt. Die (n;,ny)-Ebene und die (ey, e;)-Ebene
schneiden sich in einer Geraden N (Knotenlinie). Die drei Teil-Drehungen
sind gegeben durch:

1. Drehung um ng um den Winkel ¢ (0 < ¢ < 27). Die Achse ng bleibt
fest, wir nennen die zugehorige Drehmatrix Of’j(gp), also

n, = njO?Z-(go) mit (44)

/ .
T, = COS PN + SIN YN,

! .
T, = — SIN YN + COS YT,

~

n; = ns,
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Abbildung 17: Definition der Eulerwinkel. Das urspriingliche Koordinatensy-
stem ist gegeben durch nq, no, ns.

also
cosp —singp 0
O*(p) = | sing cosp 0 (45)
0 0 1

2. Drehung um n} um den Winkel 6 (0 < 6 < ), also
n} =nl0}(0) mit
1 0 0

O'(0)=| 0 cosf —sind (46)
0 sinf cosf

3. Drehung um nf um den Winkel ¢ (0 < ¢ < 27) mit der Matrix

cosy —siny 0
O*(p) = [ siny cosyp 0 (47)
0 0 1

Zusammengefasst:

€; = n;’O?i(@ﬁ) = n;cOl}:j(e)O?i(d))
= nrOfk@O)Olij(e)O?i(lb)
=n,0,(p,0,1)
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mit
O = O?k(@)Olij(‘g)O?iW) ) (48)

explizit:

cos pcosy —sinpcosfsiny —cospsiny —sinpcosfcosy  sinwsind
O=| singpcosy + cospcosfsiny —sinpsiny + cospcosfcosyy — cospsinf
sin @ sin 1) sin 6 cos Y cos 6

Drehungen um endliche Winkel kann man als Verkniipfung infinitesimaler
Drehungen verstehen. Dazu ist es wichtig, das Konzept der Taylor-Entwicklung
zu kennen.

2.3.3 Taylor-Entwicklung

Eine Taylorreihe ist eine Darstellung einer analytische Funktion in der Um-
gebung einer Stelle xy durch eine Potenzreihe. Typischwerweise konvergiert
die Reihe nur in einer Umgebung von z, (Konvergenzradius).

Vorteile der Darstellung als Potenzreihe:

1. Polynome sind einfach zu behandeln.
2. Niherung fiir kleine x — zg : f(z) = ag + a1(z — o) + ag(x — x0)* +. ..
3. Integration/Differentation Term fiir Term moglich.

Beispiel geometrische Reihe (2o = 0):
S=1—|—x+x2+---:Zaﬁ”
n=0

Die Reihe konvergiert fiir |z| < 1. Zur Berechnung dient hier folgender Trick:

xS:x+x2+x3+---:S—1:>S:1
—x

S ()= —— =", (49)

1—z

die Funktion f(x) = 1/(1 —x) ist also fiir |z| < 1 als Potenzreihe darstellbar.

29



Allgemeine Form fiir Entwicklung um = = z (falls als Potenzreihe darstell-

bar):
fl@) =) an(r — o)

Aus obiger Form kann die Taylor-Reihe hergeleitet werden:

(50)

Wir nehmen an, dass die Funktion f(x) bei x = z beliebig oft differenzierbar

ist. Fir die a,, gilt dann (oBdA Entwicklung um z, = 0):

0.Schritt:  f(z) = ap + ayz +ax* +... = f(0) = ao
1.Schritt:  f'(x) = a1 + 2apx + 3azz®* + ... = f'(0) =a,
2.Schritt:  f"(x) =2ax+3-2a3z + ... = f"(0) = 2a

n. Schritt:  f™(z) = nla, + (n+ Dapz+ ... = fM0) = nla,

(n) O f(n)

n!
n=0

(51)

Fiir zg # 0 definiere u = z — zy, g(u) = f(z + 20), entwickle g(u) um z = 0,

dann .
f(n) (wo)

n!

fz) =

n=0

Beispiele

1. Geometrische Reihe

f/(l') - (1_1@
@) = = 17(0) =2
f///(x) — (_

|
L]
=
—
(@)
SN—
I
—_

= flz) =Xl mr" ="
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sinx

\ X

X-X°/3 sin x

Abbildung 18: Approximation der Sinus-Funktion durch die ersten Glieder
der Taylorreihe.

2. Exponentialfunktion

f@) = = f(0) =1

flx)=e"= f'(0)=1

=30 (54)
1

6z:1—|-:)3+§x2+0(x3)

3. Trigonometrische Funktionen (siehe auch Abb. (18))

f(z) =sinzx = f(0)=0
f'(z) = cosz = f'(0)=1
f’(x) =—=sinxz = f"(0)=0
f"(x) =—cosx = f"(0)=-1

. o - (_l)n 2n+1
= sinz = E_O (2n+1>!x
o - (_1)n 2n
Analog cosz = E @) il (55)
n)!

Der Logarithmus kann nicht um zy = 0 entwickelt werden, da die Funktion
dort divergiert. Dagegen bietet sich zy = 1 fiir eine Entwicklung an.
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2.3.4 Die wichtigsten Koordinatensysteme

Nun betrachten wir die Relationen zwischen géngigen Koordinatensystemen.

Kartesische Koordinaten

X1

€3

Lo [ Teose
~ \ rsing

7 COS
r=| rsing

Polarkoordinaten

Zylinderkoordinaten

w

P2
7

Abbildung 19: Zylinderkoordinaten

Kugelkoordinaten

Statt mit (zq,x2, x3) kann ein Vektor auch mit (r, 6, ¢) beschrieben werden,
also mit dem Betrag von r und zwei Winkeln fiir die Richtung. Dabei wird 6
als Polarwinkel und ¢ als Azimuthalwinkel bezeichnet.

7 sin # cos @
r=| rsinfsingp
rcosf
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Abbildung 20: Kugelkoordinaten (Quelle: Wikipedia).

Der Einheitsvektor in Richtung von r hat dann die Form:

sin @ cos ¢
r=—-= | sinfsinyp
cosf

Um die anderen Einheitsvektoren zu bestimmen, brauchen wir noch das ma-
thematische Konzept von partiellen Ableitungen.

Mathematischer Einschub: partielle Ableitungen

Wird eine Funktion mehrerer Variablen nach jeweils einer der Variablen ab-
geleitet, nennt man dies partielle Ableitung.

Zur allgemeinen Definition betrachten wir eine Funktion f, die von mehreren
Variablen z;,i = 1,...,n, abhingt, also f = f(z1,...,2,). Unter partieller
Ableitung von f nach x; versteht man die Ableitung von f nach der Variablen
x;, wihrend alle anderen Variablen z; # x; festgehalten werden. Die Notation
hierfiir ist 0f/0x;. Falls f nach z; partiell differenzierbar ist, so ergibt sich
die partielle Ableitung nach x; aus

f([L‘l,...,I'Z‘ +AZE¢,ZL‘Z‘+1,.‘.,ZL‘n> - f(l’l,...,l‘i,$i+1,...,$n) 8f

lim =
Az —0 Ax; ox;

Die partiellen Ableitungen sind i.a. immer noch Funktionen von z; und
konnen weiter differenziert werden. So erhélt man hohere partielle Ablei-
tungen, also z.B.

Gy _ 0 (or\_ B _ o (o
Or;0x;  Oxj \O0x;) Ox;0x; Ow; \Ox;)
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Die totale Ableitung einer Funktion von mehreren Variablen wird mit d be-
zeichtet, also df. Sie ist gegeben durch

Wir betrachten als Beispiel die Funktion f = f(xz(t), y(t), 2(¢), t). Die Funkti-
on f hingt sowohl explizit von der Zeit t ab als auch implizit iiber z, y, z. Die
Ableitung der Funktion f nach der Zeit, df /dt, ergibt sich somit durch An-
wendung der Kettenregel, da x,y, z selbst Funktionen der Zeit sind. Zudem
muss die explizite Ableitung nach t gebildet werden. Somit erhalten wir

df _ofde  0fdy  ofd= of
dt  Oxdt Oydt Ozdt Ot

Bei der partiellen Ableitung 0f/0t nach der Zeit wird nur die explizite
Abhéngigkeit der Funktion f von t beriicksichtigt, alle anderen Variablen
werden konstant gehalten. Die totale Ableitung d f/dt beriicksichtigt auch
die indirekte Abhéngigkeit von ¢, die z.B. dadurch zustande kommt, dass
laings der Bahnbewegung die Ortskoordinaten von der Zeit abhéngen.

Mit Hilfe der partiellen Ableitung kénnen wir die Basisvektoren in den Ko-
ordinaten {y;} leicht bestimmen:

or

: 1 Or or
Oyi .
= = —— mit b, = |=—
Cy; g_r byi 3% mit Oy, ‘ayz (56)
Fiir das totale Differential gilt dann
= or
dr = i — dy; o7
Fiir die quadrierte Lange von dr (das Linienelement) gilt dann
Jor Or
dr)? = gi;dydy; , mit g;; = — — . 58
(dr) ’ ! T Oy dy; %)

Die Matrix g;; heisst Metrik.
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Beispiele

. [ x1\ _ [ rcosyp B )
1. Polarkoordinaten r = ( - ) = ( rsin g ) , (Y1, y2) = (r,9):

b, = L, e = (CF)S g0)
sin

—sing
b, =1, e,= ( cosgo)

2. Zylinderkoordinaten, (yi,y2,ys3) = (r, ¢, 2):
0
e, = 0
1

r, wie bei Polarkoordinaten, b, = 1,

Abbildung 21: Zylinderkoordinaten mit Basisvektoren

3. Kugelkoordinaten (yi, yo,ys3) = (1,0, ¢):

sin # cos ¢
b,=1, e,=| sinfsing
cos 6
cos f cos
bp=r, ey=| cosfsinp
—sin 6
—sinp
b, =rsinf, e, = cos

0

In allen drei Féllen verifizieren wir e,, - e, = d;; (Orthonormalsysteme).
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Abbildung 22: Kugelkoordinaten mit Basisvektoren

2.3.5 Koordinatentransformationen

Die kartesischen oder krummlinigen Koordinaten kénnen alle den gleichen
Ort beschreiben. Deshalb muss es Koordinatentransformationen geben, die
an (fast) jedem Punkt P lokal, also in einer Umgebung von P, umkehrbar

sind.
Beispiel: Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoor-

dinaten.
[ A2 2
T = T+ x
Ty =Trcosy 1 2
1 }

Ty =TSing ¢ = arctan -2 fiir 2, > 0 (sonst + )
xy
= alle Paare (r = 0, ¢) werden auf z; = x5 = 0 abgebildet.

X2

A

s

Abbildung 23: Berechnung des Winkels in Polarkoordinaten.

arctan(x)

|

|

1
rolH =
|
‘\/
12
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= die Umkehrung fiir » = 0 ist nicht eindeutig.

Woher weiss man, ob (lokale) Umkehrbarkeit gegeben ist?
Eine Koordinatentransformation von Koordinaten {z;} — {y;} ist genau
dann lokal umkehrbar, wenn die Jacobideterminante (auch Funktional-
determinante genannt) nicht verschwindet. Die Jacobideterminante ist die
Determinante der Transformationsmatrix (Jacobi-Matrix)

Oz Oz
- Gt G
(J),; = ( x) ST = : (60)
’ 0y, dzn dzn
dyr "7 Oyn

det J¥) £ 0 bedeutet, dass die inverse Matrix (J (Iy))_l existiert.

Die Jacobi-Determinante hat eine wichtige geometrische Bedeutung. Sie be-
schreibt die Anderung im Volumenelement bei einer Koordinatentransforma-
tion.

Beispiele:

1. Polarkoordinaten (x, z5) = (r cos ¢, sin @)

Oy Oy .
J(xy) _ ( & % ) _ ( ;0530 —7rsin @ )
o o Y  rcosy
= det J® = 1. cos?p+r-sin2p=r
= Umkehrung moglich fiir r # 0
Dies stimmt mit unseren zuvor gewonnenen Erkenntnissen zur Umkehrbar-

keit {iberein.
2. Zylinderkoordinaten (1, xs,x3) = (1 cosp,rsin g, z)

cosp —rsing 0
J@) = [ sing rcosg 0 = det J@) = ¢
0 0 1

Umkehrung moglich fiir r £ 0 wie bei Polarkoordinaten.
3. Kugelkoordinaten (xy, 25, x3) = (rsinf cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos )
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sinfcosy rcosfcosp —rsinfsing
J@) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosyp = det J) = 12sinf
cosf —rsinf 0

Umkehrung moglich ausser fiir 7 = 0 oder § = 0, 7 (Nord- oder Siidpol).

3 Dynamik eines Massenpunktes

Die Dynamik befasst sich mit Kréaften als Ursache der Bewegung. Die Rolle
der Krifte wird durch die Newtonschen Axiome beschrieben. Axiome sind
Tatsachen, die mathematisch nicht bewiesen sind, bzw. deren Aussagen in-
nerhalb der Theorie nicht weiter begriindet werden. In der Newtonschen Me-
chanik geht es darum, die Folgerungen aus diesen drei Gesetze herzuleiten.
Wie fast immer in der Physik entscheidet dann das Experiment, inwieweit
die so entwickelte Theorie ihre Giiltigkeit hat.

3.1 Die Newtonschen Axiome

Die Axiome, die Newton im Jahr 1687 in seinem Buch “Philosophiae Natu-
ralis Principa Mathematica” veroffentlichte, bilden die Grundsétze der New-
tonschen Mechanik. Sie beruhen auf Beobachtungen, die in der makroskopi-
schen Welt gesammelt wurden. In der mikroskopischen Welt (Quantenphysik)
und bei Geschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit (Relativitéatstheo-
rie wird relevant) sind sie nicht oder nur begrenzt giiltig. Die Newtonsche
Mechanik beruht auf der Annahme eines absoluten Raumes und einer abso-
luten Zeit, wo Ort und Impuls eines Massenpunktes im Prinzip beliebig genau
gleichzeitig bestimmt werden kénnen. Die Masse eines Korpers wird immer
als konstant angenommen und héngt nicht von seiner Geschwindigkeit ab.
Raum und Zeit sind noch nicht zur relativistischen “Raumzeit” verkniipft.
In wenigen Worten lauten die Newtonschen Axiome wie folgt:

1. Lex prima: Trégheitsprinzip: Jeder Korper verharrt im Zustand
der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen Bewegung, wenn er nicht
durch &dussere Krifte gezwungen wird, seinen Zustand zu dndern.

2. Lex seconda: Aktionsprinzip: Die Anderung des Impulses ist gleich
der auf den Korper wirkenden Kraft.
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3. Lex tertia: Wechselwirkungsprinzip: Die Kriftewirkungen zweier
Korper aufeinander sind entgegengesetzt gleich (actio = reactio).

Erlduterungen zu 1): Gleichférmige Bewegung bedeutet Bewegung mit
konstanter Geschwindigkeit, also nicht beschleunigt. Diese Aussage macht
nur dann Sinn, wenn es ein eindeutiges Bezugssystem gibt, in dem die Be-
wegung des Massepunktes beschrieben werden kann. Dies ist ein ruhendes
System in dem von Newton postulierten absoluten Raum. Ein solches Bezugs-
system wird Inertialsystem genannt. Eine modernere Formulierung des ersten
Axioms lautet damit “Es gibt Koordinatensysteme, in denen ein kréftefreier
Massepunkt im Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichférmigen Bewe-
gung verharrt. Solche Systeme heissen Inertialsysteme.”

Daraus ergibt sich

r(t) =t -t+7o (U, = const.) (61)

Erlduterungen zu 2): Der Impuls p ist gegeben durch p = m - v. Es gilt

_dp _ .

F = —
a P

(62)
Falls die Masse nicht zeitabhéngig ist, ist die Kraft also proportional zur

Beschleunigung a:

d
F:m-d—‘t[:m-a

Dabei ist m die trige Masse, eine skalare Eigenschaft des Korpers, die sein
Beharrungsvermogen gegeniiber Bewegungsénderungen beschreibt. Die phy-
sikalische Grofle “Masse” hat aufler der Eigenschaft Trdgheit auch die Ei-
genschaft Schwere. Sowohl die auf einen Korper wirkenden als auch die von
ihm verursachten Gravitationskréfte sind proportional zu seiner Masse. Diese
doppelte Rolle der Masse ist der Inhalt des sogenannten Aquivalenzprinzips
(Einstein 1907). Es driickt aus, dass die schwere und die trige Masse eines
Korpers zwei dquivalente Groflen sind. Diese Beobachtung war wichtig fiir
die Entwicklung der allgemeinen Relativitatstheorie.

In manchen Situationen dndert sich die Masse, zum Beispiel

a) Relativitatstheorie



b) Verbrennungsprozesse, z.B. Rakete.

Wenn die Masse bekannt ist, kann man also aus der Beschleunigung (Ki-
nematik) auf die Kréfte schliefen (Dynamik). Mathematisch gesechen haben
wir es mit einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung zu tun
(wird spéter im Detail behandelt).

Erlduterungen zu 3): Die zwei Kraftvektoren sind also anti-parallel zu-
einander:

Abbildung 24: Wirkungen zweier Korper aufeinander

Flg = —F21 actio = reactio

Als Krafteinheit verwenden wir “Newton” (NV):

kg -m
= 2 .

N

S

Wenn ein kg in einer Sekunde gleichméssig um die Geschwindigkeit 1m/s
beschleunigt wird, dann wirkt eine konstante Kraft von 1 V.

Das Superpositionsprinzip wird oft als Newtown’sches 4. Gestetz bezeich-
net. Verschiedene Krifte addieren sich linear:

F:iF
=1

3.2 Beispiele
3.2.1 Freier Fall

Hierbei handelt es sich um den einfachsten Fall.
F, = m,g = const. (63)

Experimentelle Beobachtung: trige Masse = schwere Masse, my; = m =
ma = m,g = a =g, d.h. alle Korper fallen gleich schnell (in einem Inerti-
alsystem und im Vakuum).
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3.2.2 Zentralkrifte

Gravitationskraft
mM 11 3 9 L
f(r)=-——— ; 7=06.667-10"" m"/kg s~ (Gravitationskonstante)
r

Da Massen nur positiv sein konnen, ist die Gravitation immer anziehend.
Dies wird durch das Minuszeichen im Kraftgesetz ausgedriickt.

Coulombkraft
f(r)= % ;g0 =8.85-10""2C?/(Nm?) (elektrische Feldkonstante)
wEQT

Die Coulombkraft ist anziehend oder abstossend je nach Vorzeichen der La-
dungen. Im Gegensatz zur Gravitationskraft konnen sich Ladungen gegen-

seitig ausgleichen.
r ()
E

rde
Sonne

Abbildung 25: Gravitationskraft

Die zwei wichtigsten Fille von Kraftgesetzen der klassischen Physik sind also
vom Typ

Die 1/r%-Abhingigkeit hat wichtige Konsequenzen fiir den Charakter der
resultierenden Gesetze und Strukturen.

3.2.3 Lorentzkraft

F = [E(r,t) + v x B(r, 1) (64)
E elektrische Feldstdarke , B magnetisches Feld
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Die Lorentzkraft wirkt auf geladene Teilchen in elektromagnetischen Feldern
und ist eines der wenigen Beispiele fiir eine Kraft, die von der Geschwindigkeit
abhéingt (ein weiteres Beispiel ist die Reibungskraft).

Das Grundschema der Dynamik hat also zum Ziel, die Bewegungsgleichung
F = ma = m7t dem Problem angepasst aufzustellen. Mathematisch gesehen
handelt es sich dabei um ein dreidimensionales System gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung;:

mii—E(.i?l,.’tg,x"g,ail,l’g,l'g,t) :0, Z: 1,...,3.

3.3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Um solche Bewegungsgleichungen 16sen zu konnen, sollten wir also etwas

mehr wissen iiber gewthnliche Differentialgleichungen.

Sei x(t) eine Funktion von ¢. Dann bezeichnen wir die n-te Ableitung nach
d

¢t mit (" (t): 2™ (t) = 4-2(t). Eine gewdhnliche Differentialgleichung n-ter

Ordnung ist eine Beziehung
£ (@), 200, 2 (), 8) =0

Beispiel: 20 (t) + 32 (t)z(t) + 3t = 0.
Wir verwenden die Abkiirzung DE (“Differential Equation”). Dabei bedeu-
tet “gewohnlich”, dass es nur eine unabhéngige Variable gibt (im Beispiel
hier ), im Gegensatz zu “partiellen” Differentialgleichungen, wo es mehrere
unabhéngige Variablen gibt, nach denen abgeleitet werden kann. Beispiel fiir
eine partielle Differentialgleichung:
2 2 2

0°¢ . 0°¢ . 9

= g\T1, T2, T3
dx?  0r3  Ox3 (21, 22,25)

A¢($17 Zo, :L‘3)

z.B. A¢p = 0 oder A¢ = a?¢. Viele zentrale Gleichungen der Physik sind par-
tielle Differentialgleichungen: Maxwell-Gleichungen, Schrodinger-Gleichung,
Navier-Stokes-Gleichung.
Eine Differentialgleichung ist linear, wenn f linear ist (also keine Terme z*
mit o > 1 und auch keine Produkte von Ableitungen vorkommen). In Ope-
ratorschreibweise:
(n) _ (M) (4) = 3 . i
L) 2(t) = b(r), L) = D )

1=0
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Beispiel:

d5
2O ) +3z(t) +3t =0=> L® = -5 +3 h(t) = =3t
Gegenbeispiel zu “linear”: z®)(¢) + 32 (t)x(t) + 3t = 0 ist eine nicht-lineare
Differentialgleichung.

Homogene Differentialgleichungen

Eine lineare Differentialgleichung heit homogen, wenn auBerdem h(t) = 0.
Ein Beispiel fiir eine homogene lineare DE mit konstanten Koeffizienten ist
der freie harmonische Oszillator, den wir spéter noch behandeln werden. Der
Losungsansatz fiir homogene DE ist ein Exponentialansatz

z(t) = eM

Einsetzen dieses Ansatzes in die DE

liefert
()\” +a, A+ ao) eM=0.

Man erhélt nur dann nicht-triviale Losungen, wenn der Term in der Klammer
null wird. Die Aufgabe reduziert sich also auf die Suche nach den Nullstellen
eines Polynoms n-ten Grades (“charakteristisches Polynom”). Man erhélt n
Losungen \;(i = 1,...,n). Die allgemeine Losung der DE ergibt sich dann

zu
n

x(t) = Z cietit
i=1

Die unbekannten Koeffizienten ¢; werden aus den Anfgangsbedingungen der
Differentialgleichung bestimmt. Man benétigt also zur Losung einer DE n-
ter Ordnung n Anfangswerte. Die allgemeine Losung kann auch geschrieben
werden als eine Losungsschar x (¢t | ¢q,...,¢,), die von den n Integrations-
konstanten ¢; abhéngt.

Fiir lineare DE gilt das Superpositionsprinzip: sind ;1 (t) und x4(t) Losungen,
so ist auch oy (t) + aexs(t) eine Losung.
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Loésung inhomogener Differentialgleichungen

Im inhomogenen Fall hat die Gleichung die Form
LM (t) z(t) = h(t) mit h(t) # 0.

Es gilt: Sei x(t | ¢1,...,¢,) die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
L™ (H)z(t) = 0 und sei x(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Glei-
chung, also L™ (t)xo(t) = h(t). Dannist Z (¢ | ¢1,...,co) = (t | c1y...,cn)+
xo(t) die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung,.

Beweis durch Einsetzen:

LOE(t) = L™ a(t) + LMo (t) = h(t) . (65)
0 h(t)

Die Vorgehensweise ist also:
1. finde n linear unabhéngige Losungen fiir die homogene Gleichung

2. eine spezielle Losung fiir die inhomogene DE.

Beispiel Stokes-Reibung

Die Stokes-sche Reibungskraft F ist eine Reibungskraft, welche fiir sich lang-
sam bewegende Objekte gilt; sie ist proportional zur Geschwindigkeit v. Ein
Beispiel ist die Reibungskraft, die eine Fliissigkeit auf eine Kugel ausiibt, die
sich mit einer Geschwindigkeit v bewegt. (im Gegensatz zur Newtonschen
Reibung fiir typischerweise schnelle Objekte, diese ist proportional zu v?,

z.B. Luftwiderstand).

Abbildung 26: Krifte, die auf eine fallende Kugel in einer Fliissigkeit wirken.
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Die Stokes-Reibung wird in der Hydrodynamik aus der Navier-Stokes-Gleichung
berechnet:

Fy,=6mmRv=C_v; ( =6mnR, R Kugelradius,n Viskositit .

Bewegungsgleichung:
mi = —mg — (T = mv = —mg — (v
=0=—g— £v (66)
m

Homogener Fall:

g=0=0(t) = Cemt , C' Integrationskonstante .

Inhomogener Fall: eine spezielle Losung ist gegeben durch den stationdren
Zustand

'U:0:>'U<t):—T: —Uso
= Allgemeine Losung:
v(t) = Ce 't — vy
t=0=1v)=0C— vy :>v(t):(vo+voo)e*%t—voo (67)

Beispiel freier Fall
Inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung;:

i(t) = —g
“Verdoppelung der Variablen”: wir betrachten x und v = & als Variablen.
Die Gleichung fiir v lautet

v = -9,
die Differentialgleichung 2. Ordnung fiir x wurde also durch Verdoppelung der
Variablen  — (z,v) in zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung iiberfiihrt.
In Matrixschreibweise:

O-()0- ()

[

~
lineare Abb. inhomogen
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Wir 16sen zuerst die Gleichung fiir v:

d
d—;}:—g:>dv:—gdt:>/dv:—g/dt+c1 (68)
Sv=—gt+o (69)

Damit 16sen wir die Gleichung fiir z :
. L,
T=v=—gt+c = x= —Egt +cit+ ¢
Definiert man nun v(0) =: v9 = ¢; = vy, x(0) =: 29 = 3 = X, so folgt:

1 2
$:$0+U0t—§gt .

Das Ergebnis ist die Wurfparabel ohne Horizontalgeschwindigkeit.

3.4 Inertialsysteme und Galilei-Transformation

Durch die Newtonschen Axiome wird die Bewegung von Koérpern nur als Be-
wegung relativ zu einem Bezugssystem definiert. Wird das Bezugssystem oh-
ne Beschleunigung verschoben, so bleibt die Art der Bewegung gleichwertig.
Dies kann bei bewegten Bezugssystemen anders sein. So erfahrt ein Masse-
punkt, der sich in einem Bezugssystem geradlinig und gleichférmig bewegt,
in einem rotierenden System eine Beschleunigung. Die Newtonschen Axiome
sind nur dann sinnvoll, wenn sie sich auf eine Klasse von Bezugssystemen
beziehen, die man als Inertialsysteme bezeichnet. Es gilt also:

1. Nicht alle Koordinatensysteme sind Inertialsysteme. So sind etwa ro-
tierende Systeme keine Inertialsysteme.

2. Es gibt mindestens ein Inertialsystem, z.B. bezogen auf die Fixsterne.
Daraus folgt, dass es Koordinatensysteme gibt, in denen die Newton-
schen Axiome gelten.

Welche Koordinatentransformation iiberfithren ein Inertialsystem X in ein
anderes Inertialsystem >'? Die Forderung muss sein, dass bei der Trans-
formation keine Kraft auf den Massepunkt ausgeiibt werden darf. Mit den
Ortsvektoren 7 und 7 in ¥ und ¥’ muss also gelten

mr=0 — mr =0.
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Mogliche Transformationen, um ein Inertialsystem in ein anderes zu iiberfiihren,
sind durch die Translation, die geradlinig-gleichformige Bewegung und/oder
die Drehung um einen festen Winkel gegeben. Mathematisch bedeutet dies,
dass folgende Transformationen bzw. eine Verkettung davon erlaubt sind:

F(t) — 7(t) + ot + b, (70)
7(t) = O(p,0,4) (1) (71)

wobei 7y und b konstant sind. Der Zeit-Nullpunkt kann ebenfalls verschoben
werden, t' = tg + t. Diese Klasse von Transformationen der Inertialsysteme
wird als Galilei-Transformation bezeichnet.

Die Forderung von Invarianz der Newtonschen Gesetze unter Galilei-Transfor-
mationen wird als Relativitatsprinzip der klassischen Mechanik bzw. als Ga-
lileisches Relativitédtsprinzip bezeichnet:

Bezugssysteme, die relativ zu einem Inertialsystem eine unbeschleunigte Trans-
lationsbewegqung ausfiihren, oder um eine starren Winkel gedreht wurden, sind
ebenfalls Inertialsysteme und fir die Beschreibung mechanischer Vorginge
gleichwertig.

Jede Galilei-Transformation kann also durch maximal 10 Parameter beschrie-
ben werden: 3 Drehwinkel (p,0,1), 3 Ortskoordinaten (5), 3 Geschwindig-
keitskoordinaten (1), eine Zeitkoordinate.

Die Invarianz unter Galilei-Transformationen gilt nicht mehr im Rahmen
der Relativitdtstheorie. Galilei-Transformationen werden dort durch Lorentz-
bzw. Poincaré-Transformationen ersetzt, wo Zeit und Ort nicht mehr un-

abhéngig voneinander transformiert werden.

4 Beschleunigte Bezugssysteme

4.1 Allgemeine Betrachtung von Scheinkriften

Die Newtonschen Axiome gelten fiir Inertialsysteme. Kénnen wir auch die
Bewegungen in einem Bezugssystem Y’ berechnen, welche sich nicht geradli-
nig und gleichférmig relativ zu einem anderen Bezugssystem X bewegt? Die
Antwort ist “Ja”, wenn wir sogenannte Scheinkréfte betrachten. Diese héngen
von der Bewegung des Bezugssystems ab. Beispiele sind die Corioliskraft und
die Zentrifugalkraft in rotierenden Systemen.

47



Krifte in Inertialsystemen sind objektive physikalische Realitét und beschrei-
ben die an einen Massepunkt angreifende Kraft, verursacht durch die Wech-
selwirkung mit anderen physikalischen Objekten. Diese sind unabhéngig von
der Wahl des Bezugssystems. Scheinkrifte hingegen sind verursacht durch die
Bewegung des Bezugssystems. Sie konnen aber gemessen werden. Deren Be-
trachtung ist daher sinnvoll, da sie im beschleunigten System wie die echten
Kréfte im Inertialsystem wirken.

Abbildung 27: Die Besugssysteme ¥ und .

Die Bewegung eines Massepunktes wird in den zwei verschiedenen Bezugssy-
stemen unterschiedlich beschrieben. Wir definieren den Ort des Massepunktes
im ungestrichenen Bezugssystem > als r = r(¢). Im gestrichenen Bezugssy-
stem X' wird der Ort des Massepunktes definiert als ' = r'(¢) (siehe Abb.[27).
Es gilt die Beziehung
r(t) =ro(t) + r'(¢)

mit

r'(t) = a'(t)e(t) + /' (t)e, (1) + 2'(t)el (1) -
Wichtig: die Einheitsvektoren im gestrichenen Koordinatensystem sind abhéngig
von der Zeit. Dies wird die Beriicksichtigung einer Rotation erméglichen.
Die Geschwindigkeit des Massepunktes, beschrieben von einem Beobachter
im ungestrichenen Koordinatensystem, berechnet sich zu

dr

-7 = H(l) =ty + el +ile, + Yol + 2 +y'e + el (T2)
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Im gestrichenen Koordinatensystem, in dem sich die Achsenrichtung fiir
einen (mitbewegten) Beobachter nicht éndert, besitzt der Massepunkt die
Geschwindigkeit
d'r’
dt
Die gestrichene Ableitung g—; bedeutet, dass sich die Ableitung auf eine ge-
strichene Grofle bezieht. Es werden folgende Bezeichnungen verwendet:

Y YN . N
=1'(t) = di'e, +y'e, + '€,

d
vy = % =Ty Translationsgeschwindigkeit ,
dr . e
v = = r Absolutgeschwindigkeit ,
d/r/
v = e r’ Relativgeschwindigkeit . (73)
w

Abbildung 28: Anderung des Vektors ¢ bei Rotation mit der Winkelgeschwin-
digkeit w. Der Radius R des Kreises ist R = |c|sin#.

Nun betrachten wir die zeitliche Anderung der Basisvektoren. Sie kann durch
die Rotation des Systems um eine Achse mit Richtung w/w beschrieben
werden. Dabei ist w der Betrag der Winkelgeschwindigkeit, w = Cé—‘f. Aus
Abb. 28] erkennen wir, dass
d d
|dc| = |c|sin 0d¢ = % = ]c|sin€d—i5 = |c|sinfw

Der Vektor w der momentanen Winkelgeschwindigkeit zeigt in die Richtung
der Drehachse, durch ihn kann die Drehung allgemein beschreiben werden
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als
dt_w C.

Dieser Zusammenhang gilt fiir alle Vektoren, insbesondere auch fiir die vorher
betrachteten Einheitsvektoren, z.B.

de,
dt
Damit gilt fiir die letzten drei Terme in der Absolutgeschwindigkeit, Glg. :

=w X e,

r'él, + y’é; +7ée =wxr
und somit
dr . (t) = £ + d'r’
— =T =T
dt Tt
Die sich ergebende Geschwindigkeit fiir eine verschwindende Relativgeschwin-

digkeit, % = 0, wird als Fiihrungsgeschwindigkeit v; bezeichnet:

+wxr. (74)

vit)=Tg+wxr'.

Verwenden wir r — rp = r’ und Glg. , ergibt sich die folgende zeitliche

Ableitung fiir einen gestrichenen Vektor:

dr’ B d'r’

PR — X/
a - a et

Aus dieser Herleitung fiir den Ortsvektor, die aber allgemein giiltig ist fiir
beliebige Vektoren, kann man eine Vorschrift ableiten, wie man in einem
Intertialsystem einen beliebigen Vektor ableitet, der in einem rotierenden
Bezugssystem dargestellt wird: Fiir einen beliebigen Vektor im Bezugssystem
YA = A (te, + AL (t)e, + AL(t)el, gilt

dA  dA
dt — dt

+wxA. (75)

Hierbei beschreibt der erste Term auf der rechten Seite nur die Komponenten
des Vektors im gestrichenen Koordinatensystem und der zweite Term eine
Rotation. Fiir A = w erhalten wir insbesondere

d_w_d’w
dt — dt
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Die zeitliche Anderung der Winkelgeschwindigkeit ist offensichtlich in beiden
Koordinatensystemen gleich.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichung berechnen. Im Inertialsystem gilt
mi = F. Wir benotigen also die Beschleunigung 1 und verwenden Glg. ,
somit

L d (dr
r:r0+a<dt —|—w><r'). (76)

Dies lasst sich schreiben als

U
i(i‘—i‘o):ii" i(ir’—l—wxr’)

dt dt  dt \ dt
v’ d ,
—%‘FE((A}XI‘). (77)
Der erste Term auf der rechten Seite lasst sich schreiben als
av'  d'v’ ,
=Y _ 78
at - a TexV (78)
Der zweite Term auf der rechten Seite lasst sich schreiben als
d /
%(wxr’):d—?xr’+w><% (79)
Der letzte Ausdruck in Gleichung ist geméss Glg. :
d /
wxd—;:wx(v'—l—(wxr')). (80)

Wenn wir all diese Ausdriicke kombinieren und nach der Beschleunigung %1"
umstellen, erhalten wir
dr _ dto - v twxV4+wxr+wxv+wx(wxr)
— = — v v
dt dt dt
=ty +¥+2wxt'+wxr+wx (wxr) . (81)

Der erste Ausdruck, vy, wird auch als Translationsbeschleunigung be-
zeichnet. Fiir eine verschwindende Relativgeschwindigkeit i und damit auch
fiir eine verschwindende Relativbeschleunigung /', wird die verbleibende Be-
schleunigung

Fot+wX1r +wx (wxr),
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auch Fiihrungsbeschleunigung genannt. Sie entspricht genau der zeitli-
chen Ableitung der friither definierten Fiihrungsgeschwindigkeit. Damit wird
aus der Bewegungsgleichung mr = F im Nichtinertialsystem

mi' = F —mig—mw X’ —m[w X (w x )] —2mw x 1’ . (82)
—— —— ——\ -_— N ——
FTrans FE F. Fe

Dies ist ein wichtiges Ergebnis: das klassische Grundgesetz der Mechanik wird
modifiziert im Bezugssystem Y'. Neben der auch im Inertialsystem wirken-
den Kraft F treten vier weitere Kréfte auf in beschleunigten Bezugssystemen.
Sie werden auch Trégheitskrifte oder Scheinkrifte genannt. Dies sind
zusitzlich auftretende Kréfte im Nichtinertialsystem, die erforderlich sind,
um die gleichférmige Bewegung eines kriftefreien Massepunkt im Inertial-
system zu garantieren. Gleichung kann als eine Verallgemeinerung des
Grundgesetzes der Mechanik verstanden werden, welche in einem beliebigen
Bezugssystem angewandt werden kann.

Der erste Term ist die aus der Translationsbeschleinigung resultierende Trans-
lationskraft. Der zweite Term wird auch als Eulersche Kraft bezeichnet.
Sie tritt nur auf, wenn sich die Winkelgeschwindigkeit des Bezugssystems
zeitlich d&ndert. Die dritten und vierten Terme sind bekannt unter den Na-
men Zentrifugalkraft F, und Corioliskraft F..

4.2 Die Zentrifugalkraft
Die Zentrifugalkraft F, (fugere - lateinisch: fliehen)

F.=-mwx (wx1)]

zeigt radial nach aussen, Beispiel Kettenkarussell.

4.3 Die Corioliskraft
Die Corioliskraft F. ist gegeben durch

F.=2mwx71.

Sie tritt dann auf, wenn ein Korper sich in einem rotierenden Bezugssy-
stem bewegt und wenn diese Bewegung nicht parallel zur Rotationsachse
bzw. zum Vektor der Winkelgeschwindigkeit verlduft. Die Corioliskraft ist
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F.=-mwxwxr]

Abbildung 29: Zentrifugalkraft

maximal, wenn Winkelgeschwindigkeit und Bahngeschwindigkeit senkrecht
aufeinander stehen. Beispiele aus der Meteorologie sind die Drehrichtungen
der Windfelder um Hoch- und Tiefdruckgebiete. In der Ozeanographie be-
einflusst die Corioliskraft die Meeres-Stromungen.

N

€
=

—= 7 N

Abb. 5.5
Erde mit Polarkoordinaten
und Breitengrad a.

(2]

S

Abb. 5.6 Coriolis-Kraft auf der Nordhalbkugel (links) und Siidhalb-
kugel (rechts).

Abbildung 30: Die Corioliskraft bewirkt, dass sich Winde, die sich in ein
Tiefdruckgebiet bewegen, auf der Nordhalbkugel im Gegenuhrzeigersinn um
das Tiefdruckzentrum drehen, auf der Stidhalbkugel im Uhrzeigersinn.

5 Erhaltungssitze

Das zweite Newtonsche Gesetz ermoglicht die Losung von Problemen bei
denen wir bei vorgegebener Kraft, die im allgemeinen eine Funktion des Or-
tes, der Geschwindigkeit und der Zeit ist, die Bahnkurve eines im Raum frei
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beweglichen Massepunktes berechnen mochten. Wir miissen also folgende
Gleichung 16sen
mi(t) = F(r,1,1), (83)

in kartesischen Koordinaten:

mx(t) - Fx(x;y727j"7y'7’é7t)
my(t) == Fy(x>yazajj7y7 Z,t)

Unter Beriicksichtigung von sechs méglichen Integrationskonstanten beschrei-
ben diese Gleichungen die Gesamtheit der Bewegungen, die durch das Kraft-
gesetz ermoglicht werden. Um zu einer konkreten Losung zu gelangen, miissen
wir diese sechs Integrationskonstanten aus Anfangswerten bestimmen. Man
verwendet normalerweise als Anfangswerte den Ort und die Geschwindigkeit
zu einem Referenzzeitpunkt ¢y, gegeben als

rg = I'(t()) und Vo = V(to) .

Mit der Angabe dieser Anfangswerte und dem bekannten funktionellen Zu-
sammenhang der Kraft ist die mechanische Bewegung komplett determiniert,
im Prinzip konnen alle dynamischen Grofien des Massepunktes in der Zukunft
vorhergesagt werden. Das Finden der Losung dieser Gleichung ist ein rein
mathematisches Problem, es ist jedoch oft sehr kompliziert, denn es miissen
viele gekoppelte Differentialgleichungen gelést werden.

Die Losung der Bewegungsgleichungen kann aber bei bestimmten Arten von
Kréften aufgrund von Bilanzgleichungen oder Erhaltungssétzen einfach wer-
den. Erhaltungsgrofien sind Groflen, welche invariant sind unter zeitlicher
Enwicklung. Fiir eine Erhaltungsgrofie G gilt also

%G(r,i‘,t) =0,

G wird auch als Integral der Bewegung bezeichnet.
Beispiel Impulsbilanz: Aus dem zweiten Newtonschen Axiom ergibt sich

Cp(t) = Fle..1) mit p(t) = m(1)i(1) (85)

Die zeitliche Anderung des Impulses eines Massepunktes ist also gleich der
einwirkenden Gesamtkraft. Fiir den speziellen Fall, dass keine Kraft wirkt
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(F = 0), folgt die Impulserhaltung
d
at?

Um Erhaltungsséatze detaillierter zu diskutieren, brauchen wir zunéchst noch

mathematische Grundlagen zur Vektoralgebra.

(t) = 0= p(t) = const. (86)

5.1 Mathematischer Einschub: Vektoralgebra
5.1.1 Der Gradient

Der Gradient einer skalaren Funktion ¢(z,y, z) ist das multi-dimensionale
Analogon zur Steigung bzw. Ableitung einer Kurve. Der Gradient ist ein
Vektor, er zeigt in die Richtung maximaler Anderung (“Steigung”) der ska-
laren Grofe. Der Betrag gibt die entsprechende Stérke der Anderung an. Der
Gradient wird beschrieben durch

grad ¢(v,y, z) = Vo(z,y,2) = (87)

Fleelseie

Als Beispiel fiir eine Funktion z = ¢(z,y) kann ein Berg dienen (Abb. 1)), die
Hoéhenlinien werden beschrieben durch ¢(z, y)=const. Dann zeigt der Gradi-
ent in die Richtung des maximalen Anstieges am Berg und der Betrag gibt
an, welchen Hohenunterschied man in dieser Richtung zuriicklegen wiirde.
In Komponentenschreibweise wird die Ableitung nach der ¢-ten Komponente
auch haufig ausgedriickt als

85Ei¢(f) = 0().:-
Ausserdem wird oft die Abkiirzung 8%1_ = 0; verwendet. Der Gradient wird
meist durch den Nabla-Operator V ausgedriickt. Der Nabla-Operator ist ein
vektorieller Differentialoperator, der auf skalare oder vektorielle Funktionen
angewandt wird. Seine Komponenten entsprechen den partiellen rdumlichen
Ableitungen in den entsprechenden Koordinaten:

v-| 2 (88)
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Abbildung 31: Der Gradient zeigt in de Richtung maximaler Steigung und
steht senkrecht auf den Hohenlinien (roter Pfeil im rechten Bild, grauer Pfeil
im linken Bild). Die Steilheit des dunkelgriinen Pfeils im linken Bild ist ein
Maf fiir die Grosse der Richtungsableitung. Image credit: D. (). Nykam,
mathinsight.org

Die Richtung von V¢ bezeichnet die Richtung der gréften Anderung des
Wertes von ¢. Die Anderung der skalaren Funktion d¢ in einer bestimm-
ten Richtung, gegeben durch einen infinitesimal kleinen Vektor mit einer
bestimmten Richtung dr, wird berechnet als

dp = ¢(r+dr) — ¢(r) = V¢ - dr = grad ¢ - dr (89)

oder
do = ¢ dx;
wobei hier die Einsteinsche Summenkonvention angewandt wird. Die Grosse

Duse) = iy O+ 10 =0

(90)
wird auch auch Richtungsableitung in Richtung des Vektors u genannt.

Es gilt
Dud(r) = Vo - u (91)
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Abbildung 32: Visualisierung der Divergenz einer 2-dimensionalen Vektor-
funktion V. Image credit: Wikipedia

5.1.2 Die Divergenz

Das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit einer Vektorfunktion V(z,y, 2)
ergibt eine skalare Funktion, die Divergenz der Vektorfunktion.
oV, OV, OV,

Die Divergenz beschreibt z.B. den Fluss der durch V(r) beschriebenen Grofie
durch eine bestimmte Flédche. Sie wird auch als Quelldichte bezeichnet. Ist die
Divergenz eines Vektorfeldes an einem bestimmten Raumpunkt positiv, muss
sich dort eine Quelle befinden. Ist die Divergenz eines Vektorfeldes an einem
bestimmten Raumpunkt negativ, bezeichnet man dies als eine Senke. Fiir
eine verschwindende Divergenz muss das Vektorfeld an diesem Raumpunkt
entsprechend quellfrei sein. (Paradebeispiele aus der Elektrodynamik).

5.1.3 Die Rotation

Wird der Nabla-Operator auf eine Vektorfunktion V(x, y, z) mit einem Kreuz-
produkt angewandt, erhilt man die Rotation der Vektorfunktion (englisch:
curl).
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grad (scalar field) = vector div (vector field) = scalar curl (vector field) = vector =

Abbildung 33: Visualisierung von Gradient, Divergenz und Rotation.
Image credit: S. Zurek, Encyclopedia Magnetica

9 Vv v, _ 9V

8870 x dy 0z

V xV(z,y,2z) =rot V(z,y,2) = @ x|V, | = %_%

9 V. Wy _ oV,

0z # Ox Oy
(93)

In Komponenten:

(VxV), =€iV;Vi. (94)

Die Rotation einer Vektorfunktion ist wieder eine Vektorfunktion, deren Be-
trag der maximalen Rotation an diesem Punkt entspricht und deren Richtung
senkrecht auf der Ebene der Rotation steht. Man sagt, die Rotation ist ein
Ma8 fiir die “Verwirbelung” einer Vektorfunktion (siehe Abb. (33)), rechts).

Die Rotation findet z.B. Verwendung im Satz von Stokes. Dieser besagt:
Sei F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem Gebiet 2. Sei ¥ C Q
eine Fliche mit Rand 9% (siehe Abb. 34)), so gilt

//EdA-(VxF):jgzdr-F(r) (95)

Damit wird also ein Flédchenintegral in ein Linienintegral iiberfiihrt, was leich-
ter zu berechnen ist. Bemerkungen:

(i) dA zeigt in Richtung des Normalenvektors n der Flidche. Die Fliche ist
orientiert, d.h. wenn man den Rand der Fldche entgegen dem Uhrzeiger

58



Z\

N\
RSSO

raasSOGNy
LTS AINY
>
.==’00

Ty

Abbildung 34: Links: Gekriimmte Fliache ¥ mit Rand 9% und Normalenvek-
tor n. Image credit: Wikipedia. Rechts: Illustration der orientierten Fléche
mit Normalenvektor. Image credit: C.B. Lang, N. Pucker, Mathematische
Methoden in der Physik, Springer Verlag.

durchlauft, so ist die Richtung “oben” im Sinne einer Rechtsschraube de-
finiert.

(ii) r ist eine Parametrisierung der Randkurve 0%, die Durchlaufrichtung ist
gegen den Uhrzeigersinn.

(iii) Es gibt noch weitere wichtige Integralséitze wie etwa den Satz von Gau$f:

///VdVV~F://8VdA~F.

Der Gaufi’sche Satz erlaubt uns also, ein Volumenintegral in ein Fléchenin-
tegral umzuwandeln.

5.2 Impuls- und Drehimpulserhaltung

Zuriick zur Impulserhaltung, welche aus dem zweiten Newtonschen Axiom

folgt, falls keine Kraft wirkt (Glg. (85)):

d

Ep(t) =0 = p(t) = const.

Die Impulserhaltung driickt den uns bereits bekannten Sachverhalt aus, dass
sich ein kraftefreier Massepunkt geradlinig gleichférmig bewegt.
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Drehimpulserhaltung

Ausgangspunkt ist wieder das 2. Newtonsche Axiom, m ¥ = F. Wir multipli-
zieren von links vektoriell mit r, dann folgt

mrxit=rxF. (96)

Auf der linken Seite haben wir

a(rxf):fxfjtrxi*:rxi‘

Definieren wir den Drehimpuls L durch
L=mrxr=rxp (97)
dann erhalten wir aus Glg.

dL
dt
Auf der rechten Seite steht das Drehmoment M, definiert durch

—rxF=M. (98)

M=rxF. (99)

Glg. fiir die Drehimpulserhaltung besagt also, dass die zeitliche Ande-
rung des Drehimpulses gleich dem einwirkenden Gesamtdrehmoment ist. Ist
das Gesamtdrehmoment Null, so ist der Drehimpuls erhalten. Insbesondere
gilt, dass L erhalten ist, falls F eine Zentralkraft ist, also in Richtung des
Ortsvektors wirkt, F ~ r (also M = 0). In Glg. kann der Drehimpuls
in Analogie zum Impuls und das Drehmoment in Analogie zur Kraft gesehen
werden.

5.3 Energiebilanz

Wir beginnen zunéchst mit der Definition der Arbeit. Die Kraft, die am Mas-
spunkt angreift, um ihn von einem Punkt P, nach P, zu bewegen, verrichtet
eine Arbeit. Fiir eine infinitesimale Verschiebung betrdgt die infinitesimale
Arbeit

OW = —F -dr = —|F| cos ¢|dr| = —Fds . (100)

Hierbei ist ds = |dr| das Linienelement und ¢ der Winkel zwischen der
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Abbildung 35: Kraft entlang eines Weges C' und infinitesimales Wegelement
dr.

Kraft und dem Weg. Fj ist die Kraftkomponente entlang der Richtung des
Weges C', siche Abb. . Das Vorzeichen in Glg. ist Konvention. Wir
verwenden hier ein negatives Vorzeichen, wenn am Massepunkt Arbeit in
Richtung des Weges geleistet wird.

Die gesamte Arbeit, die geleistet wird, um den Massepunkt zwischen zwei
Punkten P; (Ortsvektor ry) und P, (Ortsvektor ry) zu verschieben, betréigt
demnach

W:—LFdr (101)

Sie ist demnach im allgemeinen eine Funktion der Kraft, der Punkte P, und
P,, des gewihlten Weges und des zeitlichen Bewegungsablaufes (letzteres
nur falls F zeitabhéngig ist).

Glg. stellt ein sogenanntes Wegintegral (auch Linienintegral genannt)
dar. Man parametrisiert die Raumkurve C' durch einen Parameter o (oft
bietet sich o =t (Zeit) an):

C:r=r(a);r=r(o),ry =r(a)

dr(«)
dr = d 102
r=——da (102)
Die Leistung P ist definiert als die pro Zeiteinheit verrichtete Arbeit:
ow d [*
P=—=—— [ d'F(z(t),2(t"),t) £t
I K LR URIRG
= P =—-F(r(t),1(t),t) - 1. (103)

Zur weiteren Herleitung einer Bilanzgleichung beginnen wir mit der allge-
meinen, vektoriellen Bewegungsgleichung und multiplizieren diese mit r. Wir
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erhalten

mi(t) = F(r,r,t) | -1
d /m
t:—<—>:F 104
mi(t) - r it r (104)
Den Term in der Klammer bezeichnet man als die kinetische Energie T' (Be-
wegungsenergie):
T="s 0= pp =22
2 2 2
Wir erkennen an der obigen Gleichung, dass die zeitliche Anderung der kineti-
schen Energie des Massepunktes proportional zur Leistung der einwirkenden
Kraft am Massepunkt ist,
ar
dt
Fiir eine verschwindende Leistung muss die kinetische Energie also konstant
sein:

-P. (105)

P=0 = T = const.

Dies stellt ein weiteres Integral Bewegung dar und driickt die Erhaltung
der kinetischen Energie aus.
Wir kénnen die differentielle Gleichung ((105]) auch integrieren und erhalten

2 2 2
1 1 1

Die Anderung der kinetischen Energie des Massepunktes zwischen zwei Punk-
ten auf seiner Bahnkurve entspricht also genau der geleisteten Arbeit durch
die Kraft am Massepunkt.

Das Kraftfeld kann unterschiedliche Eigenschaften besitzen. Allgemein un-
terscheiden wir zwischen konservativen und nicht-konservativen Kraftfeldern.
Letztere werden auch dissipative Kraftfelder genannt. Beide Arten von Kraft-
feldern wollen wir im Folgenden diskutieren.

5.3.1 Konservative Kraftfelder

Allgemein gilt: wenn man eine Funktion U finden kann, so dass

dU(r)
dt

= —F(x)
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dann nennt man F eine konservative Kraft. Die Funktion U bezeichnet man
als das Potential oder die potentielle Energie. Im allgemeinen besteht
aber das Kraftfeld aus einem konservativen und einem dissipativen Anteil:

F = FkonsA + Fdiss. (106>
Es gilt dann
dr . dU(r) )
E—F'r—_ dt +Fdlss.'r7
d
ST+ U@)] = Fas, -1 (107)

Dieser Zusammenhang wird als Energiebilanz bezeichnet. Er besagt, dass
die zeitliche Anderung der mechanischen Energie der Leistung der dissipa-
tiven Kréfte entspricht. Die Energie E ist eine Erhaltungsgrofie, wenn die
dissipativen Kréfte verschwinden.

Foss. =0=FE =T+ U(r) = const.

& FE = %I"Q + U(r) = const. (108)

Die Grole E bezeichnet hier die Gesamtenergie des Massepunktes. Diese
besteht aus potentieller und kinetischer Energie.

Wir wollen im Folgenden genauer diskutieren, unter welchen Vorraussetzun-
gen ein Kraftfeld konservativ ist, bzw. welche weiteren Aussagen wir iiber
das Potential gewinnen konnen. Ausgangspunkt war die Forderung, dass

dU(r)
dt

Fiir den Fall, dass die Kraft senkrecht auf der Geschwindigkeit des Masse-
punktes steht, muss das Potential konstant sein:

= _F(r) i (109)

F 1l 1= U= const. (110)

Falls Fgiis. = 0 (oder ebenfalls senkrecht zu 1) folgt dann auch % = 0.

Hier wird keine Arbeit verrichtet, die kinetische Energie muss dann fiir ein

konservatives System zeitlich konstant sein.

Wir kénnen Gleichung (109) noch expliziter ausformulieren und finden
dU(r) oU . oU. 0U.

— —z = dU -1 111
7 8x$+8yy+8zz gra r (111)
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Daraus folgt
(gradU +F)-r=0. (112)

Neben der Moglichkeit, dass das Skalarprodukt insgesamt verschwindet, kann
diese Gleichung erfiillt werden, wenn

F=—gradU . (113)

Dies ist der fiir uns interessante Fall. Ein Kraftfeld ist konservativ, wenn wir
es als den negativen Gradienten einer skalaren Funktion des Ortes ausdriicken
konnen. Es gilt

ou oU oU
Fp=—mr, Fy=—m F=—".

(114)
Eine Kraft wird also konservativ genannt, wenn sie als Gradient eines
zeitunabhingigen skalaren Potentials darstellbar ist. Das Potential ist
dabei nur bis auf eine Konstante bestimmt.

Zusammenhang mit der Rotation

Ein Elementarsatz der Vektoralgebra besagt, dass die Rotation eines Gradi-
entenfeldes grad ¢(r) immer verschwindet, also rot grad ¢(r) = 0. Dies gilt
natiirlich im speziellen auch fiir das Potential. Daher muss ein konservatives
Kraftfeld auch wirbelfrei sein

F konservativ = F = —grad U(r) = rot F(r) =0 . (115)

Auf einfach zusammenhéngenden Gebieten (jede geschlossene Kurve lasst
sich zu einem Punkt zusammenziehen), gilt auch das Aquivalenzzeichen, d.h.
die Kraft hat dann ein Potential, wenn sie wirbelfrei ist.

Es ist jedoch nicht jedes wirbelfreie Kraftfeld konservativ. Auch dissipative
Kraftfelder konnen wirbelfrei sein.

Zusammenhang mit dem Wegintegral

Wir kénnen auch die integrale Formulierung dieses Zusammenhanges uner-
suchen. Wir betrachten dazu als erstes die geleistete Arbeit entlang eines
geschlossenen Weges.

W:—%F-drz?{gradU(r)-dr:]{dU(r):UEnde—UAnf:()
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Wir erkennen also, dass konservative Krafte auf geschlossenen Wegen keine
Arbeit leisten. Die Arbeit hingt dabei nicht vom Weg ab.

Wir kénnen dies auch mathematisch abstrakter formulieren, in dem wir den
Stokeschen Satz anwenden

/th(r).dA_]fF.dr_o. (116)

Obige Gleichung suggeriert, dass die Bedingungen “Arbeit entlang jeder be-
liebigen geschlossenen Kurve gleich Null” und “Rotation des Kraftfeldes ver-
schwidet” &quivalente Bedingungen fiir das Vorliegen einer konservativen
Karft sind. Tatséchlich ist dies richtig, solange F und dessen Ableitungen auf
einem einfach zusammenhéngenden Gebiet iiberall definiert sind. Wenn der
Bereich, auf dem F definiert ist, nicht einfach zusammenhéngend ist, kann
die Rotation des Feldes fast iiberall Null sein; ein Integral iiber einen ge-
schlossenen Weg, welcher den ausgeschlossenen Bereich enthélt, kann jedoch
trotzdem ungleich Null sein. Falls die Kraft dann ausserhalb des ausgeschlos-
senen Bereichs als Gradient eines Potentials geschrieben werden kann, nennt
man eine solche Kraft lokal konservativ.

Beispiel fiir ein nicht einfach zusammenhéngendes Gebiet: Ein Magnetfeld B,
welches in einem Gebiet um einen stromdurchflossenen Leiter definiert ist.
Der Leiter sei ein Draht in z-Richtung. Das Gebiet um den Leiter ist nicht
einfach zusammenhéngend, da es den Leiter ausschliesst. Bei (0,0, z) ist B

nicht definiert. Mit 1

2?2 + y?
gilt zwar auflerhalb des Leiters rot B = 0, doch das Integral eines geschlos-
senen Weges um die z-Achse verschwindet nicht.

B(I‘) ~ (_yvva)T (117)

Zur Berechnung des Potentials miissen wir zunéichst aus der Uberpriifung der
Forderung rot F(r) = 0 sicherstellen, dass iiberhaupt ein Potential existiert.
Anschliessend kénnen wir das Potential berechnen mittels

U(r) — U (ro) —/ dU = —/ F(r') - dr’
ro ro
Hier taucht das Potential U(ry) an einem Referenzpunkt ry auf, welchen wir
geeignet festlegen konnen. Das Potential ist nur bestimmt bis auf eine Kon-
stante. Man kann einen beliebigen Wert addieren oder subtrahieren, ohne
die resultierende Kraft zu verédndern, so dass das Referenzpotential geeignet
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gewahlt werden kann. Weiterhin ist das obige Integral wegunabhéngig, da
die Kraft konservativ ist. Daher kann man sich auch einen geeigneten Inte-
grationsweg aussuchen, um die Rechnung moglichst einfach zu machen. Das
Potential entspricht hier der Arbeit, die gegen die Kraft verrichtet werden
muss, um den Massepunkt von ry nach r zu bringen. Wegen der Unbestimmt-
heit des Potentials kann dieses in dem beliebig gewéhlten Bezugspunkt zu
Null gesetzt werden

U(ro)zo:mr):_/rp.dr'.

ro

Das Potential kann man sich als eine Art Gebirge vorstellen. Hier wird jeder
Koordinate ein spezifischer Funktionswert zugeordnet. Dies ist vergleichbar
zu einem Hohenprofil, welches zweidimensionalen Koordinaten eine dritte
skalare Grofle, die Hohe zuordnet. In topographischen Karten gilt dU = 0
fiir die Linien konstanter Hohe (siehe Abb. B1). Im dreidimensionalen Raum
sind dies Fldchen mit einem konstanten Potential. Man spricht dann von
Aquipotentialflichen. Fiir diese gilt

U = const. = dU = 0 auf Flache.
Es gib also keine Anderung des Potentials auf dieser Fliche. Nun gilt aber

dU = grad U - dr
dU=0=dr L gradU =dr L F (118)

wobei dr ein Linienelement in der Fléche ist. Wir erkennen daraus, dass die
Kraft senkrecht auf den Aquipotentialfiachen steht. An einem Massepunkt,
der sich auf einer Aquipotentialfliche bewegt, wird keine Arbeit verrichtet.

Beispiele fiir konservative Krifte:

Gravitationskraft, Coulomb-Kraft: U(r) = —%,

harmonische Kraft U(r) = $kr? (s. harmonischer Oszillator).

Die Lorentzkraft, welche ein geladenes Teilchen in einem Magnetfeld erfihrt,
ist ein Spezialfall:

F=qixB)=i F=1qfxB)=0
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Die Lorentzkraft leistet auf geschlossenen Wegen in einem zusammehéngen-
den Gebiet keine Arbeit, da F L r. Wegen ihrer Abhéngigkeit von der Ge-
schwindigkeit lésst sie sich jedoch nicht als Gradient einer skalaren Funktion
ausdriicken. Deshalb wird sie in der Literatur meist als nicht-konservativ
bezeichnet.

5.3.2 Nichtkonservative (dissipative) Krifte

Wir wollen im Folgenden kurz explizit zeitabhéngige Krifte diskutieren
F =F(r,t).

Diese sind nur ein Beispiel fiir eine dissipative Kraft. Auch wenn fiir solche
Krifte die Rotation verschwindet

rot F(r,t) =0
und ein explizit zeitabhéngiges Potential existiert,
F(r,t) = —grad U(r,?) ,

gilt keine Energieerhaltung. Fin solches Kraftfeld ist nicht konservativ. Man
spricht aber trotzdem von einer Potentialkraft. Dies kann man wie folgt be-
griinden:

ar
— =F(r,t) - = —gradU(r,t) - ¥

dt
ou ox; 0oU oU
= “on ot ot Tor (119)

wobei wir von der Einsteinschen Summenkonvention ausgehen und eine vir-
tuelle Null dazu addiert haben. Nun verwenden wir —g—g%— %—(tj = _%7 SO
dass wir schreiben kénnen

d ou
—(T+U)=—

dt ( ) ot
Wir sehen hier, dass die zeitliche Anderung der Gesamtenergie bestimmt wird
durch die partielle Zeitableitung des Potentials. Dem Massepunkt wird somit
Energie zugefiihrt bzw. entzogen.

67



Dissipative Kréfte sind allgemein charakterisiert durch F(r,t), F(r,r) oder
rot F(r) # 0. Allgemein gilt

F = Fkons. (I‘) + Fdiss. (I‘, i'a t) ; Fkons. (I‘) = - grad U(I‘)

d . ) au .
é%T:_gradU'r“‘FdiSS. 'r:_E‘FFdiss. - r

d
= E(T + U) = Faiss. T = Pjss. (120)

Beim Vorgang der Dissipation wird mechanische Energie in andere Energie-
formen umgewandelt.

5.3.3 Energieerhaltung

Gleichung besagt also: In Abwesenheit dissipativer Krifte ist die me-
chanische Energie erhalten. Das ist nicht der 1. Hauptsatz der Thermodyna-
mik, der auch nicht-mechanische Energieformen einschlieBt (Wéarme), dann
ist die Energie in jedem Fall erhalten. Energie, Arbeit und Potential haben
die gleiche Einheit: [E] = N - m = %43 f=J (Joule).

Die Energieerhaltung bedeutet eine starke Einschriankung der moglichen Teil-
chenbewegung, die man ohne Rechnung aus einer Skizze des Potentials er-
schliessen kann (Abb. [36] das Potential ist hier mit V' bezeichnet). Wegen
T > 0 sind Bereiche mit > E (klassisch) verboten (in der Quantenmecha-
nik kann es “Tunneleffekte” geben). Die Punkte mit £ = V' sind Umkehr-
punkte mit 77 = 0 und deshalb v = & = 0. Die Extrema mit V'(z) = 0
sind mogliche Ruhepunkte. In einer Mulde um ein Minimum gibt es bei ent-
sprechender kinetischer Energie Oszillationen. Wenn ein Teilchen gegen eine
Potentialbarriere anlduft und dann umkehrt, spricht man von Streuung. Die
Energieerhaltung erlaubt eine Lésung der Bewegungsgleichung;:

2
2= B V(@)= i=1/—(E—V(z)) (121)
2 m
Durch Separation der Variablen erhélt man:

d
’ —dt =t

e
2(E - V(@) o). VEE-V@)

(122)

Die allgemeine Losung erhélt man durch Auswertung des Integrals und Um-
kehrung von ¢ = ¢t(x) nach = = x(t).
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Abbildung 36: Aus der Form des Potentials V' (x) kann die Teilchenbewegung
qualitativ vorhergesagt werden.

6 Schwingungen und harmonischer Oszilla-
tor

6.1 Harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator ist ein Paradebeispiel der klassischen Mechanik.
Er tritt im Zusammenhang mit einer riicktreibenden Kraft auf, die pro-
portional zur Auslenkung ist, z.B. bei einem Massepunkt, der durch eine
Feder mit Federkonstante k& mit einem Fixpunkt verbunden ist (Abb. [37).
Wird der Massepunkt unter Anwendung einer Kraft aus seiner Ruhelage be-
wegt, so sorgt die Riickstellkraft der Feder dafiir, dass er bestrebt ist, in
seine Ausgangslage zuriickzukehren. Ein weiteres Beispiel ist das Fadenpen-
del (Abb. [38).

Auch in vielen anderen Teilgebieten der Physik werden dynamische Grofien
durch dhnliche Gleichungen beschrieben. Etwa der Strom in einem elektri-
schen Schwingkreis, der aus Kondensator und Spule besteht. In der Quan-
tenmechanik und der Quantenfeldtheorie spielt der harmonische Oszillator
ebenfalls eine wichtige Rolle. Charakteristisch fiir den harmonischen Oszilla-
tor ist eine linearen Riickstellkraft bei hinreichend kleiner Auslenkung. Das
zu der konservativen Kraft gehérende Potential ist dann quadratisch in der
Auslenkung.
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Abbildung 37: Massepunkt, der durch eine Feder mit Federkonstante k& mit
einem Fixpunkt verbunden ist.

Abbildung 38: Fadenpendel in Polarkoordinaten. Quelle: Nolting

Fiir die Riickstellkraft der Anordnung in Abb. [37] gilt
F=—kz, (123)

das zugehorige Potential ist dann

V= %ka (124)

Mit Hilfe des zweiten Newtonschen Axioms ergibt sich eine Differentialglei-
chung 2. Ordnung;:

k
mi = —kr = i+wir=0, mitw)=— (125)
m

Fiir das Fadenpendel der Léange [ in Abb. [38 mit » = [ = const. gilt fiir die
Bewegung in Richtung e,

mlq'zgz—mgsingbéé—i—%singb:O. (126)
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Fiir kleine Auslenkungen des Pendels kénnen wir die Ndherung sin¢ ~ ¢
verwenden. Dann lautet Glg. ({126])
g

é+w§¢:0,w§:7. (127)

Um Gleichungen der Form ((125)) oder ({127]) zu l6sen, machen wir den Expo-

nentialansatz
o(t) = Ae™ = Ae™ (o + wj) =0
= o’ =—wj = a=+v-1w (128)
W—/

7

Die imaginédre Zahl ¢ = /—1 fithrt uns auf komplexen Zahlen.

6.1.1 Mathematischer Einschub: Komplexe Zahlen

Die imagindre Einheit ¢ ist definiert als

i=v—-1 — 2=-1
Eine komplexe Zahl z € C setzt sich zusammen aus einem Realteil und einem
Imaginérteil:

z=x 41y

mit x,y € R. In der komplexen Zahlenebene, aufgespannt durch z und y,
kann z als Vektor mit Betrag |z| und Winkel ¢ verstanden werden, wie in
Abb. 39| dargestellt.
Fiir den Betrag von z gilt:

|2]* = 2® + ¢,
fiir den Winkel (auch Argument oder Phase genannt) gilt:
o =: arg(z) = arctan% (x > 0)
Fiir € ergibt sich folgende Taylorreihe:

, 1 1
€ =1+ (i) + 5(ip)° + 5 (ip) + ..

2
L tip— s~ gty
=14ip— —¢°— =i
' 290 6‘?
2 3
¥ : b
=|1—-—=+... - —+...
(-gr) o5 )
= cosp +isingp (129)
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Abbildung 39: Darstellung einer komplexen Zahl in Polarkoordinaten

Gleichung (129) wird auch Fulersche Formel genannt. Setzt man in dieser
@ =, so findet man '
e =—1.

Mit |z| = r gilt
Z2=2 41y =rcosp+irsineg

und mit der Eulerschen Formel erhélt man dann die Polardarstellung einer
komplexen Zahl (siche Abb. [39):

z=re¥ . (130)
Fiir die komplex konjugierte Zahl z* = x — 1y ergibt sich die Polardarstellung

2¥ =x — iy =rcosp —irsing = rcos(—y) + irsin(—yp)
=re ¥ (131)

Die Betridge stimmen also iiberein, aber die Winkel sind gegensétzlich. Die
Zahlen € liegen auf dem Einheitskreis, es gilt

22* = rePre ¥ = 2T =2

|| = Veivemie =1 (132)
Aus

e’ = cos p +isinp (133)
e = cosp —ising (134)
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ergibt sich die “Umkehrung” der Euler-Formel

cosp = % (ei‘P + e”'“")
singp = 2% (e —e7%) (135)

Jede komplexe Zahl ist als Funktion von ¢ ist also periodisch mit der Periode
27
re'¥ = re!PT2m) =41 42, ... (136)

Es gelten folgende Rechenregeln fiir zwei komplexe Zahlen z; = 21 +1y; und
29 = Xy + 1Yy :
(i) Addition: 2y + 2o = 1 + 22 + 1 (y1 + ¥2)
(i) Multiplikation: z; - 2o = 129 — Y1ya + i (T1Y2 + Toyn) = |21] - [22] €7F17¥2)

Ak Tyt Yiys i (=21y2 + 22y1) _ [2] oilo1—p2)

ii1) Division: = =
( ) 29 ZQZ; $%+y% |22|

Die n-te Potenz einer komplexen Zahl ist gegeben durch
SN — |Z|n€imp
Es gilt also
(cosp + isinp)"™ = cos(ny) + isin(ny) ,

dies ist bekannt als Satz von Moivre.
Logarithmus einer komplexen Zahl:

w=Inz=1In|z| +i(arg(z) + 2km), keZ

Der komplexe Logarithmus ist also nicht eindeutig, siche Abb. [d0] er enthilt
unendlich viele Bldtter. Um Eindeutigkeit zu erreichen, schrinkt man w
auf einen Streifen in der komplexen Zahlenebene ein. Fiir den sogenannten
Hauptwert des Logarithmus verwendet man den Streifen

S={weC:—7m<J(w) <7},
=w=Inz=In|z|+iarg(z), -7 < F(w) < 7. (137)

Dabei bezeichnet & den Imaginérteil. Dann gilt z.B.

In(=5)=In(5-e")=In5+Ine™ =1Inb+ir.
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Abbildung 40: Darstellung des Imaginérteils der komplexen Logarithmus-
Funktion. Image: mathpedia.

6.1.2 Freier linearer harmonischer Oszillator

Wir kommen nun zuriick zum eindimensionalen freien harmonischen Oszil-
lator, wo sich der Massepunkt nur aufgrund der Riickstellkraft bewegt, die
linear in der Auslenkung ist, beschrieben durch Gleichung ((125)):

k
i+ wir =0 mit wi=— (138)
m

Dabei ist wg die Figenfrequenz des Oszillators. Charakteristisch fiir den har-
monischen Oszillator ist die Unabhéngigkeit der Frequenz von der Amplitude
der Schwingung.

Der Losungsansatz

x(t) = Ae™ (139)
liefert
ap = Fiwg . (140)
Die allgemeine Losung lautet damit
z(t) = Ape™t + A_e ot (141)

Da z(t) reell sein muss, konnen die Koeffizienten AL nicht beliebig sein. Aus

der Forderung x(t) = x*(t) erhalten wir

A+6iw0t+A,€7iwot ; A:efiwot_’_Ateiwot
= A, = A* . (142)
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Mit der Eulerschen Formel und der Substitution Ay = a + ¢ b erhalten wir

dann
x(t) = 2a coswot — 2bsin wpt . (143)

Die Parameter a und b weden durch Anfangsbedingungen festgelegt. Beispiel:
zur Zeit ¢ = 0 sei der Oszillator um = = zy ausgelenkt und werde dann
losgelassen. Dann gilt x(0) = ¢, #(0) = 0 und damit 2a = zo,b = 0, also
x(t) = xo cos wot.

6.1.3 Harmonischer Oszillator mit Reibung

Wir beriicksichtigen nun zusétzlich noch Reibung in Form von Stokes‘scher
Reibung (proportional zur Geschwindigkeit, a). Man kann sich z.B. eine
Anordung wie in Abb. vorstellen, aber ohne periodischen dusseren An-
trieb). Die Reibungskraft wirkt der Beschleunigung entgegen, so dass die
Bewegungsgleichung gegeben ist durch

mi = —kx — ad. (144)

Eine nicht-mechanische Realisierung dieser Situation ist ein elektrischer Schwing-
kreis, bestehend aus einer Spule mit der Selbstinduktion L, einem Konden-
sator der Kapazitdt C' und einem Ohmschen Widerstand R. Der flieflende
Strom [ geniigt dann der Differentialgleichung

. T
LI+ RI+5=0. (145)

Dividieren wir Glg. (144)) durch m, erhalten wir die Bewegungsgleichung
k
F+2B8i+wizr=0, mitwj=—,=-—>0. (146)
m

Mit dem Ansatz
x(t) = eM

erhalten wir
N+ 28 A+ wi =0

/\172 = —5 + \/ 52 - CL)(Q] . (147)

und finden
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Fiir % # w2 haben wir zwei linear unabhéngige Losungen. Die allgemeine
Losung ist also gegeben durch

z(t) = areM’ + aze! (148)

wobei a; und a, aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. Zur ge-
naueren Untersuchung der Losung unterscheiden wir drei Félle: schwache
Déampfung, starke Ddmpfung und kritische Dampfung.

(a) Schwache Dampfung - Schwingfall

Bei schwacher Dampfung ist die Ddmpfung ist klein gegeniiber der Frequenz
wp, also

B <wo
Das Argument der Wurzel ist damit negativ, und wir erhalten eine komplexe

Losung,
Ao =—fFiw, mitw=4/wi— [? (149)

Damit lautet die allgemeine Lésung
z(t) = e (are™" + aze™™") (150)

Es handelt sich also um eine Schwingung mit kleinerer Frequenz (w < wy)
und zeitlich exponentiell abklingender Amplitude.
Wir wéhlen die Anfangsbedingungen

z(0) = ¢, £(0) = v
Einsetzen der ersten Bedingung in die allgemeine Losung Glg. liefert
Ty = a1+ ay, vog = —F(a1 + as) +iw(a; — ay) = —Pro + iw(a; — az) .
Dies liefert

z(t) = e P (xo coswt + w sinwt) ) (151)
w

Diese Darstellung ist die Uberlagerung von zwei Schwingungen mit gleicher

Frequenz, aber verschiedenen Amplituden A; = xq, Ay = % Sie kann

umgeschrieben werden zu
_ To vo+fro
w(t) = e Py /A2 + A2 | ———— coswt + —————sinwt
=: ¢ P A (sin @ cos wt + cos psinwt) . (152)
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Dabei sind die maximale Amplitude A und die Phasenverschiebung ¢ defi-
niert durch

1
A= /AT + 43 = ;\/x%uﬂ%— (vo + Bxo)?

vo + Bxg W
_— et _— 1
R arctan (vo +5$0) ) (153)

sinp = CosS @ =

Lo
A )
dann gilt unter Verwendung der Additionstheoreme fiir trigonometrische

Funktionen
z(t) = Ae P sin (wt + @) (154)

Die Amplitude der Schwingung (auch Finhillende der geddmpften Schwin-
gung genannt) ist gegeben durch
Ae Pt (155)

sie ist exponentiell geddmpft. Begriffe wie Frequenz und Schwingungsdau-
er sind deshalb nicht eindeutig definiert. Periodisch sind lediglich die Null-
durchgénge im zeitlichen Abstand 7/2, wobei

27 27
T=— = .
w wg — B2
A N
~Aews

Asin < T/z_yﬁ
1 | Se—o_ _
& P t

Abbildung 41: Zeitabhéngigkeit der Amplitude beim schwach geddmpften
harmonischen Ostzillator. Quelle: Nolting.
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(b) Starke Dampfung - Kriechfall

Starke Dampfung bedeutet, die Dédmpfung ist grofl gegeniiber der Frequenz
wp, also
B > Wy -

In diesem Fall ist das Argument der Wurzel positiv, und wir erhalten die
zwei reellen Losungen

Mo=—-f+d, mitw =4/82—-wi<p

x(t) = e P (ale“’/t + aze*“’/t> . (156)

Die Losungen Ao sind beide negativ, deshalb ist das System wesentlich
schneller geddmpft und nicht schwingungsfahig. Mit denselben Anfangsbe-
dingungen wie im Fall (a) finden wir

1

2
1 Vg + ﬂxo
Es erfolgt ein Nulldurchgang zur Zeit ¢y, wenn
aq —2u't N 1 aq
@ ey ——In (-2 158
s ‘ N 2w’ n< ag) (158)

Da ty > 0 sein muss, miissen fiir einen Nulldurchgang die Anfangsbedingun-

gen also so sein, dass

a1 ay

a2

<0, <1

Q2

erfiillt werden kann.

(c) Kritische Dampfung - Aperiodischer Grenzfall

Dies ist der Fall, fiir welchen gilt

BF=w=>w=1/wg—32=0,

so dass wir nur eine Losung fiir die Gleichung ((147)) erhalten,
Aig=—0.
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Fiir die allgemeine Losung der Differentialgleichung 2. Ordnung bendtigen
wir jedoch zwei Losungen. Der Ansatz

z(t) = A(t)e " (159)
fithrt zu = A(t) = a3 4+ ao t und nach Einsetzen der Anfangsbedingungen zu
w(t) = e (wo + (vo + Bxo) t) (160)

Ein Nulldurchngang findet noch statt, wenn die Anfangsbedingungen so
gewahlt werden, dass
Lo
tn=—"7— 161
N vo + Bo (161

mit ty > 0 realisiert werden kann.

6.2 Erzwungene Schwingungen

Wir betrachten nun den Fall, dass wir zusétzlich eine duflere zeitabhéngi-
ge Kraft F(¢) haben. Diese soll in z-Richtung wirken. Wir haben dann die
Bewegungsgleichung

mi = —ad — kx + F(t)
1
& F 4200 +wir = —F(t) . (162)
m

6.2.1 Harmonische Anregung

Wir untersuchen zunéchst den Fall, in dem die &uflere Kraft eine periodische
Kraft ist:
F(t) = Fycos(wt) . (163)

Sie ist charakterisiert durch ihre Amplitude Fj und die Kreisfrequenz w. Eine
entsprechende Anordnung ist skizziert in Abb. Ein reales Beispiel ist ein
Elektron in einem Festkorper, das durch ein elektrisches Feld zu harmoni-
schen Oszillationen angeregt wird (Resonanzfluoreszenz fiir w &~ wyp). Um die
Differentialgleichung fiir den getriebenen harmonischen Oszillator mit einem
Exponentialansatz 16sen zu kénnen, setzen wir die Losung ins Komplexe fort:

Fy
54204 wiz = et (164)
m
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Abbildung 42: Oszillator mit Reibung und harmonischem Antrieb. Quelle:
Schwarz.

Als reelle Losung nehmen wir dann x(t) = R(z(t)) (R bezeichnet den Realteil
der komplexen Zahl z).
Die allgemeine Losung ist die Summe der allgemeinen Loésung der homoge-
nen Differentialgleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Glei-
chung:

x(t) = Thom (t) + xo(t)
Thom (t) entspricht Fy = 0, also dem geddmpften harmonischen Oszillator
ohne Anregung aus Kapitel Diese zerfillt exponentiell, also wird nach
einem Einschwingvorgang der getriebene Teil zo(t) dominieren. Mit dem Ex-
ponentialansatz

2(t) = Ae™' = | Ale'?e™ (165)

bekommen wir also fiir die reelle Losung nach langer Zeit:
x(t) & mo(t) = |A| R (e"e™") = | A cos(wt + ) (166)

Wir bendtigen also den Betrag |A| und die Phase ¢ von A. Wir setzen den
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Exponentialansatz (165)) in die Differentialgleichung ein:

Fy., .
[A (—w? 4 2ifw + wd) — =] et =0
>
IR 3 1 _ R (W wp) +2ipw
m (w? — wi) — 2ifw m (w? — wd)® + 45%w?
1/2

I3 2 22 4322
o (4| = VAR = B | (o) T A5
m ((oﬂ —w?)’ + 4ﬁ2w2>

Fy 1

s |Al = — :
m \/(w2 — w%)Q + 43202
Grenzfalle:
1l _ R
|A| _ Eow_g = ?O w—0
Ll W — 00

(167)

(168)

Im Limes § — 0 kommt es zur Resonanzkatastrophe, wenn die treibende
Frequenz w der Eigenfrequenz w, entspricht. Dieses Phdnomen wird z.B.
fiir grosse Schwingungen von Briicken verantwortlich gemacht, u.a. auch fiir
den Einsturz der Tacoma-Narrows Briicke 1940 in Washington State (durch

Windeinfluss als treibende Kraft).

Abbildung 43: Amplitude des getriebenen harmonischen Oszillators.

Nun betrachten wir noch die Phasenverschiebung ¢ der Schwingungsampli-
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tude relativ zur treibenden Kraft. Wir haben
m
R(A) = — T2 AP (2 — )
0
S(A) = —22 A]PBw < 0
Fy
S(A) 2pw

= arctan

—m<p<
RA) w2—w§:> T<p<0, (169)

= arctan

wobei in der letzten Umformung verwendet wurde, dass S(A) negativ ist.

¢

gl

-m/2

B=0

Abbildung 44: Phasenverschiebung zwischen der Schwingungsamplitude des
getriebenen harmonischen Oszillators und der erregenden Kraft als Funktion
der Frequenz der dufleren Kraft. Quelle: Nolting.

Die Amplitude hinkt also hinter der Kraft her: das Maximum der Auslenkung
wird erst nach dem Maximum der Kraft erreicht. Fiir w = wy ist ¢ = =7,
unabhéngig von f. Beim ungeddampften Oszillator springt ¢ an der Stelle
w = wp unstetig von 0 auf —m, siche Abb. [44]

6.2.2 Beliebige Anregung

Im folgenden soll der harmonische Oszillator fiir eine externe Kraft mit belie-
biger zeitlicher Abhéngigkeit kurz diskutiert werden, was uns zum Konzept
der Fourier-Reihe bringt.

Losung durch Fourierzerlegung

Um die Reaktion des Systems auf eine treibende Kraft mit beliebiger Zeitab-
héngigkeit zu beschreiben, zerlegen wir die Kraft in eine Fourier-Reihe und
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schreiben sie somit als eine Summe von Kriften, die jeweils zeitharmonisch
sind:
o
Ft)y= 3 fuemnt (170)
n=—o0o

Da das Superpositionsprinzip gilt, kann die Reaktion des Systems auf zeit-
harmonischen Kréfte, die wir schon berechnet haben, verwendet werden, um
so die Losung fiir den harmonischen Oszillator in Antwort auf eine beliebige
zeithabhingige Kraft zu erhalten. Der Ubergang vom Zeit- in den Frequenz-
bereich ist auch in anderen Zusammenhéngen niitzlich und wird Fourier-
transformation genannt.

Mathematischer Einschub: Fouriertransformation

Mit Hilfe der Fouriertransformation kann eine beliebige Funktion in ein Spek-
trum harmonischer Schwingungen zerlegt werden. Man geht dabei von der
Fourierreihenentwicklung einer periodischen Funktion f(¢) mit der Periode
T aus. Diese ldsst sich schreiben als

f(t) = %Ao + i [An coS (n%t) + B, sin (n%t)] (171)
n=1

Die Fourierkoeffizienten A,, und B,, lassen sich berechnen durch

T
A, = %/0 dtf(t) cos (nz%t)

B, = %/OT dtf(t) sin (n%t) (172)

Abb. (45 zeigt die Entwicklung einer Stufenfunktion in eine Fourier-Reihe.
Man kann diese Funktion also durch unendliche viele harmonische Schwin-
gungen darstellen.

Die Fourierreihenentwicklung kann auch mit Hilfe der Exponentialfunktion
beschrieben werden:

F0) == 30 b o=

n=—oo

1 ’ —iwnt
= / atf(t)e (173)
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Abbildung 45: Darstellung einer Stufenfunktion durch eine Fourier-Reihe.
Quelle: Wikipedia

Durch den Grenziibergang zu einer unendlich ausgedehnten Periode, T" — oo,
kann dieser Formalismus auf beliebige nichtperiodische Funktionen erweitert
werden. In diesem Fall sind die harmonischen Schwingungen, durch welche
die Funktion beschrieben wird, nicht mehr diskret, sondern gehen in ein kon-
tinuierliches Spektrum iiber, das Fourier-Spektrum. Wir schreiben im Limes
T — o0o,n — 00

> T [ 2 ~
P o IR
und damit

10 = [ dwfyes

o0

Flw) = = / T (e (174)

T o oo

Dabei ist f(w) die Fouriertransformierte von f(t). Die Wahl des Vorfak-
tors der Fouriertransformierten ist nicht einheitlich in der Literatur, man
findet auch eine symmetrische Aufteilung in zwei Vorfaktoren 1/+/27.
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Beispiel: Stufenfunktion

1 fir —a<t<a
0 fir |t >a

o f(w) = /_ h f(t)e™“tdt = / " it gy

1l 1., .
= — — —iwl =__ [e—lwa o ezwaj|
iw — iw
Zsin(wa) fiir w # 0
- { 2a fiir w = 0 (175)

Es gilt also z.B. (links steht die Funktion, rechts ihre Fouriertransformierte):

f(t—to) £ e f(w)
L1
flat) &)
5(t—t) & %ei“’to (176)

Die erste der obigen Beziehungen macht deutlich, dass die Fouriertransfor-
mation es erlaubt, Differentialgleichungen in algebraische Gleichungen zu
iiberfithren und im Fourierraum zu l6sen.

Die §-Distribution

In Glg. kommt die sogenannte d-Distribution vor. Distributionen sind
verallgemeinerte Funktionen (“Funktionale”), welche nur zusammen mit so-
genannten Testfunktionen definiert sind. Die Delta-Distribution ordnet jeder
beliebig oft differenzierbaren Funktion f (“Testfunktion”) eine reelle oder
komplexe Zahl §(f) = f(0) zu, also die Auswertung der Funktion an der
Stelle Null:

6Ud=/mfuwumx=ﬂm. (177)
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Die 4-Distribution hat folgende Eigenschaften:
/ d(x—a2)dd' =1, §(x) =d(—x),
1
Olg(@)l = D a0 —m), (178)
2 T2

T

dabei sind die x; die Nullstellen der Funktion g(z): ¢ (z;) = 0. Damit gilt
insbesondere

Es gilt also allgemein:
fo= [ r@)se-a)ar (179)

Fortsetzung der Losung des Oszillators bei beliebiger Anregung

Mit der Zerlegung der Kraft in eine Fourierreihe erhalten wir also folgende
Bewegungsgleichung

B 28itwpr =Y fae

n=—oo

Analog wird die spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung durch
eine Reihe dargestellt,

(e.)
zo(t) = > bpe!
n=-—oo

Die Amplituden b,, lassen sich dann berechnen durch
(w2 + 2iBwy, + wj) by = fr - (180)

Wir haben also eine beliebige zeitabhéngige Funktion in harmonische Oszil-
lationen zerlegt. Da wir ein lineares System haben, in dem Superposition gilt,
kann die Antwort dieses Systems auf jede dieser zeitharmonischen Oszillatio-
nen berechnet werden. Die Gesamtantwort des Systems ist dann die Summe
dieser jeweiligen Losungen.
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6.2.3 Kraftstof3, Greensche Funktionen

Eine alternative Art der Zerlegung besteht in der Beschreibung durch eine
Sequenz von impulsformigen Anregungen. Jeder Impuls entspricht dabei ei-
nem Kraftstofl, welcher in einem unendlich kleinen Zeitintervall eine Kraft
ausiibt. In der Gesamtheit betrachtet entspricht dies gerade der Kraft zu
einer bestimmten Zeit ¢.

Die Antwort des Systems auf diese impulsférmige (5-formige) Anregung wird
als die Greensche Funktion bezeichnet. Ahnlich wie die Fouriertransforma-
tion findet die Idee der Greenschen Funktion eine weit verbreitete Anwendung
in der Physik.

Zur Bestimmung der Greenschen Funktion des geddmpften harmonischen
Ostzillators betrachten wir einen Kraftstof3, der zundchst mit Hilfe einer die
0-Distribution approximierenden Funktion beschrieben wird. Dazu wihlen
wir eine Kastenfunktion d.(¢) definiert als

L fir |t €
5e(t):{€ UI'||<2

0 andernfalls

Im Grenzfall € — 0 strebt diese Funktion zu einer -Distribution,

d(t) = lim 6.(t)

e—0

Fiir einen Stofl zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ lautet die Bewegungsgleichung
Ftwlr+28i=0(t—1t) . (181)
Diese Gleichung soll gelost werden mit den Anfangsbedingungen
() =0und i (t ) =0,

wobei ' = lim._,q (¢’ — €) ist. Dieser Zeitpunkt bezeichnet also die Zeit un-
mittelbar vor dem Stoff. Der Massepunkt soll in Ruhe sein und sich am
Gleichgewichtspunkt befinden, er wird dann angestofien durch den Impuls
zum Zeitpunkt ¢ = ¢. Die Losung dieser Gleichung ist gegeben durch die
gesuchte Greensche Funktion. Die Greensche Funktion ist eine Funktion der
Zeit t und hiangt parametrisch vom Zeitpunkt ¢’ des Stosses ab. Deshalb muss
sie verschwinden zu allen Zeiten vor dem eigentlichen Stof,

Gt:t)=0firt<t,
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denn der Massepunkt kann nicht in Bewegung sein, bevor er angestoflen wird
(Kausalitét). Weiterhin gilt im von uns betrachteten Fall das Prinzip der
Translationsinvarianz unter Zeittranslation. Die Greensche Funktion hangt
nicht von der absoluten Zeit ab, sondern nur von der Zeitdifferenz zwischen
t und t'. Wahrend Kausalitét fiir die Greensche Funktion jedweder Art gilt,
muss diese Translationsinvarianz nicht immer gelten. Weiterhin gilt, dass die
Greensche Funktion eine reell-wertige Funktion sein muss, da die physikali-
sche Grofle, die sie beschreibt, die Auslenkung, ebenfalls reell ist. Allgemein
gilt

D,G(t—t)=0(@t—-1)
mit D; einem beliebigen linearen Differentialoperator in der Zeit. Zu jedem
linearen Differentialoperator gibt es eine eine Greensche Funktion.
In unserem speziellen Beispiel betrachten wir also:

L vosdl Gy =51
dez dt -

Fiir t > ¢’ gilt dann

i + 2+2Bd Gt—t)=0
- w PR — —
ez = 0 dt

Die allgemeine Losung dieser Gleichung haben wir frither diskutiert (freier,
gedampfter, harmonischer Oszillator im Schwingfall hier jetzt ohne explizite
Anfangsbedingungen) und sie lautet

G(t—t)=ePtt (a1 cos [w (t —t')] + agsin [w (t — t')] )

mitw = /w2 — 32. Um die Konstanten der Anfangsbedingungen zu bestim-
men, integrieren wir als nichstes die Bewegungsgleichung iiber ein infinitesi-
males Intervall um der Zeitpunkt ¢ = ¢/
t'+e 2 ) d ) t'+e )
ll_r)% . dt [@ + wy + 25%:| G (t —1 ) = ll_I}(% . dtd (t —t ) (182)
Nutzen wir aus, dass G(t) fiir ¢ — ¢’ stetig und beschrénkt sein muss, und
dass lim.,0 G(—¢) = 0, so finden wir

t=t'+e

. d / o . . o
lim {%G (t—t )1 =1 = 11_{% G(e)=1. (183)

e—0 bt/ —c
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Als zweite Anfangsbedingung erhalten wir aus der Stetigkeit der Greenschen
Funktion
limG(e) =0.

e—0

Damit ergeben sich die Koeffizienten zu
ar =0und ay = —
w

Die gesamte Greensche Funktion lautet damit

1,-B—t) o N fi /
G(t—t/):{we 81(1)1[w(t )] fiurt>t (184)

fir t <t
Die Auslenkung des Massepunktes in Folge einer beliebigen zeitlich abhéngi-
gen Kraft berechnet sich damit zu

x(t) = / dt'G (t—t") f (1) (185)
Die Greensche Funktion beschreibt also die zeitlich abhéngige Auslenkung
nach einer impulsférmigen Anregung. Zu jedem Zeitpunkt wird diese An-
regung durch die Kraft f(¢) beschrieben. Die Stérke ist gerade in dieser
Funktion codiert, so dass die Greensche Funktion mit der entsprechenden
Kraftamplitude gewichtet werden muss, um auf die Gesamtantwort zu kom-
men.

7 Zweiteilchensysteme (Zentralkraft)

Nun wollen wir uns mit Zweiteilchensystemen mit Zentralkraft beschéfti-
gen. Unter einer Zentralkraft versteht man eine Kraft, die in jedem Punkt
des Raumes nach einem festen Zentrum hin oder von diesem weg gerich-
tet ist. Zentralkréifte sind meistens konservative Gradientenfelder zu einem
Zentralpotential, welches nur vom Betrag des Abstandes abhéngt. Beispie-
le sind die Newton’sche Gravitationskraft im Schwerpunktsystem oder die
Coulombkraft.

Wir betrachten ein sogenanntes Zweikorperproblem, man versteht darunter
die Berechnung der Bewegung zweier Korper, die ohne zusétzliche duflere
Einfliisse nur miteinander wechselwirken. Typische Beispiele sind zwei astro-
nomische Objekte wie Doppelsterne oder Planet und Sonne, die durch das
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gegenseitige Schwerefeld wechselwirken, oder zwei geladene Teilchen, die sich
im gegenseitigen elektrostatischen Feld anziehen oder abstoflen. Die Kraft ist
in diesen Beispielen umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes der
beiden Korper.

Bei Planetenbewegungen wird das Zweikorperproblem auch als das Kepler-
problem bezeichnet. Johannes Kepler hat mit den drei nach ihm benannten
Gesetzen als erster die genaue Form der Bewegung fiir durch Gravitation ge-
bundene Zweikorpersysteme angegeben. Die mathematische Herleitung der
Keplerschen Gesetze aus dem Gravitationsgesetz wurde erstmals von Isaac
Newton gefunden.

7.1 Zentralkrifte

Zentralkrafte sind Krafte der Form
F= f(ra rat) * € (186)

Fiir diese Krifte ist das Drehmoment M=0 und deshalb ist der Drehimpuls
(bezogen auf das Kraftzentrum) konstant. Zentralkrifte in der allgemeinen
Form ((186]) sind nicht notwendigerweise konservativ. Dass eine konservative
Kraft F nicht von r und ¢ abhéngen darf, haben wir schon in Kapitel
besprochen. Wenn f(r) = f(r), also nur vom Betrag |r| = r abhéngt, gilt
immer

F = f(r) e, = F konservativ , (187)

denn man kann dann zu f(r) immer eine Stammfunktion finden, so dass

V(r)=— /rf (r')dr’ (188)

und damit iV
F=-VV(r)=-— o Vr = f(r)e, .

7.2 Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

Wir betrachten zwei Korper der Massen m und ms an den Orten r; und ro,
siche Abb. [46] Korper 2 iibt auf Korper 1 die Kraft Fy; aus. Die Kraft wirkt
in Richtung der Verbindungslinie der beiden Massen.
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Abbildung 46: Definition von Schwerpunkts- und Relativkoordinaten. Quelle:
Nolting.

Wir definieren die Relativkoordinate r durch
r=r; —rp (189)

und die Schwerpunktskoordinate R durch

_mar 4oty (190)

my + Mo

Damit ergibt sich

rlzR—l—%r, rng—%r,M:ml—f—mg.
e —
r ra

Zur Positionsbeschreibung der Massenpunkte sind (ry,re) und (R,r) also
dquivalent. Die Bewegungsgleichungen fiir ry, ry sind jedoch gekoppelt, mit
Hilfe der Relativ- und Schwerpunktskoordinaten kénnen wir sie in einem ab-
geschlosenen System entkoppeln. Wir verwenden den Schwerpunktsatz:

Der Schwerpunkt eines Massenpunktsystems bewegt sich so, als ob die gesam-
te Masse in ihm vereinigt sei und alle dufleren Krdifte nur auf ihn wirken.

Damit lautet die Bewegungsgleichung fiir R
MR = Fet (191)

Fiir abgeschlossene Systeme gilt F¢*! = 0.
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Fiir die Relativbewegung gilt:

Fit Pyt Fi Fa

F =1 — Iy = -2z
my mgy my mgy
Fe:rt Fe:(;t 1 1
S B +<—+—)F12. (192)
my mo my mo
=1
1
Dabei ist
= mqme _ 1Mo (193>

my + Mo M

die sogenannte reduzierte Masse.
In einem abgeschlossenen System (F¢** = 0) gilt fiir die Relativkoordinate r

pi =Fpy (194)

Die zwei Bewegungsgleichungen sind also entkoppelt, die Relativbewegung
erfolgt so, als ob sich die reduzierte Masse p im Zentralfeld F5 bewegt. Man
erhélt effektiv ein Ein-Teilchen-System. Die Erhaltungsséitze sind demnach
wie fiir einen Massenpunkt.

Kinetische Energie:

1 1 . 2 1 . 2

: M M
i=1,2
Lo mo 1o
= §MR + FHE (195)
—_—
Ts Ty
Drehimpuls:
L=L,+L,
LS:M(RXR):RXP, P =p; +p2
L, = (Ti x T;) = p(r x 1) (196)
i=1,2

Potentielle Energie: In einem abgeschlossenen System V; = 0, V,. = Vi3, dann
gilt fiir die Gesamtenergie E = E;+ E,., E, =T, E. =T, + Vis.

Systeme, die sich durch Erhaltungsséitze auf eindimensionale Integrale redu-
zieren lassen, heiflen vollstindig integrabel. Das Drei-Korper-Problem ist i.a.
nicht vollstdndig integrabel.
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7.3 Die Keplerschen Gesetze

Die Keplerschen Gesetze folgen aus der Losung eines Zwei-Korper-Problems
mit der Gravitationskraft als Kraft zwischen den zwei massiven Objekten:

Via(r) = —v T , 7 Gravitationskonstante
r
= Fp=-VVp = —ymame g
. r r
= pr = -y m1m2r_3 = —WMME (197)

Es handelt sich also effektiv um ein Teilchen der Masse p im Gravitations-
potential von M, das sich mit dem Ortsvektor r um den Ursprung bewegt.
Wir verwenden ms=Sonnenmasse, m;=Planetenmasse. Fiir m; < mq gilt
1w ~my, M ~ my. Wir verwenden im folgenden p = m.

Die drei folgenden Gesetze sind nach dem Astronomen Johannes Kepler
(1571-1630) benannt und waren einer der Ausgangspunkte fiir Newtons Ent-
deckung des Gravitationsgesetzes:

1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, mit der Sonne in einem der beiden
Brennpunkte.

2. Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flédchen.
3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der groflen

Halbachsen.

Y

—_ Erde
) {j«\/\
) X

\ 4
F,

a

Abbildung 47: Kepler’sche Planetenbahnen. F; und F3 sind die beiden Fo-
kuspunkte der Ellipse. Quelle: Schwarz.
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Wie wir sehen werden, sind diese drei Gesetze eine Konsequenz von Energie-
und Drehimpulserhaltung, die fiir die Gravitationskraft gilt.

mM «Q
Fo= —VT—Qer = _T_2e7" (198)
Dieses Kraftfeld besitzt das Potential
Fe = —VV(r) mit V(r) = —— (199)
T

Es handelt sich also um ein konservatives System, deshalb gilt Energieerhal-
tung, T+ V = E = const. Da die Gravitationskraft ausserdem eine Zentral-
kraft ist, gilt mit M = 0 auch Drehimpulserhaltung, L. = const. Eine un-
mittelbare Konsequenz der Drehimpulserhaltung ist es, dass die Bewegung
in einer Ebene erfolgt:

r-L=mr(rxi)=0

Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir eine Ebene. Da L konstant ist, d&ndert
sich diese Ebene nicht.

2. Kepler’sches Gesetz (Flichensatz)

Eine unmittelbare Konsequenz der Drehimpulserhaltung ist das 2. Kepler’sche
Gesetz. Fiir die vom Fahrstrahl iiberstrichene Fléche gilt:

ds = %|r(t) x r(t+dt)| = %|r(t) x (r(t) + (t)dt)]

1
= §|r(t) X 1(t)|dt (200)
Daraus folgt:
as 1
— = —|L| = const.
dt  2m

Damit iiberstreicht der Radiusvektor (Fahrstrahl) des Planeten in gleichen
Zeiten gleiche Flachen.
1. Kepler’sches Gesetz (Ellipsensatz)

Wir betrachten nun die Bewegungsgleichung in der Ebene. Dazu bieten sich
Polarkoordinaten an:

r=re,
I = 7€, + e, (201)
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dr=¢dt

r(t)
ds

r(t+dt)

0
Abbildung 48: Vom Fahrstrahl iiberstrichenes Fliachenelement dS. Quelle:
Nolting.
Damit folgt fiir den Drehimpuls:

L =m(r x t) = m(re, x rge,) = mripe,
= L* =m*r'y® (202)

Unter Verwendung dieser Beziehung ergibt sich fiir die Energie:

B =284 V(r) = 2 (12 + %) + V(r) = 23 + Vi (1)
: m o . L?
mit Veg (r) = V(r) + S = Vir)+ ST (203)

Damit haben wir effektiv ein eindimensionales Problem erhalten, die Win-
kelanteile sind aufgrund der Drehimpulserhaltung eliminiert. Der dadurch
entstehende Term % heisst Zentrifugalbarriere, da er das Teilchen vom
Ursprung fern halt.

Fiir negative Energien (“gebundene Zusténde”) ist nur ein endlicher Werte-
bereich fiir den Betrag des Ortsvektors zugelassen. Dies ist z.B. zu beriick-
sichtigen, wenn ein Satellit stets im Anziehungsbereich der Erde bleiben soll.
Die Losung erfolgt formal wie im eindimensionalen Fall, siche Glg. :

F 2 (V) = &

o dr
=t —t _/ro \/% (E — Vig(r))

= r = r(t) nach Umkehrung. (204)
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Abbildung 49: Das zum Gravitationspotential gehorige effektive Potential fiir
zwei verschiedene Werte des Drehimpulses L. Quelle: Nolting.

Fiir ¢ = ¢(t) gibt es eine analoge Formel. Allerdings sind dies aufgrund der
Form von Vg (1) komplizierte Integrale.
Der Losungsweg ist einfacher mit folgendem Vorgehen:

e Wir betrachten r = r(p) statt r = r(¢). Damit wird der Fokus weniger
auf die Dynamik als vielmehr auf die Geometrie der Bahnkurve gelegt.

e Wir definieren eine neue Variable s = 1 = s(¢). Das effektive Potential
wird dann ein Polynom in s.

ds d (1) dt 7'“ 7 mr? m
dp dt (r)d r2 r2 L TL (205)
N '7_Ld
"= m dy
m L2« L% |[/ds\®
E=—52 == 20 9
~ 2 +2mr2 r m [(d(p) s . (206)

Wir differenzieren nun obige Gleichung auf beiden Seiten nach ¢ :

Lo B pdsds L ds] L ds

~2m | dy dy? dgp dy

d*s am 1

S s = = 2
:>d<,02+8 72 ? (207)
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Dies ist die Differentialgleichung eines harmonischen Oszillators mit konstan-
ter auBerer Kraft. Die allgemeine Losung ist uns also schon bekannt:

1
s(p) = Asingp+ Bcosp + z
Lsg. der ho?n:)genen DE ~

spez. Lsg. der inhom. DE

Die Konstanten A und B folgen aus den Anfangsbedingungen. Wir wéhlen
das Koordinatensystem so, dass der sonnennéchste Punkt (7 minimal, s ma-
ximal) bei ¢ = 0 liegt. Dann folgt

Mit € := kB ergibt sich:

1 1
o= E(l + €cos ) (208)

o,y
4 \a
L,
Ly ap AN
d N
(a,0) 7 \\ @
(—c0) (c,0)

| ) kjy

Abbildung 50: Parameter der Ellipse. L; und Ly sind die Abstédnde des Punk-
tes P zu den Fokuspunkten F; und F,. (Der Vektor (¢,0) im linken Bild
entspricht e im rechten Bild.)

Im folgenden werden wir zeigen, dass Glg. fiir 0 < ¢ < 1 die Be-
stimmungsgleichung fiir eine Ellipse ist (allgemeiner, bei beliebigen Werten
e > 0, fir Kegelschnitte). Eine Ellipse ist dadurch charakterisiert, dass die
Summe der Verbindungsstrecken zwischen irgendeinem Punkt P auf der El-
lipse und den zwei Fokuspunkten F; und F3 konstant (= 2a) ist, wobei a die
grofle Halbachse der Ellipse darstellt. Sind L; und L, sind die Langen der
Verbindungen von P zu den Fokuspunkten F; und F; (Abb. , so gilt also

L1+L2:2a.
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Die Sonne sei im Punkt F, (Abb. , also gilt r = Lo.

Fiir P = (0,0) gilt Ly = Ly = a. Mit Pythagoras gilt dann a® = €? + b* .

In kartesischen Koordinaten mit r = (z,y) (also auf den Koordinatenur-
sprung bezogen, nicht auf den Brennpunkt)) gilt dann:

LI=(@+e)lP+9y*, Li=(x—e)+y° (209)

Aus obigen Gleichungen kénnen wir eine Beschreibung der Ellipse mittels
kartesischer Koordinaten herleiten. Die Subtraktion beider Gleichungen er-
gibt:
9 9 2ex
Ll—L2:4€I:(L1+L2)(L1—L2):>L1—L2:—
N—— a

2a

Quadrieren beider Seiten liefert:

4e?q?
a2

L3+ L3 —2LyL, = (210)

Ferner gilt wegen Ly + Ly = 2a:
(Ly + Ly)* = 4a* = L2+ L? + 2L L, = 4d” (211)

Addition der Gleichungen (210)) und (211]) ergibt:
4e2a?
a2
o a?r® —e
& (o — ) 2 + a*y® = a’*(a® — €?) (212)

+4a® =2 (L] + L3) =2 (2y° + 22° + 2¢°)

2.T2 +(12y2 _ CL4 o a2€2

Unter Verwendung von b? = a?—e? erhiilt man die gesuchte Ellipsengleichung:

.Z'2 y2
@ et

In Polarkoordinaten vom Mittelpunkt aus gilt:
2 2

~ [(acosa oy g
r_<bsina):>¥+b_2_cos a+sin“a=1 (213)
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Fiir unsere Rechnung benétigen wir aber die Polarkoordinaten vom Brenn-
punkt aus: r = r(p) wobei r = Ls.
L3 — L3 = dex = 2a (L) — Ly)

2 2
= Lo=L1 — % = (20— Ly) — 2~
a a

:>L2:a—gaj:a—g(e+[/2(:osgo)
a a
2 b2
= Ly <1+Ecosg0) —a-" =2 (214)
a a a

Wir definieren die Exzentritét ¢ durch:
e
€1=—.
a
Fiir die Exzentritit gilt 0 < e < 1 (bei € — 0 nédhert sich die Ellipse einem

Kreis an und bei ¢ — 1 einer Zigarrenform). Mit r = Ly und k = % erhalten
wir nun die gesuchte Ellipsengleichung:

1 1
o= E(l + ecos ) (215)

Tatséichlich handelt es sich dabei um die allgemeine Gleichung fiir Kegel-
schnitte. Im Falle ¢ > 1 ergeben sich Hyperbeln und Parabeln, also die
Streuzustinde des Gravitationspotentials.

Die geometrischen Grossen kénnen nun mit den physikalischen Grossen in
Bezug gesetzt werden:

b2 L2
kj = — = —
a am
Energie am sonnennéchsten Punkt r(p =0) =rg =a —e:

E(p=0) = L2 l(§>2+s2

2m | \ dy

:a((a2—62) ! ):—ﬁ<o

2a(a —e€)?>  (a—e)

« L?a L

>a=——, b= =

2F am  /—2mE

Die grofie Halbachse a ist also umgekehrt proportional zur mechanischen
Gesamtenergie E. Da wir gebundene Zustidnde (Ellipsen) betrachten, gilt

E < 0. Die kleine Halbachse b ist proportional zum Drehimpuls L.

(216)
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3. Kepler’sches Gesetz

Dieses Gesetz folgt aus den ersten beiden. Wir wenden das 2. Kepler’sche
Gesetz auf die in einem Umlauf iiberstrichene Fléche S an:
L
S=mab=T—
2m
wobei mab die Ellipsenflaiche und 7' die Umlaufzeit ist.
N T?  7m2a?b*4m? 4n’mPk 4AmPm 4rn? )
a3 L%a? L? a M~
Mit der Sonnenmasse M und der Gravitationskonstanten v ist diese Kon-
stante fiir alle Planeten gleich.
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