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Kapitel 1

Wie beschreibt man die Bewegung eines
Korpers im Raum?

e Physikalisches Thema: Kinematik, Bahnkurven, Koordinatensysteme
e Inhalte: Ort, Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Bahnkurven.

e Mathematik: Vektoren, Ableitungen (nach der Zeit)

Mechanik }
Kinematik Dynamik
Bewegungsgesetze Wirkung von Kraften
ohne Krifte /
Statik Kinetik
Krafte im Gleichgewicht Krafte verandern den
ruhender Korper Bewegungszustand

Abbildung 1.1: Strukturierung der Mechanik im Fachbereich Physik [Wikipedia]

1.1 Motivation

Wenn wir einen Ball werfen oder ein Auto auf einer Kreisbahn beobachten, stellen wir intuitiv
fest: Ein Korper verdndert mit der Zeit seinen Ort. Die Frage ist nun, wie konnen wir das
mathematisch beschreiben? Genau diese Frage zu beantworten ist das Ziel der Kinematik: Sie
befasst sich mit der Bewegung von Objekten, ohne deren Ursachen — also die wirkenden Kréifte
— zu beriicksichtigen. Um den Einstieg zu vereinfachen, betrachten wir Korper zunéchst als
punktformige Massen, sogenannte Massenpunkte. Thre Bewegung wird vollstandig durch die
Ortskoordinaten als Funktion der Zeit beschrieben. Erst wenn wir verstehen, wie Ort, Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung zusammenhéngen, kénnen wir uns in der Dynamik fragen,

7
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welche Krifte diese Bewegung erzeugen. In Abb.1.1 sehen wir, dass die Dynamik nochmals in
zwei Unterkategorien aufgeteilt werden kann: die Statik und die Kinetik. Wéhrend sich die
Statik mit Kraften im Gleichgewicht und damit mit ruhenden Korpern befasst, beschreibt die
Kinetik, wie Krafte den Bewegungszustand eines Korpers verdndern.

In diesem ersten Kapitel beginnen wir aber erstaml mit der Kinematik von Massenpunkten
und den grundlegenden mathematischen Begriffen, die dafiir notwendig sind.

1.2 Grundbegriffe der Kinematik

1.2.1 Dimensionen der Bewegung, Vektoren und Koordinatensysteme

Um die Bewegung eines Korpers beschreiben zu koénnen, miissen wir zunéchst festlegen, in
welchem Raum sich die Bewegung abspielt. Schon bei einem geworfenen Ball erkennen wir,
dass eine Beschreibung in nur einer Dimension (z.B. entlang einer Linie) nicht ausreicht:
der Ball bewegt sich gleichzeitig vorwdrts, aufwdrts und anschlieBend wieder abwdrts. Wir
bendtigen also mindestens drei Dimensionen, um seine Bahn vollstdndig anzugeben.

Abbildung 1.2: Vektor @ im dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem.

In der Mechanik arbeiten wir daher mit einem dreidimensionalen Raum, dessen Punkte durch
drei Koordinaten beschrieben werden. Um die Orientierung im Raum eindeutig festzulegen,
verwenden wir meist ein kartesisches Koordinatensystem, das aus drei zueinander senkrechten
Achsen besteht: der x-, y- und z-Achse. Jeder Punkt im Raum kann durch einen Ortsvektor

Qy
a= | ay oder a@' = (a,,ay,a,), (1.1)
a,

angegeben werden, der vom Ursprung des Koordinatensystems auf den betrachteten Punkt
zeigt, siehe die Dartsellung eines Vectors in Abb. 1.2. In der iiblichen Schreibweise wird ein
Vektor als Spaltenvektor dargestellt. Sein Transponierter (oder Zeilenvektor) wird mit @* be-
zeichnet. Der transponierte Vektor spielt insbesondere bei Matrizenoperationen eine wichtige
Rolle. Man kann den Begriff des Vekors auch auf hohere Dimensionen verallgemeinern, als
Vektoren im Raum R" (n € N) bezeichnen wir den n-Tupel

T

a=(ay,as,...,a,)" mit a; €R. (1.2)
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Der Betrag oder die Linge eines Vektors beschreibt, wie grof§ ein Vektor unabhéngig von
seiner Richtung ist. Fiir einen Vektor im 3-dimensionalen Raum gilt

|@| = /a2 + a2 + a2 (1.3)

Der Betrag eines Vektors ist stets eine nichtnegative reelle Zahl und verschwindet genau dann,
wenn der Vektor der Nullvektor ist: |@] =0 < @ = 0. In der geometrischen Anschauung
gibt der Betrag eines Vektors die Linge des Pfeils an, der den Vektor représentiert.
Nachdem wir Vektoren als mathematische Objekte zur Beschreibung von Richtung und Betrag
kennengelernt haben, bendtigen wir eine Moglichkeit, Vektoren miteinander zu wvergleichen.
Eine besonders wichtige Verkniipfung zweier Vektoren ist das Skalarprodukt (oder inneres
Produkt). Das Skalarprodukt hat seinen Ursprung in der klassischen Geometrie, wo es aus der
Beziehung zwischen Léngen und Winkeln zweier Geraden hervorgeht (Gesetz des Kosinus).
Fiir zwei Vektoren @ und b im 3D-Raum ist das Skalarprodukt definiert als

@b = azby + ayby + a.b, = || |b] cos, (1.4)

wobei 6 der eingeschlossene Winkel zwischen den beiden Vektoren ist. Das Ergebnis ist ein
Skalar (eine Zahl), kein Vektor. Es gibt also an, wie stark zwei Vektoren in dieselbe Richtung
zeigen. Das Skalarprodukt kann man geometrisch so interpretieren das es die Projektion eines
VeKtors auf den anderen misst: @-b = || |I;||\, wobei 5” die Projektion von b auf @ ist, Abb.1.3.

—

b

0

16| cos 6 a

Abbildung 1.3: Geometrische Bedeutung des Skalarprodukts.

Das Skalarprodukt besitzt einige wichtige Eigenschaften:

i-b=b-a (Kommutativitét) (1.5)
(A@) - b= \@-b) (Linearitiit) (1.6)
a-a=|al’ (Norm eines Vektors) (1.7)

Wenn der Winkel zwischen zwei Vektoren § = 90° = /2 ist dann stehen die beiden Vektoren
senkrecht zueinander (orthogonal), daraus folgt dass das Skalarprodukt verschwindet @ - b= 0.
Wir konnen das kartesische Koordinatensystem aus der Kombination von 3 orthogonalen
Vektoren aufbauen. Diese sogenannten Basisvektoren bilden ein Orthonormalsystems. Ein
Orthonormalsystem besteht aus drei Einheitsvektoren

1 0 0
e=10], g=|[1], e&=|0], (1.8)
1
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die durch ihre Orthogonalitét folgendes erfiillen:

Lo 1, =7, Normierung
€€ = . . e (1.9)
0, i # j, Orthogonalitét
Damit kann jeder Ortsvektor als Linearkombination geschrieben werden:
= 0y€ +ay€,+a,€, = Z a; €. (1.10)

1=x,Y,2

Dieses Konzept ist die Grundlage jeder mathematischen Beschreibung von Bewegung im
Raum. Die Koordinaten eines Vektors héngen stets von der gewéhlten Basis ab. Sind zwei
Koordinatensysteme mit den Urspriingen O bzw. O’ gegeben durch

z

K={0,é,¢é,e¢e} ud K ={0,¢€, é;, e},

so éndern sich auch die Komponenten des gleichen Vektors, etwa a,, ay, a. in K bzw. a, a, a
in K’. Die Beschreibung eines Massenpunktes erfolgt immer in einem bestimmten Bezugssys-
tem — im Folgenden betrachten wir hierfiir ein kartesisches Koordinatensystem. In der klas-
sischen Mechanik besitzen Raum und Zeit eine feste, voneinander unabhéingige Bedeutung:
die Zeit verlauft {iberall gleich und der Raum ist unverénderlich. Dies dndert sich grundlegend
erst in der Relativititstheorie, in der Raum und Zeit zu einer gemeinsamen vierdimensionalen

Raum-Zeit vereinigt werden.

1.2.2 Ort und Bahnkurve

Um die Bewegung eines Korpers zu beschreiben, betrachten wir zunéchst den Ort des Korpers
zu einem bestimmten Zeitpunkt. Jeder Punkt im Raum kann durch seinen Ortsvektor

HOENNTON I (1.11)

beschrieben werden. Der Ortsvektor zeigt vom Ursprung des gewéhlten Koordinatensystems
auf den Punkt, an dem sich der Kérper zur Zeit ¢ befindet. Die Koordinaten x(t), y(¢) und z(t)
sind im Allgemeinen zeitabhéngig und geben die Bewegung des Korpers an. Bewegt sich der
Korper im Lauf der Zeit, so beschreibt die Spitze des Ortsvektors eine Bahnkurve im Raum.
Formaler formuliert sind Bahnkurven vektorwertige Funktionen. Die Bahnkurve ist damit die
geometrische Spur aller Punkte, die der Kérper wahrend seiner Bewegung einnimmt:

Bahnkurve: T = {7(¢t) |t € [to, t1] }.

Oft ist es hilfreich, die Bahnkurve grafisch zu veranschaulichen. Bei einer zweidimensionalen
Bewegung, zum Beispiel einem geworfenen Ball, liegt die Bahn in einer Ebene, typischerweise
der (x,y)-Ebene. In drei Dimensionen kann sie eine beliebige Raumkurve sein.

Um die Bewegung eines Korpers quantitativ zu beschreiben, miissen wir angeben wie sich der
Ort mit der Zeit dndert. Das zentrale mathematische Werkzeug dafiir ist die Ableitung einer
Funktion.
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Betrachten wir eine eindimensionale Bewegung, bei der der Ort durch eine Funktion z(t)
beschrieben wird. Die Ableitung von z(¢) nach der Zeit ¢ gibt an, wie stark sich der Ort in
einem kleinen Zeitintervall dndert:

dr . x(t+ At) — z(t)

[ (12

Dieser Grenzwert beschreibt die momentane Anderungsrate der Funktion z(¢) und ist in der
Physik von zentraler Bedeutung. Anschaulich stellt der Differenzenquotient %}w die
mittlere Anderung von z im Zeitintervall At dar. Lisst man At immer kleiner werden, so

néhert sich dieser Quotient dem Anstieg der Tangente an die Kurve z(¢) im Punkt ¢ an.

x(t)

Abbildung 1.4: Mittlere und momentane Anderungsrate einer Funktion z(t).

In vielen physikalischen Zusammenhdngen hingen Groflen voneinander ab, und Funktionen
treten in Produkten oder als Verkettungen auf. Fiir solche Félle benttigt man zwei wichtige
Rechenregeln der Differentialrechnung: die Produktregel und die Kettenregel. Die Produkt-
regel beschreibt, wie man die Ableitung eines Produkts zweier zeitabhéngiger Funktionen u(t)
und v(t) berechnet:

d du dv
lu(tyo(t)] = Z2o(t) +u(t) = (1.13)

Die Kettenregel benotigt man, wenn eine Funktion in einer anderen steckt, z. B. y = f(g()).
Dann gilt:

dy _df dg

- . 1.14
dt  dg dt (1.14)

Beispiel fiir Kettenregel: Es sei

flg9)=¢> und g(t) = sin(¢).

Dann ist die Verkettung
y(t) = f(g(t)) = (sint)’.

Die Ableitung nach der Zeit ergibt sich nach der Kettenregel zu:

d af d
d_gz,{ = d—‘g : d—g = 3g” - cos(t) = 3(sint)? cos(t).
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Fiir mehrdimensionale Bewegungen beschreibt der Ortsvektor 7(¢) = (z(t),y(t), 2(t)) die Po-

sition des Korpers. Seine zeitliche Ableitung ist als Geschwindigkeit definiert

dx

R A

= W = g(t) (1.15)
dz

liefert die momentane Anderungsrate des Ortsvektors — wohingegen die Ableitung der Ge-
schwindigkeit als Die Beschleunigung definiert ist
dv &

= — = 1.1
at  dt? (1.16)

a(t)
Die Richtung von # ist tangential zur Bahn, die Richtung von @ zeigt auf Anderungen der
Bewegung (z. B. Richtungsénderung bei Kreisbewegung).

1.3 Beispiele

1.3.1 Geradlinige gleichféormige Bewegung

Die geradlinige gleichféormige Bewegung ist der einfachste Bewegungstyp. Der Korper bewegt
sich entlang einer geraden Bahn mit konstanter Geschwindigkeit. Das bedeutet, dass sowohl
die Richtung als auch der Betrag der Geschwindigkeit unverdndert bleiben. In einer Dimension
wird der Ort z(t) eines Korpers durch die Gleichung

x(t) = xo + vt

beschrieben. Hierbei bezeichnet xy den Ort zum Zeitpunkt ¢ = 0, und v die konstante Ge-
schwindigkeit. Die zeitliche Ableitung des Ortes ergibt die Geschwindigkeit:

T
v = — = konstant.

dt

Da die Geschwindigkeit konstant ist, ist die Beschleunigung null:

dv
E—_—)
“T

Graphisch stellt die Bahn in einem x-t-Diagramm eine gerade Linie dar, deren Steigung der
Geschwindigkeit v entspricht. Je grofler v, desto steiler verlduft die Gerade.

Da sich bei dieser Bewegung die Geschwindigkeit weder der Gréfle noch der Richtung nach
dndert, sind die Bahnkurve und die Geschwindigkeitsrichtung identisch. Im dreidimensionalen
Raum gilt entsprechend:

—

7
7(t) = 7o+ Ut, mit @ = — = konstant.

dt
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U1
schneller Korper

Vo < V1

langsamer Korper

O t

Abbildung 1.5: Geradlinige gleichférmige Bewegung: x(t) = zo + vt.

1.3.2 GleichméfBig beschleunigte Bewegung

Die gleichmiflig beschleunigte Bewegung ist die néchstkomplexere Form der geradlinigen
Bewegung. Hierbei bleibt die Beschleunigung a konstant, d. h. die Geschwindigkeit &ndert sich
gleichméfig mit der Zeit. Richtung und Betrag von a bestimmen, ob der Kérper schneller oder
langsamer wird. Ausgehend von der Definition der Beschleunigung als zeitliche Anderung der
Geschwindigkeit gilt:

v
a = — = konstant.
dt

Die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit ist dann:

v(t) = vy + at,
wobei vy die Anfangsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist. Die Geschwindigkeit ist wie-
derum die Ableitung des Ortes: v(t) = %£. Damit muBdie Ort-Zeit-Gleichung lauten:

1
I(t) = 2y + Uot + 5@252. (117)

Durch bilden der zweiten Ableitung der Ort-Zeit-Gleichung sehen wir das & = a wie vorgesehen
ist. Diese Gleichung beschreibt eine Parabel im z-t-Diagramm deren Kriimmung durch das
Vorzeichen von a bestimmt wird:

e a > 0: beschleunigte Bewegung (z. B. freier Fall nach unten),

e a < 0: verzogerte Bewegung (z. B. Bremsvorgang).

1.3.3 Wurfparabel

Die Wurfparabel ist ein klassisches Beispiel einer zweidimensionalen Bewegung unter dem
Einfluss einer konstanten Beschleunigung (z. B. der Erdgravitation). Der Kérper wird mit einer
Anfangsgeschwindigkeit 7y unter einem Winkel o zur Horizontalen geworfen. Die Bewegung
ldsst sich im kartesischen Koordinatensystem durch die Zerlegung der Anfangsgeschwindigkeit
in ihre Komponenten beschreiben:

Vg = Vg COS Qv Ugy = Vp SIn Q.
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Die Beschleunigung wirkt nur in vertikaler Richtung (mit g = 9.81 m/ SQ)Z
Damit gilt fiir die zeitabhéngigen Koordinaten:

x(t) = vop t = vy cos at,

y(t) = voy t — 3gt° = vosinat — $gt°.

Eliminiert man die Zeit ¢, erhdlt man die Bahnkurve (Wurfparabel) in der Form y(x):

g 2

Tr)=xtana — —5———
y(@) 208 cos? a

Diese Gleichung beschreibt eine Parabel, deren Scheitelpunkt die maximale Wurfhohe angibt.

Die Wurfweite, Flugzeit und maximale Hohe ergeben sich zu:

) =0 = dp = vg sin(2a)
g )
2vg sin «v

tFlu: )
® g

2 2

V5 sin” o

() =0 = hmaX:O—.
() %

Die grofite Wurfweite wird bei av = 45° erreicht.

Yy

Bahnkurve

_ _ g 2
y(l’) = rtano 202 coZat

0) X

Abbildung 1.6: Bahnkurve eines schiefen Wurfs. Die Anfangsgeschwindigkeit vy wird in ihre
Komponenten v, und vy, zerlegt.

Die horizontale Bewegung ist gleichformig, die vertikale gleichméBig beschleunigt. Durch die
Uberlagerung beider Bewegungen entsteht die charakteristische parabolische Flugbahn.

1.3.4 Gleichformige Kreisbewegung

Bei der gleichformigen Kreisbewegung bewegt sich ein Kérper mit konstanter Bahngeschwin-
digkeit v auf einer Kreisbahn mit Radius . Obwohl der Betrag der Geschwindigkeit konstant
ist, &ndert sich deren Richtung stéindig — daher ist die Beschleunigung nicht null.
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Die Bewegung lasst sich am einfachsten im zweidimensionalen Raum beschreiben. Fiir einen
Punkt, der sich auf einem Kreis um den Ursprung bewegt, gilt:

Lo [z@)\  [rcos(wi)
) = (y(t)) B (rsin(wt)) ’

wobei w die Winkelgeschwindigkeit ist. Der Betrag w gibt an, wie schnell sich der Radiusvektor
7(t) dreht:

w = s konstant.
dt

Die Geschwindigkeit ist die zeitliche Ableitung des Ortsvektors:

. dr —rw sin(wt)
v(t) = — = :
dt rw cos(wt)
Der Betrag der Geschwindigkeit ist konstant:

|U] = rw = v = konstant.

Die Geschwindigkeit steht stets senkrecht zum Radiusvektor 7(¢) und ist tangential zur Bahn
gerichtet.

Die Beschleunigung erhélt man durch erneute Ableitung:

() = %’ _ <—Twzcos(wt)> _ 2,

—rw?*sin(wt)

Damit zeigt die Beschleunigung immer zum Kreismittelpunkt und hat den Betrag

wt

Abbildung 1.7: Gleichformige Kreisbewegung: Ortsvektor 7(t), Geschwindigkeit ¢(¢) und Be-
schleunigung @(t). Die Geschwindigkeit ist tangential, die Beschleunigung radial (zentripetal).
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Kapitel 2

Was bedeutet es, sich in einem
Inertialsystem zu befinden?

e Physikalisches Thema: Inertialsysteme

e Inhalte: Bezugssysteme, Galilei-Transformation

e Mathematik: Koordinatentransformationen, Vektoraddition, Matrizen

2.1 Motivation: Bewegung ist relativ

Stellen wir uns einen Ball vor, der ruhig auf einem Tisch liegt. Fiir uns wirkt er vollkommen
unbewegt. Wir konnten meinen:v = 0. Doch diese Aussage hiangt ausschlieflich von unserem
Bezugssystem ab. Betrachten wir dieselbe Situation aus einer gréfleren Perspektive.

1.
2.

Der Ball ruht auf dem Tisch. Fiir eine Person im Raum scheint der Ball ortsfest zu sein.

Die Erde rotiert um ihre eigene Achse. Am Aquator betriigt die Rotationsgeschwindig-
keit etwa
URotation ~ 465 m/S ~ 1670 km/h

Von einer beobachtenden Person aus gesehen, die im Weltall ,,schwebt®, bewegt sich der
Ball also sehr schnell auf einer Kreisbahn um die Erdachse.

Die Erde bewegt sich auf einer Umlaufbahn um die Sonne. Bahngeschwindigkeit der
Erde:
VErde ~ 30 km/s

Die Sonne bewegt sich um das Zentrum unserer Galaxie.

V@alaxie ~ 220 km /s

Die Galaxie selbst bewegt sich durch das Universum. Dies sind Grolenordnungen von
etwa 500 km/s.

Wir erkennenalso: Ein Ball, der fir uns in Ruhe ist, bewegt sich tatsdchlich mit enormen
Geschwindigkeiten — nur in einem anderen Bezugssystem. Das fithrt uns zu einer fundamen-
talen Erkenntnis: Bewegung ist immer relativ. Sie héngt davon ab, wer misst und welches
Bezugssystem wir verwenden.

17
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2.1.1 Was bedeutet Bewegung?

Ob ein Korper ruht oder sich bewegt, hingt also immer von dem/der Beobachter*in ab. Ein
Beispiel: Du sitzt im Zug und siehst durch das Fenster einen zweiten Zug. Bewegt sich dein
Zug oder der andere? Von auflen stehenden Personen betrachtet bewegt sich dein Zug — in
deinem eigenen Bezugssystem scheint jedoch der andere Zug zu fahren. Bewegung ist wie
schon erwihnt relativ. Um Bewegungen eindeutig zu beschreiben, bendtigen wir:

e cinen Ursprung (Startpunkt),
e cin Koordinatensystem (zur Bestimmung des Ortes),

e cine Zeitmessung (Uhr).

Diese Kombination nennen wir ein Bezugssystem. Erst nach der Definition des Bezugssystems
kénnen wir die Bewegung eines Korpers eindeutig beschreiben.

2.1.2 Beispiel: Zwei Autos auf Kollisionskurs

va =30m/s vp =20m/s
Start A Start B
d = 1000 m

Abbildung 2.1: Autos auf Kollisionskurs (Strafien-Bezugssystem)

Zwei Autos fahren auf einer geraden Strafie aufeinander zu. Auto A fahrt mit v4 = 30m/s,
Auto B fihrt mit vp = 20m/s und zu Beginn (¢ = 0) haben sie einen Abstand von d = 1000 m.
Wir betrachten nun dieselbe Situation aus drei verschiedenen Bezugssystemen:

1. Bezugssystem: Beobachter*in am Straflenrand

Der Beobachter wihlt den Ursprung am Startpunkt von Auto A, also sind die Anfangsbedingen
z4(t =0) =0 und z(t = 0) = d. Damit erhalten wir fiir die Bewegungsgleichungen

zA(t) =vat (2.1)
Z'B(t) =d— "UBt

Die Autos treffen sich, wenn x4(t) = zp(t):

vat =d—vpt = t= = = 20s (2.3)

2. Bezugssystem: Beobachter*in im Auto A (mitbewegtes System)
Fiir Auto A steht Auto A still d.h. 2/,(¢f) = 0, und Auto B bewegt sich auf den Auto A zu,
und zwar mit der relativen Geschwindigkeit

Vel = V4 +vp =50m/s =  2(t)=d— vt (2.4)

Die Treffzeit ist identisch: ¢ = 20s. Die physikalische Realitiit (Treffzeit) ist unabhéngig vom
Bezugssystem, aber die Beschreibung der Bewegung (Koordinaten und Geschwindigkeiten)
héngt vom Bezugssystem ab.
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2.2 Inertialsysteme

2.2.1 Vom Bezugssystem zum Inertialsystem

Wie wir gesehen haben besteht ein Bezugssystem besteht aus einem rédumlichen Koordi-
natensystem zur Bestimmung von Orten und einer Zeitmessung (z.B. einer Uhr), die fest-
legt, zu welchem Zeitpunkt ein Ereignis stattfindet. Erst wenn wir festgelegt haben, von wo
und wann aus wir beobachten, konnen wir Bewegungen beschreiben. Allerdings zeigt sich
schnell, dass unterschiedliche Beobachter*innen zu unterschiedlichen Aussagen iiber eine Be-
wegung kommen kénnen. Wie wir am Beispiel der zwei Autos auf Kollisonskurs gesehen haben.
Bewegung ist also stets relativ zum gewéahlten Bezugssystem.

Nicht jedes Bezugssystem eignet sich gleichermaflen, um Bewegungen einfach zu beschreiben.
Galileo Galilei erkannte im 17. Jahrhundert, dass es Systeme gibt, in denen sich Kérper ohne
auBere Krifte geradlinig und gleichférmig bewegen. Diese “bevorzugten” Bezugssysteme nannte
man spater Inertialsysteme. Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem, in dem ein kréiftenfreier
Korper seinen Bewegungszustand beibehélt:

@i=0 = ¥ =konstant (2.5)

Die Kernausage ist das die physikalische Gesetze in allen Inertialsystemen dieselbe Form haben
miissen. Galilei formulierte dies als Gedankenexperiment: Fiir Personen unter Deck auf einem
gleichméfBig fahrenden Schiff lassen sich alle physikalischen Experimente (z.B. das Rollen
eines Balls) genauso durchfithren wie an Land. Die gleichformige Bewegung des Schiffes ist
nicht “spiirbar”. Damit fiihrte Galileo die Idee ein, dass die Gesetze der Mechanik in allen
Inertialsystemen gleich sind. Erst spéter wurde dies zur Grundlage des ersten Newtonschen
Axioms (Tragheitsprinzip).

Yy
Y A
Person [im Zug |
S
Beobadhter*in
g’ o —> Ug

Abbildung 2.2: Ein Ereignis (Person im Zug) wird aus zwei unterschiedlichen Bezugssystemen
betrachtet. Im Bezugssystem S’ bewegt sich die Person mit der Geschwindigkeit des Zuges.
Im Bezugssystem im Zug S erscheint die Person in Rubhe.

2.2.2 Bewegung mit Kriften im Inertialsystem

Bisher haben wir Bewegungen betrachtet, bei denen keine Kréfte wirken. In einem solchen
Fall bleibt ein Kérper im Zustand der Ruhe oder bewegt sich gleichformig und geradlinig.
Dies ist die Grundlage fiir die Definition eines Inertialsystems: Ein Bezugssystem, in dem ein
kraftefreier Korper gleichformig und geradlinig bleibt. Damit beschreibt nicht der Korper das
Inertialsystem, sondern das Bezugssystem, von dem aus wir die Bewegung beobachten.
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Nun betrachten wir eine Bewegung, bei der eine Kraft wirkt, zum Beispiel das Hochwerfen eines
Balls. Obwohl der Ball wiahrend seines Fluges beschleunigt wird, gilt fiir alle Inertialsysteme
das gleiche physikalische Gesetz, das diese Beschleunigung beschreibt. Wichtig ist: Der Ball
selbst ist nicht kriftefrei, weil die Gravitationskraft wirkt. Das Bezugssystem (z.B. ein Zug,
der sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt) kann trotzdem ein Inertialsystem sein.

Bahnlinie (im Zug: gerade) o
Bahnlinie (auen: Parabel)

T

Inertialsystem: Zug (S)

o Bewegung des Zuges
 —
¢ Startpunkt
Beobachter*in 1
Beobachter*in 2 Bezugssystem Bahnsteig (S’)

Abbildung 2.3: Wurf eines Balles im Zug: Fiir Beobachter®in 1 im Zug gilt: Der Ball hat
nur eine vertikale Bahnkurve. Fiir Beobachter*in 2 vom Bahnsteig aus bewegt sich der Ball
bewegt sich sowohl nach oben als auch vorwéarts, die Bahnkurve ist eine Parabel. Obwohl sich
die Bahnkurven unterscheiden, sind die physikalischen Gesetze identisch. Das ist der Kern der
Definition eines Inertialsystems.

2.2.3 Beispiel: Wurf eines Balls im Zug

Eine Person wirft in einem Zug, der sich mit konstanter Geschwindigkeit vz, in z-Richtung be-
wegt, einen Ball senkrecht nach oben (y-Richtung). Die Erdbeschleunigung wirke in negativer
y-Richtung mit Betrag g. Siehe Abbildung 2.3.

Betrachten wir zunéchst die Situation im Zug. Hier wirkt die Gravitation in y-Richtung; hori-
zontal &ndert sich im Zug nichts (keine horizontale Anfangsgeschwindigkeit). Im Bezugssystem
des Zuges (Inertialsystem des Zuges) besitzt der Ball zum Zeitpunkt ¢ = 0 den Anfangsort

und die Anfangsgeschwindigkeit
s 0 - (0
0= \p)" Vo = vo )

Damit sind die Komponenten der Ortsvektoren im System S:
z(t) =0, y(t)=wot — 1gt*.

D.h. im Zug ist die horizontale Koordinate konstant (x(¢) = 0), daher erscheint die Bahn in
der z, y-Ebene als Gerade.

Im Bezugssystem des Bahnsteigs (von auflen beobachtet) bewegt sich der Ball mit der hori-
zontalen Zuggeschwindigkeit mit. Die Anfangsgeschwindigkeit des Balls lautet daher

Uz
=)
Vo
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Beobachter*in 2 sieht zusitzlich die horizontale Bewegung des Zuges mit Geschwindigkeit
Uzug. Fiir konstante Gravitation gilt in 5" (gleichférmig beschleunigte vertikale Bewegung,
gleichférmige horizontale Bewegung):

' (t) = vzugt, Y'(t) = vot — %gt2.
Wir kénnen hier die Bahnkurve via der eliminierung der Zeit bestimmen:

T Vo ’

t =

= Jy@t)= %QL 2

UZug UZug UZug
Dies ist eine Parabel der Form y(x) = Az — Bz, Damit ist klar, warum Beobachter*in 2 eine
parabolische Bahn sieht, wihrend die Person im Zug (mit x = 0) eine gerade, rein vertikale
Bewegung beobachtet. Beide Beschreibungen sind durch die eine Transformation verbunden:

7(t) = 7(t) + (UZ(“)g t) . =t (2.6)

Setzt man 7(t) aus dem System S (Zug) ein ergibt sich () aus dem System S’ (Bahnsteig).
Wichtig ist das die physikalische Ursache (die Gravitation) bleibt in beiden Systemen dieselbe.
Dies illustriert die Galilei-Invarianz der Bewegungsgesetze: die Form des Gesetzes (hier die
Gleichungen der gleichméafig beschleunigten Bewegung) ist in beiden Inertialsystemen gleich
anwendbar. Die Transformation zwischen beiden Systemen wird als Galilei-Transformation
bezeichnet, diese werden wir im naechsten Unterkapitel diskutieren.

2.2.4 Galilei-Transformation

Wir haben gesehen, dass ein und dieselbe Bewegung in verschiedenen Bezugssystemen unter-
schiedlich erscheinen kann. Im Zug erscheint der Ballwurf als reine Auf- und Abbewegung,
wéhrend fiir eine beobachtende Person am Bahnsteig eine Parabelbahn sichtbar ist. Damit
wird klar: Zur vollsténdigen Beschreibung einer Bewegung benétigen wir eine Moglichkeit,
Koordinaten und Zeiten von einem Bezugssystem in ein anderes zu iibertragen. Betrachten
wir zwei Inertialsysteme:

e System S: eine Person im Zug beobachtet dieselbe Bewegung.
e System S’: eine Person steht am Bahnsteig und beobachtet die Bewegung.

Beide Systeme messen die gleiche Zeit (klassische Mechanik), aber ihre Ortskoordinaten un-
terscheiden sich. Wir nehmen an, dass sich das System S relativ zu S’ mit einer konstanten
Geschwindigkeit 0% = (v,0) entlang der z’-Achse bewegt.

/

Y

Ball

‘ Zug (S) }—) v

x’ (System S’)
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Die sogenannte Galilei-Transformation beschreibt, wie die Ortskoordinaten eines Ereignisses
zwischen zwei Inertialsystemen zusammenhingen. Beide Systeme messen dieselbe Zeit: t' =
und die Ortskoordinaten hédngen iiber die relative Geschwindigkeit v zusammen:

7 =74 Ust (2.7)

fiir das Beispiel des Zuges wiirden sich die y und z Koordinaten nicht &ndern durch die
Transformation. Jedoch die z-Koordinate: #' = = 4 vt. Dies bedeutet das die Bewegung im
Zug (S) kann auf das Bahnsteigsystem (.S”) iibertragen werden, indem die konstante Bewegung
des Zuges hinzugefiigt wird. Umgekehrt gilt auch: fiir den Zug muss man die Zugbewegung
subtrahieren. Durch Ableiten nach der Zeit folgt fiir die Geschwindigkeit:

7 =7+ s (2.8)

Inertialsysteme konnen sich nur mit konstanter Geschwindigkeit unterscheiden. Die Galilei-
Transformation ist die ,mathematische Ubersetzung® zwischen den Systemen. Physikalische
Gesetze dndern ihre Form nicht unter der Transformation. Damit wird klar: Jede:r Beobach-
tende in einem Inertialsystem darf sich so verhalten, als ob das eigene System in Ruhe wiire.
Physikalische Gesetze behalten dabei dieselbe Form.

Mogliche Transformationen, um ein Inertialsystem in ein anderes zu iiberfiithren, sind durch
die Translation (Verschiebung im Raum), die geradlinig-gleichformige Bewegung und/oder
die Drehung um einen festen Winkel gegeben. Mathematisch ldsst sich der Ubergang von
einem Inertialsystem in ein anderes durch Transformationen der Orts- und Zeitkoordinaten
beschreiben. Erlaubt sind dabei:

7(t) = 7(t) + Tyt + b, (2.9)
7(t) = O(p, 0,9) (1), (2.10)
wobei gilt:

e b ist eine konstante Ortsverschiebung (neuer Ursprung),

e 7 ist eine konstante Relativgeschwindigkeit zwischen den Bezugssystemen,

e O(p,0,7) ist eine orthogonale Drehmatrix, die durch drei Winkel beschrieben wird.

Auch der Zeit-Nullpunkt kann frei verschoben werden: ¢ = t + ty. Die Menge dieser Opera-
tionen wird als Galilei-Transformation bezeichnet. Eine vollstdndige Galilei-Transformation
wird durch maximal 10 Parameter beschrieben:

Parameter Bedeutung
3 Drehwinkel (¢, 8, )
3 Ortsverschiebung b
3 konstante Relativgeschwindigkeit
1 Zeitverschiebung £,

In der klassischen Mechanik sind die Newtonschen Gesetze unter Galilei-Transformationen
invariant. In der Relativitatstheorie gilt dies jedoch nicht mehr. Dort werden Galilei-Transfor-
mationen durch Lorentz- bzw. Poincaré-Transformationen ersetzt, in denen Raum und Zeit
nicht mehr unabhéngig voneinander transformiert werden.
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2.2.5 Beispiel: Drehung um einen festen Winkel

Wie oben erwéhnt sind rdumliche Rotationen auch elementare Transformationen, mit denen
man Koordinaten von einem Bezugssystem in ein anderes iiberfiihrt. Rotationen &ndern die
Orientierung der Achsen, nicht aber die physikalischen Abstdnde oder Winkel — sie sind or-
thogonale Transformationen. Rotationen sind niitzlich, um eine Bewegung in einer ,,passenden*
Achsenorientierung darzustellen. Beispielsweise kann eine schief gelegte Gerade durch Rotati-
on in die z’-Achse gelegt werden, so dass die Bewegung in den neuen Koordinaten einfacher
aussieht. Physikalische Gesetze (z. B. das Newtonsche Gesetz) behalten unter Rotationen ihre
Form, weil sie skalar- bzw. vektoriell ausgedriickt sind (Rotationen gehoren zur sogenannten
Euklidischen Gruppe).

Betrachten wir eine Drehung der Ebene um den Ursprung um einen festen Winkel 6 gegen
den Uhrzeigersinn. Die Koordinaten (z,y) im urspriinglichen System S und die Koordinaten
(«',y") im gedrehten System S’ hingen zusammen durch

2’ =x cos + ysinb,
/

Yy =— xsinf + ycosb,

oder kompakt in Matrixschreibweise

T’ _ R T R(6) — cosf sinf
y) Uy’ (6) = —sinf cosf ]

Wichtig ist, dass die R(6) orthogonal ist, und daher Léngen und Skalarprodukte unverin-
dert bleiben. Eine orthogonale Matriz () ist eine reelle quadratische Matrix, deren Spalten
(und Zeilen) ein orthonormales Koordinatensystem bilden. Mathematisch gilt QTQ = I, das
heifit: Transponieren ist gleich Invertieren. Orthogonale Matrizen beschreiben Drehungen und
Spiegelungen im Raum, ohne Langen oder Winkel zu verdndern.
Bei einer reinen Achsdrehung dndert sich die Zeitmessung nicht (¢’ = ¢). Die zeitliche Ableitung
transponiert man durch dieselbe Rotationsmatrix:

» dr’ dr .

' (t) = i R(0) i R(0) U(t). (2.11)
Das heifit: Geschwindigkeitsvektoren werden bei einer festen Drehung in gleicher Weise trans-
formiert wie Ortsvektoren.
Zum Beispiel betrachten wir die Drehung des Punktes 7 = (1,0) um 6 = 45° = 7/4. Mit

cosf = sinf = ¥2 erhalten wir

2
x [ cos f siné 1 B @ (2.12)
y)  \—=sinf cosf) \0) \_ \/75 ' '

P (-2 =1L

Die Lénge bleibt erhalten: \/ (

I
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Kapitel 3

Welche Gesetze bestimmen die Bewegung
von Korpern?

e Physikalisches Thema: Newtonsche Axiome, Krifte
e Inhalte: Newtonsche Axiome, Krafte

e Mathematik: Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung, Integrale
3.1 Newtons Axiome und Krifte

3.1.1 Motivation: Dynamik von Kérpern

In der Kinematik haben wir Bewegungen beschrieben, ohne deren Ursachen zu betrachten.
Nun wollen wir verstehen, warum sich Koérper bewegen. Damit beginnen wir uns mit den
Grundlagen der klassischen Dynamik zu beschéftigen und Ziel ist es den Zusammenhang zwi-
schen Kriften und Bewegungsédnderungen zu beschreiben. Der Kern der klassischen Mechanik
geht auf die drei Axiome zuriick, die [ISAAC NEWTON im Jahr 1687 in seinem Werk Philoso-
phiae Naturalis Principia Mathematica formulierte. Diese sogenannten Newtonschen Aziome
beschreiben die Beziehung zwischen Kriften und Bewegungen und bilden bis heute den Kern
der klassischen Physik.

Newtons Gesetze beruhen auf sorgfiltigen Beobachtungen und Experimenten in der makro-
skopischen Welt, also bei Objekten, die grofi genug sind, um direkt beobachtet zu werden,
und bei Geschwindigkeiten, die deutlich kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sind.

In anderen Bereichen der Physik stoflen diese Axiome jedoch an ihre Grenzen:

e In der Quantenmechanik gelten andere Gesetzméfligkeiten, da Ort und Impuls eines
Teilchens nicht gleichzeitig beliebig genau bestimmbar sind (Unschérferelation).

e In der Relativititstheorie miissen Raum und Zeit gemeinsam betrachtet werden; sie
bilden die sogenannte Raumzeit.

Die Newtonsche Mechanik geht dagegen noch von einem absoluten Raum und einer absoluten
Zeit aus, d.h. Ort und Zeit sind unabhéngig voneinander definiert. Zudem werden Bewegungen
stets relativ zu einem festen, unveridnderlichen Raum beschrieben.

Trotz dieser Einschréankungen beschreibt die Newtonsche Mechanik die Bewegungen der meis-
ten Objekte in unserem Alltag mit hoher Genauigkeit und bildet die Grundlage fiir nahezu
alle klassischen Anwendungen in Technik und Naturwissenschaft.

25
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3.1.2 Newtons Axiome

( 1. Newtonsches Axiom — Trégheitsprinzip 1

Ein Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen Bewegung,
sofern jener nicht durch einwirkende Kréfte zur Anderung seines Zustands gezwungen wird.

Oder anders formuliert: Ein Kérper bleibt in Ruhe oder in gleichférmiger geradliniger Bewe-
gung, solange keine duflere Kraft auf ihn wirkt. Gleichférmige Bewegung bedeutet eine Bewe-
gung mit konstanter Geschwindigkeit, also ohne Beschleunigung. Diese Aussage setzt voraus,
dass es ein eindeutiges Bezugssystem gibt, in dem die Bewegung des Massepunktes beschrie-
ben werden kann. Newton ging dabei von einem absoluten Raum aus, in dem ein solches
,ruhendes* Bezugssystem existiert. Ein solches Bezugssystem, in dem ein kréftefreier Korper
seinen Bewegungszustand (Ruhe oder gleichférmige geradlinige Bewegung) beibehilt, nennt
man ein Inertialsystem. Das erste Axiom definiert somit die Existenz von Inertialsystemen
und beschreibt, dass ohne duflere Kréifte keine Beschleunigung auftritt.

[ 2. Newtonsches Axiom — Aktionsprinzip ]

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und
geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt

Das zweite Newtonsche Axiom beschreibt, wie Krifte die Bewegung eines Korpers verdndern.
Es stellt eine quantitative Beziehung zwischen der auf den Kodrper wirkenden Gesamtkraft
und seiner Beschleunigung her. Die Grundidee lautet: Je gréfler die Kraft, desto starker die
Beschleunigung — und je grofler die Masse, desto triger reagiert der Korper. Anders formuliert
ist die Anderung des Impulses 7 = m# ist gleich der auf den Kérper wirkenden Kraft, d.h.
mathematisch formulierte Newton diesen Zusammenhang als:

. 427

Die Beschleunigung eines Koérpers ist damit proportional zur wirkenden Gesamtkraft und
umgekehrt proportional zu seiner Masse. Die Richtung der Beschleunigung stimmt mit der
Richtung der resultierenden Kraft iiberein. Das zweite Axiom definiert somit nicht nur den
Begriff der Kraft, sondern liefert auch die Bewegungsgleichung eines Korpers. Es erlaubt die
Vorhersage der Bewegung, sobald alle wirkenden Kréfte bekannt sind.

( 3. Newtonsches Axiom — Wechselwirkungsprinzip 1

Krifte treten immer paarweise auf. Ubt ein Korper A auf einen anderen Kérper B eine
Kraft aus (actio), so wirkt eine gleich grofie, aber entgegen gerichtete Kraft von Kérper B
auf Korper A (reactio)

Das dritte Newtonsche Axiom beschreibt, wie Kréifte immer in Paaren auftreten. Wirkt ein
Korper A auf einen Korper B mit einer Kraft Fap, so erfihrt Korper A von Korper B eine
gleich grofle, entgegengesetzt gerichtete Kraft:

Fga=—Fap. (3.2)
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Diese Krifte wirken stets auf unterschiedliche Korper und kénnen sich daher niemals gegensei-
tig auftheben. Das Wechselwirkungsprinzip stellt sicher, dass der Impuls eines abgeschlossenen
Systems erhalten bleibt. Es erklart das Prinzip von Aktion und Reaktion, das in allen me-
chanischen Prozessen gilt: Driickt man auf einen Koérper, so iibt dieser einen gleich grofien
Gegendruck aus. Ein alltéigliches Beispiel ist das Gehen: Beim Abstoflen vom Boden iibt der
Fuf} eine Kraft auf den Boden aus, wiahrend der Boden eine gleich grofie, entgegengesetzte
Kraft auf den Fufl ausiibt — diese treibt uns vorwérts.

Einheit der Kraft: Aus dem zweiten Axiom F = ma folgt unmittelbar die Definition der
physikalischen Einheit der Kraft. Eine Kraft bewirkt die Beschleunigung einer Masse, daher
ergibt sich im internationalen Einheitensystem (SI):

- m
[F] = [m][a] = kg 3. (3.3)
Diese abgeleitete Einheit wird Newton (N) genannt:
m
1N:1kg-s—2. (3.4)
Ein Newton ist also genau die Kraft, die einen Kérper der Masse 1 kg mit einer Beschleunigung

von 1 m/s* bewegt.

Superpositionsprinzip der Krifte: Wirken auf einen Korper mehrere Krifte gleichzeitig, so
ergibt sich die Gesamtkraft als Vektorsumme aller einzelnen Kréfte:

Fu=Y"F. (35)
=1

Dieses Prinzip besagt, dass sich die Wirkungen einzelner Kréfte unabhéngig voneinander iiber-
lagern. Jede Kraft trigt linear zur Beschleunigung des Korpers bei, und ihre Effekte addieren
sich nach Richtung und Betrag.

Das Superpositionsprinzip gilt fiir alle klassischen (linearen) Kraftgesetze und ist eine direkte
Folge der Linearitdt der Bewegungsgleichung

d*v -
md—tz = ZE

Bei nichtlinearen oder feldtheoretischen Wechselwirkungen (z. B. in der Elektrodynamik oder
Quantenfeldtheorie) muss dieses Prinzip in verallgemeinerter Form betrachtet werden.

Ein einfaches Beispiel ist ein Korper, der gleichzeitig durch Gewichtskraft Fp = mg und eine
Zugkraft F; beeinflusst wird. Die resultierende Beschleunigung folgt aus der Summe dieser
beiden Kréfte:

ma:ﬁg+ﬁz
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3.1.3 Beispiel: Federpendel

Um das Zusammenspiel mehrerer Kréfte zu verstehen, betrachten wir eine Masse m, die an
einer idealen Feder mit Federkonstante k aufgehéngt ist und sich nur in vertikaler Richtung
bewegen kann. Wir legen den unseres Koordinatensystem in die Mitte der Masse m, und wir
wihlen die nach unten gerichtete z-Achse als positive Richtung.

ﬁFI —kx

[
[

[]]

m

mg
Abbildung 3.1: Masse-Feder-System: Gewichtskraft und Federkraft wirken entgegengesetzt.
Auf die Masse wirken zwei Kréfte:
Federkraft: Fr = —kzé,, Gewichtskraft: Fg =mg=mgé,. (3.6)

Mit der Federkonstante k& und der Erdbeschleuningung g = 9.81 m/s?. Im Gleichgewicht
heben sich beide Kréfte auf, d. h.:

Fr=—Fs; = kzy=myg. (3.7)

mit der Gleichgewichtsposition zy. Wird die Masse nun aus dieser Ruhelage ausgelenkt zur
position xy, so wirkt die resultierende Kraft:

—

Fres = —k(z — x0) é,. (3.8)
Nach dem zweiten Newtonschen Axiom gilt:

e
dt?

= —k(x — x0), (3.9)

Dies ist eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung. Sie beschreibt eine
harmonische Schwingung um die Gleichgewichtslage zy. Eine allgemeine Losung lautet:

x(t) = xo + Acos(wt) + Bsin(wt), mit w = ﬁ (3.10)
m

Die Koeffizienten A und B kénnen wir mit unseren Anfangsbedingungen berechnen:
x(t=0)=zy = A=zxg—2z9, z(t=0=0 = B=0. (3.11)

Damit haben wir ein Beispiel gefunden, bei dem die Anwendung der Newtonschen Axiome auf
ein reales physikalisches System direkt zu einer Differentialgleichung fiihrt.
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3.2 Bewegungsgleichung und Differentialgleichungen

Das Ziel der Dynamik besteht darin, fiir ein gegebenes physikalisches System die Bewegungs-
gleichung aufzustellen, also den Zusammenhang zwischen Kréften und der daraus resultieren-
den Bewegung zu beschreiben. Aus den Newtonschen Axiomen folgt dabei das Grundschema

~ d*7

- . T
F:ma:mﬁ, 7= (21,29, x3)" .

Diese Gleichung ist der Ausgangspunkt aller mechanischen Probleme: Sind die wirkenden
Krifte bekannt, so lasst sich daraus die Bahn 7(¢) des Korpers bestimmen. Umgekehrt kann
die beobachtete Bewegung dazu dienen, Kréfte zu rekonstruieren.

Mathematisch betrachtet handelt es sich bei dieser Gleichung um ein System gew6hnlicher
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den drei Ortskoordinaten:

mxz :Fi(i‘ha}%i’&xlax%m&t)a L= 17273 (312)
In kompakter Form schreibt man also:
m7 = F(F,7t).

Diese Gleichung bestimmt vollstéindig die Bewegung eines Korpers, sofern Anfangsbedingun-
gen fiir Ort und Geschwindigkeit gegeben sind. Damit wird die Beschreibung physikalischer
Vorgénge zu einer mathematischen Aufgabe: der Losung von Differentialgleichungen.

3.2.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung (DGL) beschreibt den Zusammenhang zwischen einer
unbekannten Funktion x(¢) und ihren Ableitungen nach einer einzigen unabhéngigen Variablen
(in der Mechanik meist die Zeit t). Allgemein gilt:

G (t,z,&,d,...,2M) =0, (3.13)

wobei (™ die n-te Ableitung von x nach der Zeit bezeichnet. Der hichste vorkommende
Ableitungsgrad bestimmt die Ordnung der DGL.

Der Begriff ,,gewdhnlich” bedeutet, dass die Gleichung nur Ableitungen nach einer unabhén-
gigen Variablen enthélt — im mechanischen Kontext ist dies meist die Zeit t. Im Gegensatz
dazu enthalten partielle Differentialgleichungen (PDGL) Ableitungen nach mehreren unab-
héngigen Variablen, etwa nach Ort und Zeit, wie sie beispielsweise in der Wellengleichung
oder der Warmeleitungsgleichung auftreten. Differentialgleichungen spielen in der Physik eine
zentrale Rolle, da viele Gesetze — etwa die Newtonschen Axiome — zeitliche Anderungen
physikalischer Grofien beschreiben.

3.2.2 Lineare und nichtlineare Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung heifit linear, wenn die gesuchte Funktion x(¢) und ihre Ableitungen
nur in erster Potenz auftreten und nicht miteinander multipliziert werden. Allgemein kann
eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung in der Form

an(t) 2™ 4 i (1) 2D 4 b ay(t) i+ ag(t) z = f(t) (3.14)
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geschrieben werden, wobei die Koeffizienten a;(¢) bekannte Funktionen der Zeit sind.
Enthilt die Gleichung dagegen Terme wie 22, #2, x & oder andere nichtlineare Kombinationen,
so spricht man von einer nichtlinearen Differentialgleichung. Nichtlineare Gleichungen treten
héufig in realen physikalischen Systemen auf, sind jedoch meist schwieriger zu losen.

Einige typische Beispiele:

linear: & + w?z =0,

nichtlinear: 7 + w?z + az® = 0.

In der klassischen Mechanik sind viele Modelle im ersten Schritt linearisiert, um sie analytisch
behandeln zu konnen. Nichtlineare Effekte werden dann oft in einem spéteren Schritt als
Korrektur beriicksichtigt.

3.2.3 Homogene und inhomogene Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung heiit homogen, wenn sie keine von der gesuchten Funktion un-
abhingigen Terme enthéilt, also keine ,dufleren Antriebe“ oder ,Quellen“. Ein Beispiel ist:
# +w?x = 0. Diese Gleichung beschreibt eine freie Schwingung ohne #ufiere Kraft — etwa das
Federpendel im Vakuum.

Eine Gleichung heifit inhomogen, wenn ein zusétzlicher Term f(t) auftritt, der von x unab-
hiingig ist. Ein Beispiel wire hier ein getriebenes Federpendel # + w?x = f(t).

Die Frage ist nun wie wir solche Differentialgleichungen 16sen kénnen. Die allgemeine Losung
einer inhomogenen Differentialgleichung besteht aus zwei Teilen:

2(t) = Thom(t) + Tpart(t)- (3.15)

® Tyom(t) ist die homogene Losung — sie beschreibt die Eigenbewegung des Systems ohne
dufere Einfliisse.

® T,,(t) ist eine partikulire Losung — sie beschreibt den stationdren Anteil, der direkt
durch die duflere Anregung f(t) verursacht wird.

Dieses Prinzip wird Superpositionsprinzip der Losungen genannt und folgt aus der Linearitét
der zugrunde liegenden Gleichung. In der Mechanik fiihrt es zu einer klaren Trennung zwischen
freier Bewegung und erzwungener Bewegung.

Eine homogene Losung fiir eine lineare Differentialgleichung kann man via eines Exponential-
ansatzes finden. Einsetzen des Ansatzes in Eq.3.14 liefert

z(t) =eM = (an(t) A"+ a, 4(t) A=)y b )N+ ao(t)) eM =0, (3.16)

Man erhélt nur dann nicht-triviale Losungen, wenn der Term in der Klammer null wird. Die
Aufgabe reduziert sich also auf die Suche nach den Nullstellen eines Polynoms n-ten Grades
(“charakteristisches Polynom”). Man erhélt n Losungen X;(i = 1, ...,n), die auch entarted sein
konnen, d.h. mehrere A Werte sind gleich. Eine allgemeine Losung ist dann gegeben durch

n n v;—1
z(t) = Z c; e, mit Entartung:  z(t) = Z Z Cim U N (3.17)
i=1 i=1 m=0

die Koeffizienten c¢;,,/c; werden aus den Anfangbedingungen bestimmt. v; ist der Grad der
Entartung. Eine Differentialgleichung nter-Ordnung benétigt n Anfangsbedingungen.
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3.2.4 Beispiel: Kriftfreie Bewegung

Wir betrachten zunéchst das wahrscheinlich einfachste System in einer Dimension: die Kraft-
freie Bewegung. Im Inertialsystem ohne duflere Krifte gilt nach dem 1. Axiom:

mi(t) = 0. (3.18)

Dies ist eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Wir nutzen jetzt einen Exponentialansatz um die Losung dieser Differntialgleichung
zu finden. Wir setzen

x(t) = M. (3.19)
Einsetzen liefert die charakteristische Gleichung
mAeM=0 < A\ =0. (3.20)

Damit ist A = 0 eine doppelte Nullstelle und damit wird der Entartungsgrad v = 2. Fiir so
eine doppelte Wurzel lautet die allgemeine Losung

z(t) = (e +cat) e, (3.21)
Mit A = 0 folgt
x(t) =1 + eot. (3.22)

Physikalisch: gleichférmige Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit cs.

3.2.5 Beispiel: Geddmpfte Bewegung

Wir betrachten nun eine Reibungskraft F die eine freie Bewegung dampft. Eine Reibungskraft
sie proportional zur Geschwindigkeit, damit betrachten wir die lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten

Z(t) +ax(t) =0, (3.23)
mit « als die Reibungskonstante. Wieder machen wir einen Exponentialansatz z(t) = e und
erhalten die charakteristische Gleichung

Mtad=0 = M\ =0 l=—a (3.24)
Damit ergibt sich als unsere Losung:
z(t) = ¢ + ey e (3.25)

Der erste Term ¢y beschreibt den Grenzwert, den z(t) fiir ¢ — oo erreicht (stationédre Endlage).
Der zweite Term Coe™ beschreibt das exponentielle Abklingen der Geschwindigkeit:

i(t) = —aCye ™.
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Anfangs bewegt sich der Korper, die Reibung bremst ihn, und schlieBlich kommt er zur Ruhe.
Eine alternative Variante diese Gleichung zu 16sen ist durch Integration. Definieren wir & = v
erhalten wir die DGL

0(t) = —av(t) < % = —av. (3.26)
Nun trennen wir die Variablen v und ¢:
% dv = —adt. (3.27)
und integrieren beide Seiten:
/%dv :/—a dt. (3.28)
Das ergibt
In|v|=—at+C, (3.29)

wobei C' eine Integrationskonstante ist. Durch Exponenzieren erhalten wir
lo(t)| = e 0 = % e, (3.30)
Ist z. B. die Anfangsbedingung v(0) = vy gegeben, so wissen wir das vy = €“ gilt. Damit lautet
die Losung
v(t) = vge . (3.31)

Die Geschwindigkeit nimmt also exponentiell mit der Zeit ab; die Zeitskala des Abklingens ist
durch 1/« bestimmt.

Kurzer Uberblick zur Integration

Beim Losen von Differentialgleichungen treten Integrale auf. Zur Erinnerung: Ein Integral
beschreibt im Kern die Aufsummierung von unendlich vielen infinitesimal kleinen Beitragen.
Eine anschauliche Interpretation erhilt man durch eine Diskretisierung der Zeit. Wir untertei-
len ein Zeitintervall [t, ] in N gleich groBe Abschnitte der Lénge At = 2. Fiir eine Funktion
f(t) konnen wir dann nidherungsweise schreiben:

t N—-1
/ frydr = Y f(te) At tp=to+ kAL (3.32)
to k=0
Das Integral entsteht als Grenzwert dieser Summe, wenn die Unterteilung immer feiner wird:
t N—-1
/ f(r)dr = lim > flte) At (3.33)
to —00 =0

Diese Darstellung zeigt zwei wichtige Punkte:

e Das Integral misst die gesammelte Wirkung einer Grofle iiber die Zeit.

e Das Integral ist der Grenzwert einer diskreten Summe iiber sehr kleine Zeitintervalle.

In physikalischen Anwendungen — etwa bei der Losung von Differentialgleichungen — dient
die Integration dazu, aus einer bekannten Anderungsrate (wie v) die zugehorige Funktion v(t)
wiederzugewinnen.
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Abbildung 3.2: Das Integral als Grenzwert einer Summe: Rechtecksapproximation von
t

/ f(r)dr.

to

3.2.6 Beispiel: Gedimpfte und getriebene Bewegung

Wir betrachten nun eine gedampfte Bewegung die periodisch angetrieben wird. Dazu betrach-
ten wir die lineare inhomogene Differentialgleichung

0(t) + av(t) = B cos(§2), (3.34)

wobei a > 0, § und €2 Konstanten sind. Die homogene Losung dieser Differentialgleichung
kennen wir schon, diese beschreibt den expeonentiellen Abfall der Geschwindigleit. Wir wollen
jetzt die partikuldre Losung finden, hierzu verwenden wir die Methode des integrierenden
Faktors. Ziel ist es, die linke Seite als totale Ableitung zu schreiben. Dazu multiplizieren wir
die Gleichung mit dem Faktor e®*:

eV + ae™v = Be™ cos(Q). (3.35)

Die linke Seite ist nun die Ableitung des Produkts e®wv(t):
— (e (t)) = Be cos(Q). (3.36)

Durch Integration erhalten wir

e“u(t) = 6/6‘”/ cos(Qt') dt' + C, (3.37)
0

wobei C' eine Integrationskonstante ist. Nun wollen wir das Integral auf der rechten Seite der
Gleichung berechnen. Dazu setzen wir

t t

I(t) = /eo‘tl cos(Q'ydt', I,(t) = /eo‘t/ sin(Qt') dt’ (3.38)
0 0
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und verwenden partielle Integration, diese ist definiert als

x1 1

/ dz (@) (z) = [u(2)v(@)] _ / do o (2)0(z).

Zo Zo

Zunéchst fir I,

t

¢
, 1 1 Q /
I.(t) = /eo‘t cos(Qt') dt' = —e* cos(Qt) — — + — / e sin(Qt') dt’
«
0

« «
0
1 1 Q

= —ecos(QU) — — + —1,.
« a o«

Analog fiir I;:

t

t
/ 1 Q !
I(t) = /eo‘t sin(Qt') dt’ = aeo‘t sin(Qt) — " /eat cos(Qt') dt/
0 0

1 Q
= —esin(Qt) — — 1.
a a

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Damit erhalten wir ein lineares Gleichungssystem fiir 1.(t) und I,(¢). Wir losen nach I.(¢) auf.

Dazu setzen wir I4(t) in die erste Gleichung ein:

1 1 Q1 Q
I.(t) = —e* cos(QU) — — + — | —e*sin(Qt) — — 1 (¢
(t) e cos(Qt) 04+0z e sin(Qt) - (t)
1 at Q at _: 1 QQ
=—e cos(Q2t) + 3¢ sin(Qt) — o E]C(t).
Damit erhalten wir
_ o at at s o
1e(8) = g cos() + g sinlQ) = e

Einsetzen in Eq.(3.37) erhalten wir die allgemeine Losung

Qt) + Qsin(Q) af
a? 4+ Q2 * {C ’

eatv(t) — ﬁeat OZCOS(

multiplizieren mit dem exponentiellen factor gibt uns

o cos(Qt) + Qsin(Q)) + {0— ap }e—at.

o) = ! a? + 2

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (3.34) besteht also aus einem stationéren
Anteil (partikuldre Losung) und dem abklingenden Anteil der homogenen Losung. Es gilt
weiterhin das C' = vy da sich ein Teil des abklingenden Anteils mit dem stationéiren authebt

firt = 0.
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3.3 Bewegung in beschleunigten Bezugssystemen

Die Newtonschen Axiome bilden die Grundlage der klassischen Mechanik und gelten in ihrer
gewohnten Form nur in Inertialsystemen, also in Bezugssystemen, die sich geradlinig und
gleichférmig gegeneinander bewegen. In den bisherigen Beispielen — vom freien Fall iiber das
Federpendel bis hin zu Bewegungsgleichungen — haben wir stets ein solches Inertialsystem
verwendet. Dort geniigt es, die wirkenden Kréfte zu bestimmen, um die Beschleunigung und
damit die Bewegung eines Korpers vorherzusagen.

Im Alltag jedoch befinden wir uns héufig in beschleunigten oder sogar rotierenden Bezugssyste-
men: in einem fahrenden Auto, einem abhebenden Flugzeug, einem Karussell oder auf der sich
drehenden Erde. In solchen Systemen scheint das Verhalten von Korpern oft im Widerspruch
zu den Newtonschen Gesetzen zu stehen: Gegenstéinde ,rutschen zur Seite“, Pendel zeigen
ablenkende Bewegungen, und in einem rotierenden System wird man ,nach aulen gedriickt®.
Wie lésst sich das mit dem Newtonschen Weltbild vereinbaren?

Die Antwort lautet: Auch in einem beschleunigten Bezugssystem Y, das sich nicht geradlinig
und gleichformig relativ zu einem Inertialsystem > bewegt, kénnen wir Bewegungen berech-
nen — wenn wir die Dynamik um sogenannte Scheinkrifte ergénzen. Diese Krifte sind keine
physikalischen Wechselwirkungen, sondern mathematische Korrekturterme, die die Beschleu-
nigung des Bezugssystems selbst beriicksichtigen. Besonders wichtig sind dabei zwei Félle: die
Zentrifugalkraft, die in einem rotierenden System nach aulen weist, und die Corioliskraft, die
Bewegungen quer zur Rotationsrichtung ablenkt.

Um diese Scheinkréfte sauber herzuleiten, bendtigen wir eine genaue Beschreibung von Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung in rotierenden Koordinatensystemen. Dazu stellen wir zu-
néchst die Bewegung in Polarkoordinaten vor.

3.3.1 Bewegung in Polarkoordinaten

Wir betrachten zunéchst die Bewegung eines Punktes in der Ebene (z.B. der x;—z2—Ebene).
Statt kartesischer Koordinaten (x,y) verwenden wir Polarkoordinaten (r, ¢):

z(t) = r(t) cos(t), (3.49)
y(t) = r(t) sinp(t). (3.50)

Der Ortsvektor lasst sich in Polarkoordinaten schreiben als
7(t) = x(t) é; + y(t) €y = r(t) é-(t), (3.51)

wobei der radiale Einheitsvektor
. cos p(t)
) =1 . .52
0= (i) 392

in Richtung vom Ursprung zum Punkt zeigt. Dazu definieren wir den tangentialen Einheits-
vektor

éu(t) = (_Cz;n@fg )) : (3.53)



36 KAPITEL 3. WELCHE GESETZE BESTIMMEN DIE BEWEGUNG VON KORPERN?
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Abbildung 3.3: Polarkoordinaten (2D): Ortsvektor 7, Winkel ¢ und Einheitsvektoren é,, é,.

der senkrecht zu é, steht und in Richtung wachsender Winkelkoordinate ¢ zeigt. Wichtig:
é, und é, héngen iiber ¢(t) explizit von der Zeit ab. Damit sind nicht nur r(¢) und ¢(t)
zeitabhéngig, sondern auch die Basisvektoren selbst.

Um die zeitliche Aenderung beschreiben zu kénnen benétigen wir die zeitliche Ableitungen
der Basisvektoren. Leiten wir é, nach der Zeit ab, erhalten wir (Kettenregel):

e (ool _(~sinelt 20

dt \sin (1) cosp(t) (1)

At dt ) = p(t) ey(t). (3.54)

Analog folgt
déy _ d (~sinp)) _ [~ coslt) o(0)
dt — dt ( cos p(t) ) (—Sin o(t) o(t)

Diese beiden Beziehungen sind der Schliissel zur Berechnung von Geschwindigkeit und Be-
schleunigung in Polarkoordinaten.

Zuichst berechnen wir die Geschwindigkeit in Polarkoordinaten, mit 7(t) = r(t) é,(¢) erhalten
wir fiir die Geschwindigkeit

u(t)

) = —e0a 0. (3.55)

dr dé,
= — = : t 2
dt r( ) er(t) + T(t) dt

= 7(t) .(t) 4+ 1(t) p(t) é,(t). (3.57)

Die Geschwindigkeit zerfallt also in eine radiale Komponente r und eine tangentiale Kompo-
nente r¢. Im néchsten Schritt wollen wir die Beschleunigung in Polarkoordinaten berechnen.
Leiten wir die Geschwindigkeit nochmals nach der Zeit ab, so erhalten wir

v d
a(t) = d—: = = (r &+ 1) é@) (3.58)
de, ... . . de
:fér—ir?*d—i%—rgae@%—rgpe%—i—r@%. (3.59)
Setzen wir die oben gefundenen Ableitungen der Basisvektoren ein,
de, .. deé,

7 = P i —pé,, (3.60)
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so ergibt sich nach Zusammenfassen
ity = (F—r¢?) e+ (r$+27¢) é,. (3.61)
Damit sind die Komponenten der Beschleunigung in Polarkoordinaten:

a, =i —r¢? (3.62)
A, =7@+ 27 p. (3.63)

Dies ist die allgemeine Darstellung der Beschleunigung in Polarkoordinaten. Diese schliefit
sdmtliche zuvor diskutierten Spezialfille konsistent mit ein. Zum Beispiel die Zentripetalbe-
schleunigung bei Kreisbewegung: die wir in Unterkapitel 1.3.4 betrachtet haben. Fiir einen
Korper, der sich auf einer Kreisbahn mit Radius R und konstanter Winkelgeschwindigkeit w
bewegt, gilt
a=—wr.

Diese Zentripetalbeschleunigung zeigt immer zum Mittelpunkt des Kreises. Mit der nun herge-
leiteten allgemeinen Beschleunigungsformel in Polarkoordinaten kénnen wir diesen Spezialfall

unmittelbar wiederfinden. Fiir die gleichférmige Kreisbewegung gelten
r(t) = R = konstant, =0, i =0, ¢ = w = konstant, $=0.

Einsetzen in die allgemeine Formel liefert (7= Ré, )

a, = ¥ — r¢? = —Rw?, a, =0,
also
ad=—Rw*é, = —w’T,

also genau das Ergebnis, das wir zuvor aus rein geometrischen Uberlegungen gewonnen haben.
Dieser Spezialfall ist genau die Situation, die wir betrachten, wenn ein Koordinatensystem Y/
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die z3-Achse relativ zu einem Inertialsystem 3
rotiert. Auf dieser Grundlage kénnen wir im néchsten Schritt die auftretenden Scheinkrifte in
solchen rotierenden Bezugssystemen herleiten.

3.3.2 Ein Beispiel fiir ein Nicht-Inertialsystem

Wir wollen nun ein erstes konkretes Beispiel fiir ein beschleunigtes Bezugssystem untersuchen,
wir folgen hier der Diskussion im zweiten Kapitel des Buches [1]. Wir betrachten zwei Koor-
dinatensysteme Y und ', deren Urspriinge aus Einfachheitsgriinden zusammenfallen sollen.

e Y sei ein Inertialsystem. In diesem System gelten die Newtonschen Axiome in ihrer
iiblichen Form.

e > sei ein System, das sich relativ zu ¥ mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit w
um die x3-Achse dreht.
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¥ (rotierend)
p(t)
A >

Y, (inertial)

Abbildung 3.4: Inertialsystem ¥ und rotierendes System ¥’ mit Winkelgeschwindigkeit ¢ um
die z-Achse.

Ein solches rotierendes Bezugssystem ist in der klassischen Mechanik von zentraler Bedeutung;:
Beispiele sind die Erdoberfléche, rotierende Messgerite, oder gedrehte Laboraufbauten. In die-
sen Systemen entstehen die fiir Nicht-Inertialsysteme typischen Scheinkréifte — insbesondere
Zentrifugal- und Corioliskraft.

Da sich das System Y’ um die x3-Achse dreht, ist es zweckméfig, die Bewegung eines Punktes
nicht in kartesischen, sondern in Zylinderkoordinaten zu beschreiben:

(r,0,2), r=rcosp, y=rsing, z=z.

Diese Koordinaten besitzt den Vorteil das die Rotation um die w3-Achse sich direkt durch
eine zeitabhingige Winkelkoordinate (¢) darstellen ldsst . Zudem koénnen wir die zuvor her-
geleiteten Formeln fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaten (bzw. in der
x1-x9-Ebene) unmittelbar verwenden:

T=ré +rpé,  a=(F—r®)é + (ré+2ip)é,.

Damit sind wir nun in der Lage, die Bewegung eines Korpers sowohl im Inertialsystem 3. als
auch im rotierenden System Y’ systematisch zu vergleichen. Auf dieser Grundlage werden wir
zeigen, wie die in X' auftretenden Scheinkrifte entstehen und wie sie in die Bewegungsglei-
chungen eingehen.

Wir betrachten nun einen Massenpunkt der Masse m, der im rotierenden System Y’ in der
Ebene z = 0 auf konstantem Radius R ruht. Relativ zu ¥’ ist seine Position also

r" = R = konstant, ¢' = konstant, 2 =0,

d.h. aus dieser 'rotierenden’ Sichtweise betrachtet wirken scheinbar keine Kréfte auf den Kor-
per. Wenn wir jetzt den Blickpunkt &ndern und die Beschreibung im Inertialsystem X vor-
nehme, sehen wir das derselbe Punkt eine gleichféormige Kreisbewegung mit Radius R und
Winkelgeschwindigkeit w ausfiihrt:

r = R = konstant, o(t) = wt + o, 2 =0.

Aus der in Polarkoordinaten hergeleiteten Beschleunigung folgt fiir die bekannte gleichformige
Kreisbhewegung mit

d = —Ruw?é,. (3.64)



3.3. BEWEGUNG IN BESCHLEUNIGTEN BEZUGSSYSTEMEN 39

Die Beschleunigung ist also rein radial nach innen gerichtet (Zentripetalbeschleunigung). Nach
dem zweiten Newtonschen Axiom muss es damit eine eine nach innen gerichtete reale Kraft der
GroBe Fiea = mRw? wirken (z.B. Seilspannung oder Reibungskraft), um den Massenpunkt
auf der Kreisbahn zu halten.

Im Inertialsystem wirkt also eine Kraft auf den Korper und damit vollzieht er eine gleichméssig
beschleinigte Bewegung. Im rotierenden System Y erscheint derselbe Korper in Ruhe. Wiirden
wir hier die Newtonsche Gleichung in der gewohnten Form gelten wire er kréftefrei, bzw. die
Summe aller Kréfte wire gleich null. Das steht im Widerspruch zur Beschreibung in >:: dort
ist eine reale, radial nach innen gerichtete Kraft notig, um die Kreisbewegung zu ermoglichen.

Um beide Beschreibungen miteinander vertréglich zu machen, erweitern wir die Bewegungs-
gleichung im nicht-inertialen System Y’ um eine zusétzliche Kraft, die nicht aus einer physi-
kalischen Wechselwirkung resultiert, sondern aus der Rotation des Bezugssystems selbst:

_), = -
ma = E Freal+ E Fschein‘

Im vorliegenden Beispiel ist @’ = 0, also
0= ﬁreal + F:schein- (365)

Da Fiea nach innen zeigt, muss die Scheinkraft nach auflen zeigen:

—

Fschein = - F;real =+ meQ ér- (366)

Diese nach auflen gerichtete Kraft wird Zentrifugalkraft genannt. Sie tritt im rotierenden
System Y’ zuséatzlich zu den realen Kriften auf und ist eine direkte Folge der Rotation des Be-
zugssystems. Die Zentrifugalkraft ist somit keine neue physikalische Wechselwirkung, sondern
ein Artefakt der Beschreibung in einem rotierenden, also nicht-inertialen Bezugssystem.
Nehmen wir nun an das wir keine konkrete Bewegung oder Kraft betrachten, sondern verglei-
chen nur die allgemeinen Komponenten der Beschleunigungen in Polarkoordinaten in beiden
Systemen. Im Inertialsystem > gilt fiir die Beschleunigung in Polarkoordinaten

ar =¥ — 12, = I =ma,, (3.67)
a, =r¢9+21r¢9, = F,=ma,, (3.68)
a, =% = F,=ma,, (3.69)

wobei F}., F,, I, die Komponenten der realen Krifte in ¥ sind. Wir wollen jetzt die Kraft-
komponenten auf das rotierende System umrechnen. Da sich ¥’ mit Winkelgeschwindigkeit w
um die z-Achse dreht und ¢'(t) der Winkel relativ zu ¥/ ist, gilt

p=¢ +uwt, ¢p=¢ 4w, ¢=¢. (3.70)

Im rotierenden System Y wiirde man — in Analogie zur Inertialform — die Beschleunigung mit

a, =7 —r'¢? =i —r(p—w)? (3.71)
a, =1'¢ + 21 ¢ =rg+20(p — w), (3.72)
a, =% =2, (3.73)



40KAPITEL 3. WELCHE GESETZE BESTIMMEN DIE BEWEGUNG VON KORPERN?

Vergleicht man dies mit den Ausdriicken aus dem Inertialsystem, erhélt man

m(i —r¢?) = F, 4+ 2mrwg + mrw? =: F/, (3.74)
m(r@ + 27" ¢) = F, — 2muwr =: F, (3.75)
m# = F, = F.. (3.76)

Wire Y/ ein Inertialsystem, so miisste gelten

F' =F,, F/ =F

T %2} %28

F =F..

Die zusitzlichen Terme in (3.74) und (3.75) zeigen, dass dies nicht der Fall ist: In ' treten
Zusatzkrdfte auf, die von der Rotation des Bezugssystems abhéngen:

Fr,Zentrifugal = mrwza (377)
Fr,CorioliS = Qmngb, (378)
F@,Coriolis = —2muwr. (379)

Diese Kriifte fasst man unter dem Begriff Scheinkrifte zusammen. Sie sind keine neuen physi-
kalischen Wechselwirkungen, sondern Korrekturterme, die auftreten, weil ¥’ kein Inertialsys-
tem ist. Im Inertialsystem X sind sie nicht vorhanden; dort wird die gesamte Dynamik allein
durch die realen Krifte F,., Fi,, F, beschrieben.



Kapitel 4

Wie hiingt Arbeit mit Energie zusammen?

e Physikalisches Thema: Arbeit, Energie, Potentiale
e Inhalte: kinetische & potentielle Energie, konservative Kréfte, Potential

e Mathematik: Integralrechnung, Gradient

4.1 Energien, Potentiale & Arbeit

4.1.1 Motivation: Energien, Potential & Arbeit

In den bisherigen Kapiteln haben wir Kréfte kennengelernt und gelernt, wie sie iiber die
Newtonschen Axiome die Bewegung eines Korpers bestimmen. Allerdings ist die Berechnung
einer Bewegung iiber Kréfte und Beschleunigungen héufig umsténdlich. Viele Probleme wer-
den deutlich einfacher, wenn wir statt der Kréifte die damit verbundene Arbeit und Energie
betrachten. Die zentrale Frage dieses Abschnitts lautet daher: Wie hdngen Krdfte, Arbeit und
Energie zusammen — und warum fihrt dies zu einer starken Vereinfachung vieler mechani-
scher Probleme? Um diese Frage zu beantworten, fithren wir Schritt fiir Schritt die folgenden
Begriffe ein:

e die Arbeit einer Kraft als Integral entlang eines Weges,

die kinetische Energie als Maf fiir die Bewegungsenergie,

die potentielle Energie, die aus einem Kraftfeld gewonnen werden kann,

konservative Krifte, bei denen Arbeit nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt,

das Potential als skalare Funktion, aus der die Kraft iiber den Gradienten gewonnen
werden kann.

Die dafiir notwendigen mathematischen Werkzeuge — insbesondere Linienintegrale und der
Gradient — werden wir im Verlauf des Kapitels ebenfalls einfiihren.

Das Ziel ist es zu zeigen, dass in konservativen Systemen die Summe aus kinetischer und
potentieller Energie konstant bleibt. Dies ist der Energieerhaltungssatz, eine der wichtigsten
Strukturen der klassischen Mechanik.

41
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4.1.2 Arbeit einer Kraft

Eine Kraft allein sagt noch nicht aus, wie viel sie an einem Korper bewirkt”. Entscheidend
ist nicht nur die Grofle der Kraft, sondern auch, wie weit und in welche Richtung sich der
Angriffspunkt der Kraft bewegt. Die physikalische Grofe, die beschreibt, wie viel Energie durch
eine Kraft {ibertragen wird, heiflt Arbeit. D.h. die Arbeit erfasst die Energie die durch eine
wirkende Kraft entlang eines Weges von einem System aufgenommen oder abgegeben wird.

Definition der Arbeit: Wir betrachten eine Kraft F (7) und einen Korper, dessen Ort sich
entlang eines Weges v von 7] nach 75 bewegt. Ein kleines Wegstiick dr fiihrt zu einer kleinen

Arbeit
AW = —F - di = —|F) cos(¢) |dr]. (4.1)

Das Vorzeichen hier ist Konvention und ¢ ist der Winkel zwischen Kraft und Wegstiick, es
wird also die Kraftkomponente entlang der Richtung des Weges betrachtet. |dr] ist die Lange
des kleinen Wegstiicks, das der Korper entlang seiner Bahn zuriicklegt. Wir verwenden hier
ein negatives Vorzeichen, wenn am Massepunkt Arbeit in Richtung des Weges geleistet wird.
Insgesamt ergibt sich die verrichtete Arbeit als Linienintegral (entlang des Weges C'):

Wiy = —/ F - dr. (4.2)
C

Dies ist gesamte Arbeit, die geleistet wird, um den Koérper zwischen zwei Punkten P1 (7))
und P2 (Ortsvektor 7%) zu verschieben. Dieses Integral hat drei wesentliche Eigenschaften: (i)
Es summiert die Energiebeitrige entlang des gesamten Weges. (ii) Nur die Komponente der
Kraft entlang der Bewegungsrichtung tragt zur Arbeit bei. (iii) Falls Kraft und Weg parallel
sind, ist W maximal; bei senkrechter Richtung ist W = 0.

Abbildung 4.1: Kraft entlang eines Weges C' und infinitesimales Wegeelement dr".

Die Arbeit ist negativ, wenn die Kraft die Bewegung unterstiitzt (z.B. Schieben eines Kor-
pers nach vorne), und positiv, wenn die Kraft der Bewegung entgegenwirkt (Bremsen). Ist die
Kraft konstant und der Weg gerade, vereinfacht sich das Integral zu W = F- A7, also dem
Skalarprodukt aus Kraft und Verschiebung. Die verrichtete Arbeit gibt an, wie viel mechani-
sche Energie auf den Korper {ibertragen wurde. Spéter werden wir zeigen, dass die Arbeit der
Resultierenden aller Krifte direkt mit der Anderung der kinetischen Energie zusammenhéngt
(Arbeit-Energie-Theorem).
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Um ein Linienintegral zu berechnen muss die Bahn C' auf eine Weise beschrieben werden,
die eine Riickfithrung auf ein gewohnliches Integral ermoglicht. Dazu verwendet man ei-
ne Parametrisierung der Raumkurve. Wir wihlen einen Parameter a, der die Punkte der Kurve
eindeutig in der Form

(@)

beschreibt. Der Parameter o kann, muss aber nicht, die Zeit ¢ sein. Entscheidend ist lediglich,
dass die Kurve durchlduft wird, wenn « von einem Anfangswert oy zu einem Endwert as lauft.
Fiir ein infinitesimales Wegstiick gilt dann

dr
dr=—d
r=_—do
Damit lasst sich das Linienintegral in ein gewohnliches Integral umschreiben:
- @ dr
W=— [ F-dr=— F(f(@)) - — dov. (4.3)
C o1 dO{

Damit wird klar dass das Linienintegral nichts anderes ist als ein ,normales” Riemann-Integral
iiber den Parameter a. Die Geometrie der Kurve steckt vollstiandig in der Parametrisierung
7(«). und die Richtung von di/da bestimmt die Orientierung des Integrals. Diese Vorgehens-
weise ist universell einsetzbar, unabhéngig davon, ob die parametrisierte Bewegung zeitabhén-
gig ist oder nicht. Wenn die Kurve einem physikalischen Bewegungsablauf entspricht, liegt es
allerdings oft nahe, den Parameter o gleich mit der Zeit ¢ zu identifizieren.

4.1.3 Beispiel: Arbeit gegen die Gewichtskraft

Wir betrachten ein homogenes Gravitationsfeld der Stirke g in negativer y-Richtung. Die
Gewichtskraft auf eine Masse m sei

F(7) = —mgé,. (4.4)

Wir heben den Korper von einem Punkt P, = (0,0) auf einen Punkt P = (0,h) an, d.h. C
ist der gewédhlte Weg von P, nach P,. Zuéchst wollen wir den direkter Weg betrachten. Wir
parametrisieren den geraden Weg von P; nach P, durch einen Parameter o € [0, 1]:

7la) = (O?h) N 3—2 _ (2) , (4.5)

Damit ergibt sich die Arbeit entlang des direkten Weges zu

W= — /a 1:0 F(i(a) - 3—2 do = — /a 1:0 (_glg) - <2) da (4.6)

1 1
= —/ (—mgh) da = mgh/ do = mgh. (4.7)
0 0

Das Ergebnis: Die Arbeit, die aufgebracht werden muss, um die Masse um die Hohe h gegen
die Gewichtskraft anzuheben, betréagt

W = mgh.
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4.1.4 Kinetische Energie und das Arbeit—Energie-Theorem

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Arbeit einer Kraft eingefithrt. Nun wollen wir verste-
hen, wie Arbeit mit der Bewegung eines Korpers zusammenhéngt. Dazu betrachten wir die
kinetische Energie eines Massenpunktes mit Geschwindigkeit o:
1

Eyin = 5m v, V=77 = | (4.8)
Diese Energie misst, wie viel “Bewegungsinhalt” ein Objekt besitzt. Je grofler die Masse oder
die Geschwindigkeit, desto grofier ist die kinetische Energie.
Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen der Energie und der Arbeit herleiten, das soge-
nannte Arbeit—Energie-Theorem. Wir beginnen mit dem zweiten Newtonschen Axiom,

—

F=mu. (4.9)
Das Skalarprodukt mit dem Wegdifferential di = v'dt liefert:
F-di =mv-(7dt) =m (V- 0)dt. (4.10)
Der Ausdruck ¢ - @ ist die Zeitableitung von %1)2, denn
d (1, :
— | = =U-0. 4.11
o ( 5Y ) OREY (4.11)
Damit folgt mit unserer Vorzeichenkonvention
a - d (1 dFEy
—dW =F -di = F -di =m— ( =v* | dt = dByin, dEg, = —— dt. 4.12
W T r=mo (22} ) ein " o (4.12)
so ergibt sich durch Integration entlang eines Weges C"
—Wig = / F - di = Eyn(2) — Ean(1). (4.13)
c

Damit erhalten wir das Arbeit—Energie-Theorem in unserer Vorzeichenkonvention:
W1—>2 - Ekin(]-> - Ekin(Q)- (414)

Die verrichtete Arbeit fiithrt zu einer Anderung der kinetischen Energie. Umgekehrt entspricht
die Anderung der kinetischen Energie eines Massenpunktes zwischen zwei Punkten seiner Bahn
genau der Arbeit, die die auf ihn wirkende Kraft verrichtet. Das Arbeit—Energie-Theorem
stellt damit eine direkte Verbindung zwischen Kraftwirkung und Bewegungsédnderung her.
Die Anderung der Arbeit pro Zeiteinheit definiert die Leistung P = dW/dt, und damit ist
zeitliche Anderung der kinetischen Energie des Massepunktes proportional zur Leistung der
einwirkenden Kraft am Massepunkt ist. Das Vorzeichen der Arbeit kann wie folgt interpretiert
werden

e Positive Arbeit (W > 0) bedeutet Abnahme der kinetischen Energie: Die Kraft wirkt
der Bewegung entgegen (z.B. Bremsen).

e Negative Arbeit (177 < 0) bedeutet Zunahme der kinetischen Energie: Die Kraft unter-
stiitzt die Bewegung (z. B. Beschleunigen).

Arbeit stellt somit eine FEnergieibertragung dar. Kréfte verrichten Arbeit, wenn sie einen
Korper auf einem Weg beeinflussen, und verdndern dadurch seine Bewegungsenergie.
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4.1.5 Konservative Krifte und potentielle Energie

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass Arbeit eine Anderung der kinetischen Energie
bewirkt. Wir betrachten nun Kréfte, deren verrichtete Arbeit besonders einfache Eigenschaf-
ten besitzt: die konservativen Krdifte. Eine Kraft ﬁ(f’) heiflt konservativ, wenn die von ihr
verrichtete Arbeit zwischen zwei Punkten P; und P, unabhdingig vom gewdhlten Weg ist, d.h.

W1_>2(01) = W1_>2(02), (415)

fiir beliebige Wege C; und Cjy, die P, und P; verbinden. Eine dquivalente Bedingung lautet:

fﬁﬁdfza (4.16)
C

also: Die Arbeit iiber jeden geschlossenen Weg verschwindet. Beispiele fiir eine konservative
Kraft sind die Gewichtskraft im homogenen Gravitationsfeld, die Federkraft und elektrostati-
sche Krifte.

Wir haben gesehen, dass die verrichtete Arbeit einer Kraft unmittelbar mit der Anderung
der kinetischen Energie verkniipft ist: dW = dFEy;,. Arbeit beschreibt also, wie eine Kraft
die Bewegung eines Korpers dndert. Bei konservativen Kréiften zeigt sich die zuvor bemerkte
Eigenschaft das die von ihnen verrichtete Arbeit nur von Anfangs- und Endpunkt abhéngt,
nicht aber vom genauen Verlauf des Weges. Genau an dieser Stelle entsteht der Bedarf, eine
neue Energiegrofle einzufithren. Wenn die Arbeit nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt,
dann kénnen wir sie als Differenz einer skalaren Funktion interpretieren:

Wil = U(2) — U(L). (4.17)

Die Funktion U(7) nennen wir potentielle Energie. Sie ist so definiert, dass sie genau jene
Energie erfasst, die durch eine konservative Kraft gespeichert oder freigesetzt wird.

Damit erhilt die kinetische Energie einen natiirlichen Partner: Sie beschreibt die Energie der
Bewegung, wihrend die potentielle Energie die Energie der Lage im Kraftfeld beschreibt. Der
Ausdruck U(7) ist eine Energiezuordnung zu jedem Punkt im Raum. Grofle Werte von U
bedeuten, dass es “viel Arbeit kostet”, den Korper an diese Position zu bringen.

Setzen wir die Definition in das Arbeit—Energie-Theorem ein, erhalten wir:

Wi = Bn(P1) — Exn(P2) = U(P) — U(Py).
Dies fiihrt unmittelbar zur Energieerhaltung:
FEy;, + U = konstant.

Die Summe aus kinetischer und potentieller Energie bleibt also erhalten und kann zwischen
Bewegungsenergie und Lageenergie hin- und herwandern. In konservativen Systemen kann die
mechanische Gesamtenergie weder erzeugt noch vernichtet werden; sie wird lediglich zwischen
kinetischer und potentieller Energie umgewandelt. Die Einfithrung der potentiellen Energie
ist daher nicht nur eine mathematische Bequemlichkeit, sondern beschreibt eine fundamentale
Struktur der Mechanik.
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Die potentielle Energie U(7) ist also iiber die Arbeit definiert:
Py
U(By) — U(P) = — / Fedr (4.18)

Py

Damit beschreibt U(7), wie viel Arbeit eine konservative Kraft benétigt oder freisetzt, um
einen Korper an eine bestimmte Position zu bringen. Betrachten wir nun eine infinitesimal
kleine Verschiebung di” des Massenpunktes. Aus der Definition folgt dann

dU = —F - dF. (4.19)

Der Ausdruck dU ist die totale Anderung der skalaren Funktion U(7). Nach der multivariaten
Kettenregel konnen wir dU schreiben als

aUu = a—de—I— a—Udy—i- a—Udz = VU -dr.
ox dy 0z

Damit erhalten wir fiir dieselbe Gréfle zwei Darstellungen:
dU = —F-dF und  dU = VU - dF,

Da dies fiir jede beliebige Verschiebung dr’ gelten muss, kénnen die beiden Vektoren vor dem
Skalarprodukt nur dann iibereinstimmen, wenn gilt:

F(7) = —=VU(7).

Der Gradient VU gibt die Richtung an, in der das Potential am stérksten ansteigt. Der Kraft-
vektor zeigt daher in die Richtung des steilsten Abfalls der potentiellen Energie. Konservative
Krifte wirken also immer “bergab” im Potential.

Beispiele
Homogenes Schwerefeld:

F=—mg €y, U(y) = mgy (+Konstante).

Federkraft:

F=—kzé,, U(z) = 1ka® (+Konstante).

Allgemeines Zentralkraftfeld:
F=—frne, UM :/f('r) dr.

Diese Beispiele illustrieren die typische Struktur: Bei konservativen Kréiften kann man die
Kraft aus dem Potential gewinnen und umgekehrt.
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Warum schwingt ein Pendel — und wann
hort es damit auf?

e Physikalisches Thema: Harmonischer Oszillator, Reibung
e Inhalte: Harmonischer Oszillator, Dampfung durch Reibung

e Mathematik: Lineare DGL, komplexe Zahlen (Ansatz e™*)

5.1 Der harmonische Oszillator

5.1.1 Motivation: harmonische Schwingung sind iiberall

Schwingungen gehoren zu den grundlegendsten Bewegungsformen in der Physik. Schon kleine
Auslenkungen eines Systems aus seiner Gleichgewichtslage fiithren in vielen Féllen zu einer
zeitlich periodischen Bewegung. Der harmonische Oszillator ist dabei das einfachste Modell
einer solchen Schwingung und tritt in einer erstaunlichen Vielzahl physikalischer Situationen
auf.

Beispiele aus der Mechanik sind Masse—Feder—Systeme, Pendel mit kleinen Auslenkungen oder
die Schwingungen von Bauteilen und Briicken. In der Elektrizitédtslehre beschreibt der har-
monische Oszillator den Wechselstrom in einem LC-Schwingkreis. In der Atom- und Molekiil-
physik modelliert er Bindungsschwingungen zwischen Atomen. Selbst in der Quantenmechanik
spielt er eine zentrale Rolle, da der quantenmechanische harmonische Oszillator ein Modell ist,
das sich exakt 16sen ldsst und viele grundlegende Eigenschaften quantisierter Systeme zeigt.
Der harmonische Oszillator ist also nicht nur ein einfaches Beispiel, sondern ein universelles
Grundmodell der Physik. Sein mathematisches Verhalten ist so elegant, dass er als Musterbei-
spiel fiir die Losung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung dient. Zudem bietet er einen
natiirlichen Zugang zur Verwendung komplexer Zahlen in der Physik.

In diesem Abschnitt werden wir daher die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators
herleiten, die allgemeine Losung bestimmen und dabei komplexe Exponentialfunktionen ein-
fithren, und anschlieflend zur realistischeren Situation geddmpfter Schwingungen iibergehen.
Das Modell des harmonischen Oszillators erlaubt es uns, grundlegende Konzepte wie Ener-
gieerhaltung, Eigenfrequenzen und Resonanz zu verstehen, die in der gesamten Physik eine
zentrale Rolle spielen.
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5.1.2 Der harmonische Oszillator: Herleitung der Bewegungsgleichung

Wir betrachten ein einfaches mechanisches System: Eine Masse m, die an einer Feder mit
Federkonstante k befestigt ist. Die Feder sei ideal, das heifit sie besitze keine innere Reibung
und folge dem Hookeschen Gesetz. Wir beschranken uns auf eine eindimensionale Bewegung
entlang der x-Achse. Das Hookesche Gesetz beschreibt die Riickstellkraft einer Feder:

ﬁFeder = —kl‘éx (51)

Ist die Masse aus ihrer Gleichgewichtslage ausgelenkt (z > 0 oder x < 0), so wirkt eine Kraft,
die stets zur Gleichgewichtslage zuriickzeigt. Die Kraft ist proportional zur Auslenkung und
linear in & — daher spricht man von einem linearen Oszillator.

Die Federkraft ist ein Beispiel fiir eine konservative Kraft. Das bedeutet, dass sie sich als
negativer Gradient eines Potentials schreiben lésst. Fiir eindimensionale Systeme vereinfacht
sich der Gradient zu einer gewthnlichen Ableitung nach z:

dU

dr’
Da wir fiir die Federkraft das Hookesche Gesetz kennen, konnen wir das zugehorige Potential
durch Integration bestimmen:

Freder(T) = (5.2)

1
Uz) = / ka dx = §k:x2 + Konst.

Wir wahlen die additive Konstante so, dass das Potential im Gleichgewichtspunkt =z = 0
verschwindet. Damit lautet die potentielle Energie der Feder:

1
U(z) = §k:x2.

Dieses Potential hat ein Minimum bei x = 0, was der stabilen Gleichgewichtslage entspricht.
Je weiter die Masse ausgelenkt wird, desto mehr Energie ist im Federpotential gespeichert.
Lasst man das System los, wird diese potentielle Energie periodisch in kinetische Energie
umgewandelt und wieder zuriick — der typische Mechanismus einer Schwingung.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichung fiir die Position z aufstellen. Wirkende Kraft und
Beschleunigung stehen iiber das zweite Newtonsche Gesetz in Beziehung:

M) = Froger = —k (). (5.3)

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir (¢). Wir konnen sie auch

schreiben als
. 9 k
Z(t) +wyz(t) =0, wo= p (5.4)

Die Grofle wy wird als Eigenfrequenz des Systems bezeichnet. Diese Gleichung beschreibt eine
Riickstellbewegung: Die Beschleunigung ist immer proportional zur Auslenkung und zeigt
zur Gleichgewichtslage. Ein solches Verhalten findet sich in vielen physikalischen Systemen,
insbesondere bei kleinen Auslenkungen um ein stabiles Gleichgewicht.

Die Losung dieser Gleichung ist eine Schwingung mit der Frequenz wy, wie wir im néchsten
Abschnitt zeigen werden.
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5.1.3 Losung der Bewegungsgleichung mit Exponentialansatz

Wir betrachten die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators Eq.5.4. Eine bewéhrte
Methode zur Losung solcher Gleichungen ist der Exponentialansatz

x(t) = e, (5.5)

wobei A zunéchst eine (noch unbekannte) Konstante ist. Einsetzen in die Differentialgleichung
liefert

MM+ wieM = 0. (5.6)
Da e #£ 0 ist, folgt die sogenannte charakteristische Gleichung:
M4 wi = 0. (5.7)
Die Losung dieser quadratischen Gleichung ist
Ao = F1/—w? = +vV—1wy = +iwy, (5.8)
wobei i durch i2 = —1 definiert ist. Hier tauchen also ganz natiirlich kompleze Zahlen auf. Die
beiden zugehorigen (komplexwertigen) Losungen lauten
T1(t) = eFot, (5.9)

Aufgrund der Linearitdt der Differentialgleichung ist eine Linearkombination dieser Losungen
ebenfalls eine Losung:

z(t) = Creot + Cye= ™o, (5.10)

wobei C] und C5 im Allgemeinen komplexe Konstanten sind.
Da die physikalische Auslenkung x(t) reell sein muss, wihlen wir die Konstanten so, dass sich
eine reelle Funktion ergibt. Dies geschieht besonders elegant mithilfe der Euler-Formel

et — cos(wyt) % 7 sin(wot), (5.11)
auf die wir im néchsten Abschnitt genauer eingehen werden. Damit konnen wir die Losung
umschreiben:

z(t) =C1 [cos(wot) + isin(wot)] + Cq [cos(wot) — @ sin(wpt)]
= [C} + Cy] cos(wot) + i [Cy — Cy] sin(wyt)
=A cos(wpt) + B sin(wot). (5.12)
Aus der Linearkombination der komplexen Exponentialfunktionen erhélt man als allgemeine
reelle Losung wobei A und B reelle Konstanten sein miissen. d.h. auch das C; 3 im Allgemeinen

komplexe Zaholen sind. Die reelle Konstanten werden wie immer durch die Anfangsbedingun-
gen x(0) und #(0) bestimmt. Damit haben wir gezeigt:

e Der harmonische Oszillator fiihrt eine periodische Schwingung mit der Eigenfrequenz wy
aus.

o Komplexe Exponentialfunktionen sind ein niitzliches mathematisches Werkzeug, um sol-
che Losungen kompakt darzustellen.

Im néchsten Abschnitt werden wir die dazu benétigten Grundlagen der komplexen Zahlen und
die Euler-Formel genauer besprechen.
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5.1.4 Komplexe Zahlen und die Euler-Formel

Bei der Losung der Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators sind komplexe Expo-
nentialfunktionen auf natiirliche Weise aufgetreten. In diesem Abschnitt fassen wir die dazu
notwendigen mathematischen Grundlagen kurz zusammen.

Komplexe Zahlen erweitern den Zahlenbereich der reellen Zahlen durch die Einfithrung der
imagindren Einheit i, die durch

it =—1 (5.13)
definiert ist. Eine komplexe Zahl besitzt die Form
z=a+1ib, a,beR,z€C (5.14)

wobei a der reelle und b der imagindre Teil ist. Hier schreiben wir auch R[z] = a und [z] = b.
Der Betrag einer komplexen Zahl ist definiert als

|z] = Va? + b2 (5.15)

Jede komplexe Zahl z = a + b lésst sich (mit z # 0) durch ihre Lage in der komplexen Ebene
beschreiben. Dazu interpretiert man den reellen Teil als z-Koordinate und den imaginiren
Teil als y-Koordinate. Alternative, gibt es auch die sogenannte Polardarstellung, d.h. jede
komplexe Zahl kann in Polarkoordinaten geschrieben werden:

z=re% 1=z = Va2 + 2 © = arg(z). (5.16)

Man definiert hier das Argument von z als den Winkel ¢, unter dem der Ortsvektor von
z in der komplexen Ebene zur positiven reellen Achse steht. Dieser Winkel ist jedoch nicht
eindeutig bestimmt, da man zu ¢ stets Vielfache von 27 addieren kann. Es gilt also

arg(z) = ¢ + 27k, keZ.

Praktisch ldsst sich das Argument bestimmen durch

Quadrant (a,b) ¢ = arg(z)
I a>0,b>0 arctan(b/a)
I1 a<0,b>0| arctan(b/a) + 7

111 a<0,b<0|arctan(b/a) — 7
v a>0,b<0 arctan(b/a)

Fiir Punkte auf den Achsen gelten zusétzlich:

5, a=0,b>0,
-2 a=0,b<0,
8() =0 0" 0 a0
m, b=0,a<0.

Damit ist das Argument vollstindig definiert. Zu jeder komplexen Zahl z = a + ib gehort die
(komplex) konjugierte Zahl

2* = a—1ib, (5.17)
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Abbildung 5.1: Polardarstellung einer komplexen Zahl z = a +ib = re*? und der dazugedrigen
komplex konjungierten Zahl z* = a—ib = re~*. Der Kreis markiert alle Punkte mit demselben
Betrag 7.

die geometrisch die Spiegelung von z an der reellen Achse ist. Wichtige Eigenschaften sind:
z2* = |2]?, (re"?)* = re ",

Fiir die Losung der Bewegungsgleichung des hamronischen Oszillators hatten wir die soge-

nannte Euler Formel hergeleitet. Diese ergibt sich durch die Reihenentwicklung der Exponen-

tialfunktion

i (ip)" . 1, . 1 .
e =>" - :1+w+§(w)2+6(w)3+---
n=0

, 1, 14 1, _ 1 4
:1~|—7,30—§g0 —ZEQO + .= 1—530 + .+ 90—690 + ..

=cos ¢ + i sin p. (5.18)

Die Euler-Formel stellt eine wichtige Verbindung zwischen komplexen Exponentialfunktionen
und periodischen Funktionen her. Es folgen die Identitédten

i —ip
cos p = %, (5.19)
el — e~ip
i = 5.20
sin 5 (5.20)

Damit lassen sich reelle Schwingungen besonders elegant durch komplexe Exponentialfunktio-
nen darstellen. Es gelten die folgenden Rechenregeln zwischen zwei komplexen Zahlen z; o:

e Addition: 21+ 29 = (Gl + Zbl) + (CLQ + lbg) = (a1 + CLQ) + Z(bl + bg)
e Multiplikation: z;z, = 7€'t - 19e¥2 = (1y1y)e’(¥11¢2)

e Division: & = Leilv1—¢2)
z2 ()
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5.2 Der gedampfte harmonische Oszillator

5.2.1 Bewegungsgleichung mit Reibungskraft

Im idealisierten Modell des harmonischen Oszillators bleibt die Gesamtenergie des Systems
konstant. In realen physikalischen Situationen beobachtet man jedoch, dass Schwingungen im
Laufe der Zeit abklingen. Ursache hierfiir sind Reibungseffekte, die Energie aus dem System
abfithren — etwa Luftwiderstand oder innere Reibung in einer Feder. Um diese realistischen
Effekte zu beriicksichtigen, erweitern wir das Modell um eine Dampfungskraft oder auch Rei-
bungskraft. Wir nehmen an, dass die Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit ist und
der Bewegungsrichtung entgegengesetzt wirkt. Dies fithrt auf das lineare Reibungsgesetz

Fp = —bi(t)é,, (5.21)

wobei b > 0 der Dampfungskoeffizient ist. Je grofler die Geschwindigkeit, desto starker wirkt
die Dampfung. Zusammen mit der Federkraft —kz ergibt sich die Gesamtgleichung nach dem
zweiten Newtonschen Axiom:

mi(t) + bx(t) + ka(t) = 0. (5.22)

Dies ist wiederum eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Im Unterschied zum ungeddmpften Oszillator treten nun aber auch reelle Anteile in
den Exponenten auf, die ein Abklingen der Schwingung beschreiben.

Wir verwenden erneut den Exponentialansatz

x(t) = e,
und erhalten nach Einsetzen
mA? + b\ + k = 0. (5.23)

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir A\, deren Losung lautet:

b [/ b\ &k
- 4 — ) —— ==+ /72— W} 24
A2 om <2m) m i % (5.24)

wobel wir wie iiblich

b |k
T T\
definiert haben.
Der Ausdruck unter der Wurzel bestimmt das qualitative Verhalten der Losung. Wir unter-

scheiden drei Falle:
1. Unterddmpfung (v < wp): oszillatorisches Verhalten mit abklingender Amplitude.
2. Kritische Didmpfung (7 = wp): schnellstes Abklingen ohne Schwingungen.
3. Uberdimpfung (v > wp): kein Oszillieren; langsames Zuriickkehren in das Gleichgewicht.

Im folgenden werden wir diese drei Félle ausfiihrlich betrachten und ihre physikalische Bedeu-
tung diskutieren.
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1: unterdampft
2: kritisch geddampft
3: iiberdampft

Abbildung 5.2: Qualitatives Verhalten des geddmpften Oszillators: unterdampft (oszillierend),
kritisch geddmpft (schnellster Riickgang ohne Schwingung), tiberddmpft (langsamer, nicht
oszillierender Riickgang).

5.2.2 Losungen des gedimpften harmonischen Oszillators

Die allgemeine Losung des geddmpften harmonischen Oszillators ist

x(t) = At 4 Ayt Ao =—7E4/72 — Wi (5.25)

Das Vorzeichen von 7? — w? bestimmt das qualitative Verhalten der Losung.

Fall 1: Unterddmpfung (7 < wy)

In diesem Fall ist

v —wy <0
Wir definieren
w=/wd —~2,
so dass
2 2 _

Die Werte fiir A; o sind damit
)\1,2 = -7 + w.

Die allgemeine (komplexe) Losung lautet
I(t) — Cle(*'wriw)t + 026(7771}4))25.

Durch geeignete Wahl der Konstanten und unter Nutzung der FEuler-Formel erhilt man die
reelle Form

z(t) = e " [Acos(wt) + Bsin(wt)], (5.26)

wobei A und B reelle Konstanten sind, die durch die Anfangsbedingungen x(0) und #(0)
festgelegt werden.

Physikalisch beschreibt dieser Fall eine geddmpfte Schwingung: Die Amplitude nimmt expo-
nentiell mit der Zeit ab, die Schwingung erfolgt mit der gedampften Kreisfrequenz w < wy.
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Fall 2: Kritische Dampfung (7 = wy)

Hier gilt
’}/2 — wg =0 = )\172 = —7.

Wir haben also einen doppelte Nullstelle A = —~. In diesem Fall ist die allgemeine Losung
nicht einfach x(t) = Ce™", sondern nimmt die Form

z(t) = (A+ Bt)e " (5.27)

an, wobei A und B reelle Konstanten sind.

Dieser Fall beschreibt das schnellste mogliche Abklingen in die Gleichgewichtslage, ohne dass
das System oszilliert. Kritisch geddmpfte Systeme sind technisch bedeutsam, etwa bei Stof3-
ddampfern, Messgeréten oder TiirschlieBmechanismen, die schnell in die Ruhelage zuriickkehren
sollen, ohne zu ,iiberschwingen®.

Fall 3: Uberdimpfung (v > w)

In diesem Fall ist
v —wi >0,

und die Wurzel ist reell und positiv. Wir definieren
a=1/7%—wi>0.

A =—7+a, Ay =—7—q.

Die Nullstellen sind

Beide sind negativ:
)\1 < O, /\2 < 0.

Die allgemeine Losung lautet
z(t) = CreMt + Cye??, (5.28)

mit reellen Konstanten C; und Cs. Es treten keine Oszillationen auf; das System kehrt monoton
in die Gleichgewichtslage zuriick. Da zwei verschiedene Zerfallsraten vorkommen, kann das
Abklingen im Vergleich zur kritischen Dampfung sogar langsamer sein.

Zusammenfassung

e 7 < wy: unterdampft — gedampfte Schwingung: exponentiell abklingende Sinusfunktion.
e v = wo: kritisch gedimpft — kein Uberschwingen, schnellste Riickkehr ins Gleichgewicht.

e v > wy: iiberddmpft — kein Oszillieren, rein exponentielles Abklingen mit zwei verschie-
denen Zeitkonstanten.

In allen Fillen geht die Amplitude gegen Null, die Démpfung fiihrt also dazu, dass die ur-
spriinglich im Oszillator gespeicherte Energie mit der Zeit verloren geht (z. B. in Wérme tiber

Reibung).



Kapitel 6

Was passiert, wenn man eine Schaukel
anschubst?

e Physikalisches Thema: Getriebener Oszillator, Resonanz
e Inhalte: Getriebener Oszillator, Resonanz, Energiezufuhr

e Mathematik: Partikulire/periodische Losungen von DGL, Fouriertransfomation

6.1 Erzwungene Schwingung

6.1.1 Motivation: Erzwungener harmonischer Oszillator

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir Schwingungen betrachtet, die aus einer An-
fangsauslenkung oder Anfangsgeschwindigkeit entstehen. Solche freien Schwingungen sind
vollsténdig durch die Eigenschaften des Systems selbst bestimmt. Im idealisierten Fall bleiben
sie unbegrenzt erhalten, in realen Systemen klingen sie aufgrund von Dampfung mit der Zeit
ab. In vielen physikalischen Situationen wird ein System jedoch nicht nur einmal angestofen,
sondern kontinuierlich von auflen beeinflusst. Beispiele hierfiir sind eine Briicke, die durch
Wind angeregt wird, ein Fahrzeug, das durch eine unebene Strafle zu Schwingungen gezwun-
gen wird, oder ein elektrischer Schwingkreis, der durch eine zeitabhéngige Spannung betrieben
wird. In all diesen Fillen wirkt eine duflere, zeitabhingige Kraft auf ein schwingungsfihiges
System. Eine zentrale Frage lautet daher: Wie reagiert ein schwingungsfihiges System auf
eine duflere Anrequng, und welche Rolle spielt dabei die Frequenz der Anregung?

Wir werden sehen, dass die Antwort entscheidend davon abhingt, ob die duflere Kraft mit
einer Frequenz wirkt, die nahe an der Eigenfrequenz des Systems liegt. In diesem Fall kann
es zu besonders groflen Schwingungsamplituden kommen — ein Phénomen, das als Resonanz
bezeichnet wird. Resonanz ist einerseits technisch duflerst niitzlich, etwa in der Nachrichten-
technik oder in der Spektroskopie, kann aber auch zu unerwiinschten oder sogar gefiahrlichen
Effekten fithren.

Der erzwungene harmonische Oszillator stellt dabei ein besonders wichtiges Modell dar. Er
erlaubt es, die Wirkung einer dufleren periodischen Kraft exakt zu analysieren und bildet zu-
gleich die Grundlage fiir ein tieferes Verstdndnis beliebiger zeitabhéngiger Anregungen. Denn
wie wir spéter sehen werden, lisst sich jede hinreichend regelméBige Kraft als Uberlagerung
von harmonischen Schwingungen auffassen. Diese Idee fithrt direkt zur Fourier-Analyse, einem
der zentralen Werkzeuge der modernen Physik.
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6.1.2 Bewegungsgleichung des erzwungenen Oszillators

Wir betrachten erneut ein Masse—Feder-System in einer Dimension. Die Masse m bewege sich
entlang der xz-Achse und sei iiber eine ideale Feder mit Federkonstante k an eine feste Wand
gekoppelt. Zuséatzlich wirke nun eine duflere, zeitabhdngige Kraft auf die Masse, die wir als
Anregung interpretieren. Auf den Massepunkt wirken damit (mindestens) drei Beitrdge: die
Riickstellkraft der Feder nach Hooke, eine Dampfungskraft proportional zur Geschwindigkeit,
sowie eine duflere Anregungskraft, die wir zunéchst allgemein als Fi(f) schreiben: die resul-
tierende Kraft lautet

Foes(t) = =k x(t) — b&(t) + Fexs(t). (6.1)
Mit dem zweiten Newtonschen Axiom ma(t) = Fyes(t) folgt
mi(t) = —kx(t) — bi(t) + Fex(t). (6.2)

Umgestellt ergibt sich die Differentialgleichung des erzwungenen (und ggf. geddmpften) har-
monischen Oszillators:

() + 29 i(t) + W (t) = %Fext(t), y = % o = \/g (6.3)

Diese Gleichung ist linear und inhomogen: Die linke Seite beschreibt die Eigenschaften des
Systems (Masse, Dampfung, Feder), die rechte Seite die duflere Anregung.

Die Bewegungsgleichung des erzwungenen Oszillators ist eine lineare, inhomogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung. Ein zentrales Resultat der Theorie linearer Differentialgleichungen
ist, dass sich die allgemeine Losung stets als Summe zweier Anteile schreiben lasst:

ZE(t) = xhom(t) + xpart(t)- (64)
Die homogene Losung xy,., (1) ist die Losung der zugehérigen homogenen Gleichung
F(t) + 2y a(t) + wix(t) = 0. (6.5)

Sie beschreibt die freie Bewegung des Systems ohne duflere Anregung. Dieser Teil hiangt aus-
schlieflich von den Anfangsbedingungen ab. Fiir v > 0 klingt die homogene Lésung mit der
Zeit ab, wie wir beim geddmpften harmonischen Oszillator bereits gesehen haben.

Die partikuliire Losung . (t) ist eine spezielle Losung der vollstéandigen inhomogenen Glei-
chung. Sie wird ausschliellich durch die duflere Kraft F.(t) bestimmt und ist unabhingig
von den Anfangsbedingungen. Fiir reale Systeme mit Dampfung gilt: Der homogene Anteil
beschreibt ein transientes Verhalten, das nach hinreichend langer Zeit verschwindet. Ubrig
bleibt dann allein die partikuldre Losung. Dieser langfristige Zustand wird als stationdre Be-
wegung bezeichnet. Sie ist von zentraler Bedeutung fiir das Verstdndnis von Resonanz.

6.1.3 Stationire Losung bei periodischer Anregung

Fiir Resonanzphénomene ist insbesondere der Fall einer periodischen Anregung relevant. Wir
betrachten daher nun eine periodische duflere Kraft der Form

Foxi(t) = Fycos(Qt), (6.6)
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wobei Fj die Amplitude und 2 die Kreisfrequenz der Anregung ist. Da die Differentialgleichung
linear ist, erwarten wir, dass auch die stationdre Antwort des Systems periodisch mit derselben
Frequenz € ist. Zur Berechnung der stationdren Losung ist es zweckméflig, die duflere Kraft
in komplexer Schreibweise darzustellen:

Fox(t) = Re(Fpe™™) . (6.7)
Wir suchen entsprechend eine partikulére Losung der Form
Tpart(t) = Re(Xe™) = | X|Re(e"e™™) = |X| cos(Qt + ¢), (6.8)

wobei im Allgemeinen X € C ist. Einsetzen in die Bewegungsgleichung liefert

(= +i29Q + w) X = Eoemt. (6.9)

Nach Kiirzen des gemeinsamen Faktors ¥ erhalten wir

X 2 Fy wi — 02 , 2702 (6.10)
— = — — 1 .
wi — 2 +i29Q  m |(wE— Q)2 +49202 (wE — Q?)% + 49202
Die stationédre Losung kann damit geschrieben werden als
Tpart (1) = A[Q] cos(2t + ¢[]), (6.11)

wobei die Amplitude A[2] und die Phasenverschiebung ¢[Q2] durch den Betrag und das Argu-
ment der komplexen Zahl X bestimmt sind. Die Amplitude lautet

A[Q)] = N Q;n) — (6.12)

Sie hiangt stark von der Anregungsfrequenz {2 ab und besitzt ein Maximum bei der Resonanz-
frequenz. Nach ausreichend langer Zeit verschwindet der transiente Anteil xpon(t), und die
Bewegung des Systems ist vollstdndig durch die stationdre Losung bestimmt. Diese beschreibt
eine erzwungene Schwingung mit derselben Frequenz wie die duflere Kraft, jedoch mit einer
im Allgemeinen verschobenen Phase und einer frequenzabhéngigen Amplitude.

Wir wollen jetzt noch den relevanten Grenzfall der sogenannten Resonanzkatastrophe betrach-
ten. Unter Resonanz versteht man das Auftreten besonders grofler Schwingungsamplituden,
wenn die Anregungsfrequenz (2 einen bestimmten Wert annimmt. Dieser Effekt beruht darauf,
dass das System Energie aus der d&ufleren Kraft besonders effizient aufnehmen kann, wenn die
zeitliche Struktur der Anregung gut zur Eigenbewegung des Systems passt.

Im Grenzfall verschwindender Dampfung (7 — 0) wird die Amplitude maximal, wenn

also wenn die Anregungsfrequenz mit der Eigenfrequenz des Systems iibereinstimmt. In diesem
idealisierten Fall wichst die Amplitude formal ohne Grenze, was zeigt, dass Dampfung in realen
Systemen eine entscheidende Rolle spielt.
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A(Q)

Resonanzmaximum

Q

Abbildung 6.1: Qualitative Resonanzkurve eines geddmpften harmonischen Oszillators: Die
Amplitude der stationdren Schwingung besitzt ein Maximum bei der Resonanzfrequenz ..
Dargestellt sind drei Graphen mit variierender Dampfung ~, wobei die Hohe des Peaks mit
abnehmender Dampfung ansteigt.

Fiir endliche Dampfung liegt das Maximum der Amplitude nicht exakt bei wy. Die Resonanz-
frequenz ()¢ ist leicht verschoben und héangt von der Stérke der Dampfung ab. Je grofler die
Déampfung, desto niedriger ist die Resonanzfrequenz und desto flacher fallt das Maximum der
Resonanzkurve aus, siche Abb. 6.1.

Neben der Amplitude édndert sich auch die Phase der Bewegung relativ zur d&ufleren Kraft. Der
Imaginérteil von X ist immer negativ, demnach ergibt sich fiir das Argument

_ 20
|wg -2

— arctan
o101 = arglx] = {

(6.13)
+ arctan W?}Z—%% -7 RX]>0

und damit ist —m < ¢ < 0. Fiir kleine Frequenzen (2 folgt die Bewegung der Kraft nahezu
ohne Phasenverschiebung, d.h. ¢[Q2] ~ 0 fiir 2 — 0. In der Ndhe der Resonanz tritt eine
deutliche Phasenverschiebung auf, d.h. ¢[Q? = wy] = —n/2. Fiir hohe Frequenzen lauft die
Bewegung der dufleren Kraft nahezu entgegen, , d.h. ¢[Q2] ~ —x fiir Q@ — co. Resonanz ist
damit nicht nur ein Effekt grofler Amplituden, sondern auch mit einem charakteristischen
Phasenverhalten verbunden. Ohne Dampfung kommt es zu einem Phasensprung an der Re-
sonanz. Resonanzphidnomene sind in vielen Bereichen der Physik und Technik von zentraler
Bedeutung. Sie werden gezielt genutzt, etwa in der Signalverarbeitung, Spektroskopie oder
Messtechnik, kénnen aber auch zu unerwiinschten oder gefdhrlichen Effekten fithren, wenn
Systeme unkontrolliert angeregt werden.

6.2 Fourier Transformation

6.2.1 Ubergang zur Fourier-Idee

Die Resonanzkurve des erzwungenen harmonischen Oszillators zeigt eindrucksvoll, dass ein
schwingungsfihiges System nicht auf alle Anregungen gleich reagiert. Vielmehr héngt die
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Stiarke der Antwort entscheidend von der Frequenz der dufleren Kraft ab. Man kann den har-
monischen Oszillator daher als ein System verstehen, das auf bestimmte Frequenzen besonders
empfindlich reagiert, wihrend andere Frequenzen nur eine schwache Wirkung haben.

Bisher haben wir eine sehr spezielle Form der dufleren Kraft betrachtet, ndmlich eine reine
harmonische Anregung der Form cos(€2t). In realen physikalischen Situationen sind duBere
Krifte jedoch meist deutlich komplexer: Sie konnen unregelméflig sein, kurze Stéf8e enthalten
oder aus mehreren zeitabhéngigen Anteilen bestehen.

Die zentrale Idee besteht nun darin, beliebige zeitabhiingige Krifte als Uberlagerung vieler
harmonischer Schwingungen zu betrachten. Anders gesagt: Auch eine komplizierte Kraft kann
als Summe (oder im Grenzfall als Integral) von Sinus- und Cosinusfunktionen mit unterschied-
lichen Frequenzen verstanden werden.

Jede dieser Frequenzkomponenten regt den Oszillator separat an. Die gesamte Bewegung ergibt
sich dann als Uberlagerung der Antworten auf die einzelnen Frequenzen. Da wir die Reaktion
des Systems auf eine harmonische Anregung bereits kennen, lédsst sich auf diese Weise auch
das Verhalten bei allgemeinen zeitabhéngigen Kréften qualitativ verstehen.

Dieses Prinzip bildet die Grundlage der Fourier-Analyse. Die Fourier-Transformation liefert
ein mathematisches Verfahren, um eine Funktion der Zeit in ihre Frequenzanteile zu zerlegen.
Im Kontext der Schwingungslehre bedeutet dies:

Die Bewegung eines linearen Systems auf eine beliebige &duflere Kraft kann aus
seiner Antwort auf einzelne harmonische Anregungen zusammengesetzt werden.

Der harmonische Oszillator spielt dabei eine besondere Rolle, da er als elementares Frequenz-
filter wirkt: Die Resonanzkurve beschreibt, wie stark das System auf jede einzelne Frequenz
reagiert. Damit verbindet die Fourier-Idee auf natiirliche Weise die zeitliche Beschreibung einer
Kraft mit ihrer Frequenzdarstellung.

In weiterfiihrenden Vorlesungen wird diese Idee systematisch ausgearbeitet und mathematisch
prézisiert. Fiir uns geniigt an dieser Stelle das qualitative Verstdndnis, dass Resonanz und
Fourier-Analyse zwei Seiten derselben Medaille sind.

6.2.2 Mathematisches Beispiel zur Fourier-Zerlegung

Bevor wir zur Fourier-Transformation iibergehen, betrachten wir zunéchst den einfacheren
Fall periodischer Funktionen. Die zentrale Idee ist: Eine periodische Funktion ldsst sich als
Uberlagerung harmonischer Schwingungen mit diskreten Frequenzen darstellen. Diese Dar-
stellung heifit Fourier-Reihe. Als Beispiel betrachten wir eine periodische Rechteck- (Stufen-)
Funktion. Wir definieren eine 27-periodische Funktion f(t) durch

f(t) = und  f(t+21) = f(b). (6.14)

+1, 0<t<m,
-1, —7m<t<0,

Dies ist eine ideale Stufenfunktion (Rechtecksignal), die haufig als Modell fiir periodische
Anregungen verwendet wird. Fiir eine 2m-periodische Funktion lautet der allgemeine Fourier-
Ansatz

+ Z ay cos(nt) + b, sin(nt)] . (6.15)

n=1

%
2
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— Stufe f(t)

Abbildung 6.2: Fourier-Approximation einer periodischen Stufenfunktion durch Partialsum-
men der Fourier-Reihe (nur ungerade Harmonische).

Die Koeffizienten ergeben sich aus

a, = %/F f(t) cos(nt) dt, (6.16)
b, = %/F f(t)sin(nt) dt. (6.17)

Die Funktion f(¢) ist ungerade, d.h. f(—t) = —f(¢). Daher verschwinden alle Kosinus-Terme:
ag =0, a, =0 (n>1). (6.18)

Es bleibt also eine reine Sinusreihe. Wir berechnen also

by = % / " (@) sin(nt) di =

0
m 0

V_ (—1) sin(nt) dt—i—/oﬂ(l)sin(nt) dt]. (6.19)

Die beiden Integrale sind gleich grof3, daher

2 [T 21— 21— (=1)"
o2 [y 2 [Lem]_2LC
T Jo T n 7r n
Fiir gerade n ist 1 — (—1)" = 0, fiir ungerade n ist 1 — (—1)" = 2. Somit:
4
—, n ungerade,
by, =4 ™ (6.21)
0, n gerade.

Damit ergibt sich die Fourier-Reihe der Stufenfunktion in der Darstellung

4 1 1
ft)=— (Sint + 3 sin(3t) + R sin(5t) + - - ) ; (6.22)
7r
also eine Summe aus harmonischen Schwingungen mit den Frequenzen n = 1,3,5,.... Ob-

wohl f(t) Spriinge besitzt, ndhert sich die Fourier-Reihe der Funktion an allen stetigen Stellen
an. An den Sprungstellen konvergiert die Reihe gegen den Mittelwert der beiden Grenzwer-
te. In der Nihe der Spriinge tritt zudem ein charakteristisches Uberschwingen auf (Gibbs-
Phénomen). Dies ist kein Fehler, sondern eine allgemeine Eigenschaft der Fourier-Darstellung
unstetiger Funktionen.
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6.2.3 Ubergang zur Fourier-Transformation

Bei periodischen Funktionen treten die Frequenzen diskret auf (n = 1,2,3,...). Die Fou-
rierreihenentwicklung fiir eine periodische Funktion mit Periode 7" kann auch mit Hilfe der
Exponentialfunktion schreiben als

T
J— iwnt _ L —iwnt _ 2N
ﬂw:7i2%ﬁw | h_¢T!ﬁﬂmz we=nm (62

Wenn man die Periode jedoch immer grofler werden lésst, liegen die erlaubten Frequenzen im-
mer dichter beieinander. Im Grenzfall einer unendlichen Periode geht die Summe {iber diskrete
Frequenzen in ein Integral {iber kontinuierliche Frequenzen iiber. Genau dieser Grenzprozess
fithrt zur Fourier-Transformation.

Die Aussage, dass eine beliebige zeitabhédngige Kraft in ein Spektrum harmonischer Schwin-
gungen zerlegt werden kann, erscheint zunéchst abstrakt. Um diese Idee konkreter zu machen,
betrachten wir ein einfaches, explizit berechenbares Beispiel.

Wir wéahlen eine zeitabhéngige Kraft, die fiir ¢ > 0 exponentiell abklingt:

Fye ™, t>0
Fiy=4"°° >~ "="% (6.24)
0, t <0,

wobei Fy die Anfangsstérke und o > 0 eine Abklingkonstante ist. Diese Kraft beschreibt bei-
spielsweise einen kurzen Anregungsstof3, der mit der Zeit verschwindet. Die Fourier-Transformierte
dieser Kraft ist definiert als

. 1 [ .
Flw)=— F(t)e ™" dt. 6.25
@ =5 [ Fe (6.25)
Da F(t) nur fir t > 0 ungleich Null ist, reduziert sich das Integral zu
~ F > .
F@:i/ewwmt (6.26)
2w Jo

Dieses Integral ist elementar auswertbar und ergibt

Fw)y=1o 1

Die Fourier-Transformierte ist fiir alle Frequenzen w ungleich Null. Das bedeutet: Die Kraft
F(t) enthilt Beitrdge aus einem kontinuierlichen Spektrum harmonischer Schwingungen. Der
Betrag

— . 6.27
2m o + 1w ( )

- Fy 1
Fw)l =5 75—
27 a2 + w?
nimmt mit wachsender Frequenz ab. Hohe Frequenzen sind also schwécher vertreten als nied-
rige. Dieses Beispiel zeigt explizit, dass selbst eine sehr einfache, nicht periodische Kraft als
Uberlagerung harmonischer Schwingungen mit verschiedenen Frequenzen aufgefasst werden

kann. Genau diese Zerlegung erlaubt es, die Bewegung eines linearen Systems — wie des har-
monischen Oszillators — durch die Antwort auf einzelne Frequenzanteile zu bestimmen.

(6.28)
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6.2.4 Losung fiir eine allgemeine duflere Kraft und Fourier-Zerlegung

Bisher haben wir die Bewegung eines harmonischen Oszillators unter dem Einfluss einer ein-
zelnen harmonischen Anregung betrachtet. In vielen physikalischen Situationen ist die dufere
Kraft jedoch nicht sinusférmig, sondern besitzt eine beliebige Zeitabhéngigkeit. Wir betrachten
daher nun die Bewegungsgleichung

ﬂﬂ+2mdﬂ+w@@%:%F@) (6.29)

wobei F(t) eine allgemein zeitabhéingige duflere Kraft beschreibt. Der entscheidende Punkt
ist die Linearitdt der Bewegungsgleichung. Aufgrund dieser Linearitét gilt das Superpositi-
onsprinzip: Die Antwort des Systems auf eine Summe von Kréften ist gleich der Summe der
Antworten auf die einzelnen Kraftanteile.

Diese Eigenschaft erlaubt es, eine komplizierte Kraft F'(t) in einfachere Bausteine zu zerle-
gen, deren Wirkung auf den Oszillator wir bereits kennen. Als besonders geeignete Bausteine
erweisen sich harmonische Funktionen mit definierter Frequenz. und damit die Entwicklung
in Fourier-Reihen. Wie wir gesehen haben besagt die Fourier-Idee, dass sich eine hinreichend
gutartige Funktion F(¢) als Uberlagerung harmonischer Schwingungen schreiben lisst. Formal
schreibt man

F(t) = / h F(w)e™ dw, (6.30)

o0

wobei F(w) die Fourier-Transformierte der Kraft ist. Sie gibt an, mit welcher Stiirke die Fre-
quenz w in der Kraft F(t) enthalten ist. Die Umkehrung dieser Beziehung liefert die Fourier-
Transformation:

~ 1 o0 .
Fw)=— F(t)e ™ dt. 6.31
@ =5 [ Fe (6:31)
An dieser Stelle ist vor allem die physikalische Interpretation wichtig: F'(t) beschreibt die Kraft
im Zeitbereich, wohingegen F'(w) beschreibt dieselbe Kraft im Frequenzbereich.

Eine besonders praktische Eigenschaft der Fouriertransfomration ist die Transfomation von
Ableitungen, diese ist wie folgt gegeben

dar ~
bﬁp@]ﬂlumnp@) (6.32)
damit lassen sich lineare Differentialgleichungsszysteme sehr einfach 16sen. Als Beispiel hierfiir
konnen wir die Bewegungsgleichung des getriebenen harmonischen Oszillators in den Fre-
quenzraum transformieren:

1 -
—w? X (w) + 2w X (W) + Wi X (w) = —F(w), (6.33)
m
Diese Gleichung kénnen wir einfach umstellen und erhalten
L P (w) 1 -
X(w) = i =—F : 6.34
@) = e = ) 4w (6:34)
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d.h. fiir jede Frequenzkomponente der treibenden Kraft ergibt sich eine Antwort mit der
komplexen Amplitude X (w). Der Ausdruck x(w) wird als Antwortfunktion oder Suszeptibilitit
des Systems bezeichnet. Er beschreibt vollstdndig, wie der Oszillator auf eine Anregung der
Frequenz w reagiert.

Die Bewegung des Oszillators ergibt sich schlielich als Uberlagerung aller Frequenzanteile,
bzw. der Riicktransformation aus dem Fourierraum via

() = % /_ (W) F(w) e dw. (6.35)

Die Fourier-Transformation ermdglicht es, zeitabhéingige Probleme auf algebraische Operatio-
nen im Frequenzraum zuriickzufiithren. Resonanz erscheint dabei nicht als Spezialfall, sondern
als allgemeine Eigenschaft der Antwortfunktion eines linearen Systems. Der harmonische Os-
zillator dient somit als Prototyp fiir eine grofie Klasse linearer Systeme in Physik und Technik.
Zum AbschluB kénnen wir nochmals die periodische Kraft F(t) = Fjcos(€2t) vom Anfang
dieses Kapitels betrachten. Die Fouriertransfomation dieser Kraft lautet

o 1 m ‘ F m ' ‘ |
F(w) =5 / dtFy cos(Qt)e ™" = 4_72 / dt [6+th 4 6_@} it
Fy [ . | -
= [ dt [T O] = 250 - w) + 6(Q + w) (6.36)

wobei wir hier die sogenannte d—distribution eingefiihrt haben. Die Delta-Distribution §(z) ist
keine Funktion im iiblichen Sinne, sondern ein mathematisches Objekt, das nur unter einem
Integral sinnvoll definiert ist. Intuitiv kann man sie sich als einen unendlich schmalen und
unendlich hohen Peak bei x = 0 vorstellen, dessen Fléche gleich eins ist:

/OO d(z)dx = 1. (6.37)

—00

Die zentrale Eigenschaft der Delta-Distribution ist ihre sogenannte Sieb-FEigenschaft. Fiir eine
hinreichend glatte Funktion g(z) gilt:

/_ " () 6w — 20) dx = glay). (6.39)

o0

Das Integral ,wihlt“ also den Wert der Funktion an der Stelle z aus.

Im Kontext der Fourier-Analyse tritt die Delta-Distribution ganz natiirlich auf. Ein idea-
ler harmonischer Term der Form e** besitzt genau eine definierte Frequenz. Seine Fourier-
Transformierte ist daher nicht iiber ein Frequenzintervall verteilt, sondern vollstéandig auf den
Punkt w = € konzentriert. Mathematisch wird dies durch eine Delta-Distribution ausgedriickt.
Die Delta-Distribution erlaubt es somit, den Ubergang zwischen Zeit- und Frequenzdarstellung
prézise zu formulieren, ohne den physikalischen Gehalt der Aussagen zu verédndern. In der fol-
genden Rechnung nutzen wir das die harmonische Kraft im Frequenzraum durch Delta-Peaks
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beschrieben wird:

() = /_ @) Fw) e dw = 20 [T (@) 1909 = ) + 6(Q + w)] € du

Fg iQ —iQ FO iQ * —iQ2
=0 (@)t 4 x(~2)e ] = T [x(Q)et 4 x* ()]
F o o ko
:—27?1 xX(Q)] |:€+1Qt+1¢(ﬂ) + e*mt*“ﬁ(m] = m cos(Qt + ¢[QY])  (6.39)

VR — P+

mit der phase ¢[Q2] = arg(x[Q?]) definiert in G1.6.13. Damit erhalten wir exakt dieselbe sta-
tiondre Losung, die wir zuvor direkt fiir eine harmonische Anregung bestimmt haben. Die
Fourier-Transformation liefert also kein neues physikalisches Ergebnis, sondern eine alternati-
ve und sehr allgemeine Herangehensweise an dasselbe Problem.

Wichtig ist dabei folgende Beobachtung: Die Losung, die wir mittels der Fourier-Transformation
erhalten, beschreibt ausschlieflich den stationdren Zustand des Systems. Transiente Beitré-
ge, die von den Anfangsbedingungen abhéngen und bei vorhandener Dampfung mit der Zeit
abklingen, sind in dieser Darstellung nicht enthalten.

Der Grund hierfiir liegt darin, dass die Fourier-Transformation die Bewegung als Uberlage-
rung harmonischer Anregungen betrachtet, die jeweils zeitlich unbegrenzt wirken. Die Fourier-
Methode beschreibt somit direkt die langfristige Antwort des Systems auf eine gegebene duflere
Kraft und ist insbesondere fiir die Analyse von Resonanz- und Frequenzeffekten geeignet.

6.3 Kraftsto3 und Greensche Funktion

6.3.1 Delta-Funktion als idealisierter Kraftstof3

In vielen physikalischen Situationen wirkt eine Kraft nicht iiber einen langen Zeitraum, sondern
sehr kurz und intensiv. Beispiele sind der Stofl eines Hammers, der Aufprall eines Balls oder
ein kurzer elektrischer Impuls. In solchen Féllen ist weniger die genaue zeitliche Form der
Kraft entscheidend, sondern vor allem die iibertragene Impulsénderung.

Ein solches idealisiertes Kraft-Zeit-Profil bezeichnet man als Kraftstofs. Mathematisch lasst
sich ein Kraftstofl besonders einfach durch eine Delta-Distribution beschreiben.

Wir modellieren einen Kraftsto3 zur Zeit ty durch

F(t) = J8(t — to), (6.40)

wobei J die Starke des Kraftstofles ist. Die Delta-Distribution beschreibt einen unendlich
kurzen, aber endlich starken Impuls.

Die physikalische Bedeutung ergibt sich unmittelbar aus dem zweiten Newtonschen Axiom.
Integration der Bewegungsgleichung iiber einen kurzen Zeitraum um ¢, liefert

/ R di—m [ B = m o) — (k)] = mAv,  tE— ot e, (6.41)

0—€ to—e

Mit der Normierung der Delta-Distribution folgt
J =mAv = Ap. (6.42)

Ein KraftstoB bewirkt also eine sprunghafte Anderung der Geschwindigkeit bzw. des Impules
p, wahrend die Position kontinuierlich bleibt.
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6.3.2 Greensche Funktion: Grundidee

Die zentrale Idee der Greenschen Funktion besteht darin, zunéchst die Antwort des Systems auf
einen elementaren Kraftstof zu bestimmen. Diese Antwort nennt man die Greensche Funktion
G(t, to) und definiert sie als Losung der Gleichung

D, Glt,to) = 8(t — to), (6.43)

mit der Bedingung, dass G(t,ty) = 0 fiir t < ¢y gilt. Das System reagiert also erst nach dem
StoB. D, ist ein beliebiger linearer Diffentialoperator. Die Greensche Funktion beschreibt die
Bewegung des Systems, die durch einen Kraftstofl zur Zeit ¢ty ausgelost wird. Sie ist damit die
grundlegende Antwortfunktion des Systems.

Kennt man die Greensche Funktion, so lidsst sich die Losung fiir eine beliebige duflere Kraft
konstruieren. Jede zeitabhingige Kraft kann als Uberlagerung infinitesimaler KraftstoBe auf-
gefasst werden. Aufgrund der Linearitit der Bewegungsgleichung ergibt sich die Bewegung als
Uberlagerung der entsprechenden Antworten. Ist die Greensche Funktion bekannt, so ergibt
sich die Losung der Bewegungsgleichung fiir eine beliebige duere Kraft F'(t) als Faltungsin-
tegral:

w(t) = / t G(t,t') F(¢)dt. (6.44)

—0o0

Dieses Integral beschreibt anschaulich, dass jeder frithere Kraftstof§ zur Zeit ¢’ einen Beitrag
zur Bewegung zum Zeitpunkt ¢ liefert. Die Greensche Funktion gibt dabei an, wie stark die-
ser Beitrag ist. Physikalisch ist immer nur die Vergangenheit relevant. Wir verwenden daher
die sogenannte retardierte Greensche Funktion, die fiir Zeiten vor dem Kraftstof3 verschwin-
det. Deshalb kann das Integral entweder bis ¢ laufen oder formal bis unendlich — beides ist
dquivalent.

Der Kraftstofl und die Greensche Funktion bilden eine direkte Verbindung zur Fourier-Analyse.
Wihrend die Fourier-Methode die Antwort auf harmonische Anregungen betrachtet, beschreibt
die Greensche Funktion die Antwort auf einen Impuls. Beide Ansétze beruhen auf der Lineari-
tat der Bewegungsgleichung und fithren zum selben physikalischen Verstéandnis der Systemant-
wort.

6.3.3 Greensche Funktion des geddmpften Oszillators: Unterdimpfung

Wir betrachten die (retardierte) Greensche Funktion G(t,ty) des geddmpften harmonischen
Ostzillators. Sie ist definiert als Losung der inhomogenen Differentialgleichung

G(t,to) + 2y G(t, to) + wi G(t, to) = Ap §(t — ty), (6.45)

wobei v > 0 die Dampfungskonstante und wy die Eigenfrequenz des ungeddampften Systems
ist. Physikalisch beschreibt G(¢,ty) die Auslenkung, die durch einen idealisierten Kraftstof
zur Zeit ty ausgelost wird. Wichtig ist, dafl das System erst nach dem Stof} reagieren kann,
aufgrund dieser Kausalitdtsbedingung fordern wir
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Damit wird sichergestellt, dass die Bewegung zum Zeitpunkt ¢ ausschlieSlich von Kréaften
abhangt, die zu Zeiten ¢’ < t gewirkt haben. Insbesondere kann ein Kraftstof3 zur Zeit tq die
Bewegung nicht zu fritheren Zeiten beeinflussen.

Zunéchst bestimmen wir die homogene Gleichung fiir ¢ > 3. In diesem Fall verschwindet die
rechte Seite von (6.45) und es gilt die homogene Gleichung

G(t,to) + 2y G(t, to) + w2 G(t, o) = 0. (6.47)

Im unterddmpften Fall v < w, definieren wir die geddmpfte Frequenz
w =/ wi — 72 (6.48)
Eine allgemeine reelle Losung von (6.47) fiir ¢t > ¢, ist dann
G(t, ty) = e (t-10) [A cos(w(t — to)) + Bsin(w(t — to))} , (t > ty), (6.49)

wobei A und B Konstanten sind, die durch die Bedingungen am Zeitpunkt ¢, festgelegt werden.
Wir fordern Stetigkeit von G bei t = ty, d.h. die Delta-Quelle erzeugt einen Sprung in der
Ableitung von G, nicht aber in G selbst. Insbesondere folgt aus (6.46), dass G(t,,ty) = 0.
Damit setzen wir

G(td,to) = 0. (6.50)
Mit (6.49) (bei t =t ist t — ty = 0) ergibt das
G(td,tg) = A=0. (6.51)
Somit vereinfacht sich (6.49) zu
G(t,to) = Be """ sin(w(t —tg)),  (t > to). (6.52)

Um B zu bestimmen, integrieren wir (6.45) tiber ein kleines Intervall um ty:

to+e

tote , .
/ (G +27G + w§G> dt = Ap/ d(t —to) dt = Ap. (6.53)
¢

0—€ to—e

Im Grenzfall ¢ — 0 tragen die Terme mit G und G nicht zum Integral bei. Der Grund ist,
dass sowohl G(t,ty) als auch G(t,ty) in der Umgebung von t, endlich bleiben. Thre Integrale
iiber ein Intervall der Breite 2¢ sind daher proportional zu € und verschwinden im Grenzfall.
Dagegen liefert der Term mit der zweiten Ableitung einen endlichen Beitrag:

t0+5 .. . .
/ G(t, to) dt = G(t§,to) — Gty , to) = Ap. (6.54)
t

0—¢

Die Delta-Quelle erzeugt somit einen Sprung in der ersten Ableitung der Greenschen Funktion,
wéhrend G(t,to) selbst stetig bleibt. Dies entspricht physikalisch der Tatsache, dass ein Kraft-
stofl die Geschwindigkeit sprunghaft, nicht aber die Position dndert. Wegen der Kausalitét
(6.46) gilt G(t,t,) = 0 fiir t < to und damit auch G(t;,t,) = 0. Also

G(ts to) = Ap. (6.55)
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G’(t, to) (d-artig) G(t, to) (Sprung)

G(t,to) (stetig)

t
n N
Abbildung 6.3: Qualitativer Zeitverlauf der Greenschen Funktion und ihrer Ableitungen bei

einem Kraftstofl zur Zeit ¢y. Die Auslenkung G ist stetig, die Geschwindigkeit G besitzt einen
Sprung, und die Beschleunigung (& enthilt einen delta-artigen Beitrag.

Leiten wir (6.52) ab und setzen t — tJ (d.h. t —t, — 07), so folgt

G(t,ty) = Be 110 [w cos(w(t — to)) — ysin(w(t — to))} , (6.56)
= Gl t)=Bw= B= Awp (6.57)
Damit lautet die retardierte Greensche Funktion im unterdampften Fall v < wy:
0, t < to,
G(t, ty) = Ap (6.58)

ZE om(t=to) sin(w(t — 750))7 t > to,
w

wobei w = \/w? — 2. Die Greensche Funktion beschreibt eine geddmpfte Schwingung, die zum
Zeitpunkt to startet und deren Amplitude exponentiell mit der Zeitkonstante 1/~ abklingt. Sie
ist die elementare Antwort des Systems auf einen idealisierten Kraftsto. Kennt man G(, ),
so kann die Bewegung fiir eine beliebige duBlere Kraft F'(¢) (im stationdren, kausalen Sinn) als
Uberlagerung solcher Impulsantworten konstruiert werden.

Die Wirkung eines Kraftstofles lidsst sich unmittelbar mit der Impulserhaltung verkniipfen.
Wie wir am Anfang dieses Unterkaptiels gesehen haben, gilt nach dem zweiten Newtonschen
Axiom fiir einen idealisierten Kraftstol der Form F(t) = J d(t — to)

J = Ap. (6.59)

Ein Kraftsto bewirkt also eine endliche Anderung des Impulses, wihrend die Position des
Korpers stetig bleibt. Genau dieses Verhalten spiegelt sich in der Greenschen Funktion wider:
Die Delta-Quelle fiihrt zu einem Sprung in der ersten Ableitung von G(t,ty) (der Geschwin-
digkeit), nicht aber in G(t, 1) selbst.

Die Greensche Funktion beschreibt damit die Impulsantwort des Systems auf einen elementa-
ren Kraftstol. Thre Kenntnis erlaubt es, die Bewegung fiir beliebige zeitabhéngige Krifte als
Uberlagerung solcher Impulsantworten zu konstruieren.
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Kapitel 7

Wie entsteht Drehimpuls — und warum
bleibt er manchmal erhalten?

e Physikalisches Thema: Impuls, Drehimpuls, Drehmoment, Erhaltungssétze
e Inhalte: Impuls, Drehimpuls, Drehmoment, Erhaltungssatz

e Mathematik: Kreuzprodukt, Integrale

7.1 Impuls und Impulserhaltung

In den bisherigen Kapiteln haben wir gelernt, wie sich die Bewegung eines Korpers aus den
wirkenden Kréften mithilfe der Newtonschen Axiome bestimmen lésst. Dieser Ansatz ist sehr
allgemein, fithrt jedoch in vielen Situationen zu vergleichsweise komplizierten Bewegungs-
gleichungen. In der Physik spielen daher Gréflen eine besondere Rolle, die unter geeigneten
Bedingungen zeitlich konstant bleiben. Solche Gréflen nennt man Erhaltungsgrioffen. Sie er-
lauben es, Bewegungen und Wechselwirkungen zu analysieren, ohne die vollstdndige zeitliche
Entwicklung des Systems im Detail zu kennen.

In diesem Abschnitt fithren wir zwei zentrale Erhaltungsgrofien der klassischen Mechanik ein:
den Impuls und den Drehimpuls. Beide Groflen sind eng mit den Newtonschen Axiomen ver-
kniipft und stehen in direktem Zusammenhang mit fundamentalen Symmetrien des Raumes.
Aus ihnen folgen wichtige Erhaltungssitze, die in vielen physikalischen Anwendungen von
zentraler Bedeutung sind.

7.1.1 Impuls

Bereits bei der Diskussion des Kraftstofles haben wir gesehen, dass eine kurz wirkende Kraft
eine sprunghafte Anderung der Geschwindigkeit bewirkt. Dabei erwies sich nicht die Geschwin-
digkeit selbst, sondern die Grole mv als besonders natiirlich. Diese Beobachtung motiviert die
Einfiihrung des Impulses. Der Impuls eines Massepunktes mit Masse m und Geschwindigkeit
U(t) ist definiert als

Bt) == mat). (7.1)
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Der Impuls ist eine vektorielle Grofle und besitzt dieselbe Richtung wie die Geschwindigkeit.
Physikalisch beschreibt er den Bewegungszustand eines Korpers unter Beriicksichtigung seiner
Trégheit.

Der Zusammenhang des Impulses mit dem zweiten Newtonschen Axiom kann man direkt
herleiten. Das zweite Newtonsche Axiom lautet

F(t) =mi(t) = —2~. (7.2)

Damit ist die zeitliche Anderung des Impulses direkt durch die auf den Korper wirkende Kraft
gegeben. Diese Formulierung ist besonders geeignet fiir die Diskussion von Erhaltungsséatzen.
Beim Kraftsto3 haben wir die Impulsdnderung durch Integration der Kraft {iber ein kleines
Zeitintervall berechnet. D.h. Integration iiber ein Zeitintervall [¢;, ] ergibt

Zﬂﬂwﬁ:ﬂm—mm. (7.3)

Die zeitliche Integration der Kraft wird also als Kraftstof§ bezeichnet. Ein Kraftstof3 fiithrt
somit zu einer endlichen Anderung des Impulses. Dieser Zusammenhang erklart, warum bei
kurzzeitig wirkenden Kréften der Impuls eine natiirlichere Gréfe ist als die Geschwindigkeit.

7.1.2 Impulserhaltung

Wir betrachten zunéchst einen einzelnen Massepunkt. Wirke auf ihn keine duflere Kraft, so
gilt nach dem zweiten Newtonschen Axiom

- dﬁ —
F.=0 = = =0 7.4
‘ dt (7:4)

Der Impuls eines kriftefreien Massepunktes ist somit zeitlich konstant p(¢) = const.. Dies ist
der einfachste Fall der Impulserhaltung. Nun betrachten wir ein System aus N Massepunkten
mit Impulsen p; = m,;v;. Der Gesamtimpuls des Systems ist definiert als

N
P:=>"p (7.5)
=1

Die zeitliche Ableitung ergibt

= N _, N
oy (AT, 0
i=1 i=1 i

wobei ﬁie"t auflere Krafte und F}j innere Krifte zwischen den Teilchen bezeichnen. Man unter-
scheidet innere und duflere Krifte. Unter “inneren” Kréaften versteht man die von den Teilchen
des Massenpunktsystems aufeinander ausgeiibten Krifte. “AuBere” Kriifte haben ihren Utr-
sprung auflerhalb des Systems, z. B.die Schwerkraft. Wir bezeichnen das Massenpunktsystem
als abgeschlossen, wenn keine dufieren Krifte vorliegen [1].
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Nach dem dritten Newtonschen Axiom treten innere Kréfte paarweise mit gleichem Betrag
und entgegengesetzter Richtung auf:

dP N
Fj=—-F; = P ;:1 E7 (7.7)

Die Summe aller inneren Kréfte verschwindet also. Nehmen wir nun ein abgeschlossenes Sys-
tem an, d.h. es wirken auf das Gesamtsystem keine dufleren Kréfte, folgt unmitelbar die
Impulserhaltung

. . dP . .
ZF-eXt =0 = —=0 = P = const. (7.8)

Der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems ist somit erhalten. Dieser Impulserhaltungs-
satz ist unabhéingig von den Details der inneren Wechselwirkungen und gilt fiir eine grofie
Klasse physikalischer Systeme.

7.1.3 Beispiel: Stof3 zweier Korper in einer Dimension

Wir betrachten einen geradlinigen Stofl zweier Kérper mit Massen m; und ms. Vor dem Stof3
bewegen sie sich mit Geschwindigkeiten v; bzw. v, entlang der z-Achse. Nach dem Stof§ seien
die Geschwindigkeiten v} und v5. Wir nehmen an, dass wahrend der kurzen Stofizeit duBere
Krifte vernachlédssigbhar sind (abgeschlossenes System). Dann ist der Gesamtimpuls erhalten:

- — — —
myvy + Moty = Myt + math. (7.9)

Wir wollen nun den idealisierten elastischen Stof8 betrachten, d.h. es wird keine Energie in
sogenannte innere Energie umgewandelt (z.B. Warme oder Deformation). Bei so einem elas-
tischen Stof} ist zusétzlich zur Impulserhaltung auch die kinetische Energie erhalten:

1

1 ! !
3 (mlvf + mgvg) =3 (mwf + m21122> ) (7.10)

In einer Dimension kann man damit v} und v} eindeutig bestimmen. Wir starten von (7.10)

my(vy — v7) (v + v]) =ma(vy — ve)(vh + o)
(v +v]) =(vy + v9) (7.11)

im zweiten Schritt haben wir (7.9) eingesetzt. Damit zeigt sich eine besonders anschauliche
Konsequenz dieser beiden Erhaltungssitze ist: Im Schwerpunktsystem kehren sich die Ge-
schwindigkeiten beim elastischen Stoff um. Im Laborsystem entspricht dies der bekannten
Beziehung v; — vy = —(v] — v}). Nach wenigen weiteren Schritten ergeben sich die Endge-
schwindigkeiten: fiir den elastischen Stof} in einer Dimension

m; —m 2m
v = — 201 + 2, (7.12)
mq -+ mo mi + meo
2m Mo — M
vh = Lo+ 2 L. (7.13)
my + mo my + my

Fiir my = my folgt v] = ve und v = v;: die Geschwindigkeiten werden vertauscht.
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7.2 Drehimpuls und Drehimpulserhaltung

Der Impuls ist die zentrale Erhaltungsgrofle fiir geradlinige Bewegungen. Er beschreibt, wie
sich der Bewegungszustand eines Korpers dndert, wenn duflere Kréfte wirken, und spielt insbe-
sondere bei Stoprozessen eine wichtige Rolle. In vielen physikalischen Situationen ist jedoch
nicht nur die Translation, sondern auch die Rotation eines Korpers oder eines Systems von
Korpern von Bedeutung. Typische Beispiele sind die Bewegung eines Teilchens auf einer Kreis-
bahn, die Rotation eines starren Korpers oder ein Stof3, bei dem die Kraft nicht durch einen
bestimmten Punkt verlduft. In solchen Féllen ist entscheidend, wo der Impuls angreift. Eine
Kraft, die zwar klein ist, aber in grofem Abstand von einem Punkt wirkt, kann eine starke
Drehwirkung entfalten.

Um diese rotatorischen Effekte systematisch zu beschreiben, geniigt der Impuls allein nicht.
Stattdessen benotigen wir eine Grofle, die sowohl den Impuls eines Korpers als auch seine
rdumliche Lage relativ zu einem Bezugspunkt beriicksichtigt. Im Gegensatz zum Impuls ist
der Drehimpuls keine absolute Eigenschaft eines Teilchens. Er ist stets definiert beztiglich
eines gewdhlten Bezugspunktes. Physikalisch beantwortet der Drehimpuls die Frage, wie stark
sich eine Bewegung um einen bestimmten Punkt dreht.

Ein und derselbe Bewegungszustand kann daher beziiglich verschiedener Bezugspunkte un-
terschiedliche Drehimpulse besitzen. Ein geradlinig bewegtes Teilchen kann beziiglich eines
Punktes Drehimpuls haben, beziiglich eines anderen jedoch nicht. Diese Bezugspunktabhén-
gigkeit ist keine Schwiche der Definition, sondern eine wesentliche physikalische Eigenschaft.

Wir wéhlen im Folgenden einen festen Bezugspunkt O im Raum. Der Ortsvektor 7(t) bezeich-
net die zeitabhdngige Position des Teilchens relativ zu diesem festen Punkt. Die Zeitabhén-
gigkeit von 7(t) entsteht ausschliefilich durch die Bewegung des Teilchens, nicht durch eine
Bewegung des Bezugspunktes. Der Drehimpuls eines Massepunktes mit Impuls p(t) = md(t)
beziiglich des Bezugspunktes O ist definiert als

L(t) := 7(t) x p(t). (7.14)

Die Reihenfolge der Vektoren im Kreuzprodukt ist festgelegt (Rechte-Hand-Regel). Der Dre-
himpuls ist eine vektorielle Gréfle und steht senkrecht auf der von 7 und p aufgespannten
Ebene. Der Betrag des Drehimpulses ergibt sich zu

L] = |71 [ sin o, (7.15)

wobei ¢ der Winkel zwischen Ortsvektor und Impuls ist. Der Drehimpuls ist also umso grofler,
je groBler der Impuls des Korpers ist, je grofer der Abstand zum Bezugspunkt ist, und je
starker die Bewegung senkrecht zur Verbindungslinie zum Bezugspunkt erfolgt. Bewegungen,
die direkt auf den Bezugspunkt zu oder von ihm weg verlaufen, tragen keinen Drehimpuls.

Ein besonders anschaulicher Spezialfall ist die Bewegung eines Massepunktes auf einer Kreis-
bahn mit Radius 7 um den Bezugspunkt O. In diesem Fall steht der Ortsvektor 7(¢) zu jedem
Zeitpunkt senkrecht auf der Bahngeschwindigkeit (t). Der Winkel zwischen 7 und dem Impuls
p'= mu betragt daher ¢ = 90°. Der Betrag des Drehimpulses vereinfacht sich damit zu

IL| = |7 |p] = mrv. (7.16)



7.2. DREHIMPULS UND DREHIMPULSERHALTUNG 73

Da fiir eine Kreisbewegung v = rw gilt, folgt
|L| = mriw. (7.17)

Der Drehimpuls ist in diesem Fall konstant und zeigt senkrecht zur Bahnebene. Seine Rich-
tung wird durch die Rechte-Hand-Regel festgelegt. Dieser einfache Spezialfall zeigt, dass der
Drehimpuls bei einer Kreisbewegung direkt mit der Winkelgeschwindigkeit verkniipft ist und
liefert bereits einen ersten Hinweis auf die spétere Beziechung L = [w fiir Rotationen um eine
feste Achse.

Die Bezugspunktabhéngigkeit des Drehimpulses ldsst sich explizit nachvollziechen. Wird der
Ursprung des Koordinatensystems um einen konstanten Vektor @ verschoben, so gilt fiir den
neuen Ortsvektor 7 (t) = 7(t) + @ und damit

L'(t) = (F(t) + @) x p(t) = L(t) + @ x p(¢). (7.18)

Der Drehimpuls éndert sich also im Allgemeinen bei einer Verschiebung des Bezugspunktes.
Dies zeigt nochmals deutlich, dass der Drehimpuls die rotatorische Bewegung eines Koérpers
beziiglich eines bestimmten Punktes beschreibt. Der Drehimpuls spielt fiir Rotationen diesel-
be fundamentale Rolle wie der Impuls fiir Translationsbewegungen. Im néchsten Abschnitt
werden wir zeigen, dass seine zeitliche Anderung durch das Drehmoment bestimmt wird und
unter geeigneten Bedingungen ein Erhaltungssatz gilt.

7.2.1 Drehmoment und Trigheitsmoment

In der Translationsbewegung beschreibt die Kraft, wie sich der Impuls eines Korpers zeit-
lich dndert. Fiir Rotationsbewegungen benétigen wir die entsprechenden Begriffe, die an die
Stelle von Kraft und Masse treten. Diese sind das Drehmoment und das Trdgheitsmoment.
Wir betrachten eine Kraft F(t), die an einem Punkt mit Ortsvektor #(t) (beziiglich eines fes-
ten Bezugspunktes) angreift. Das Drehmoment dieser Kraft beziiglich des Bezugspunktes ist
definiert als

7(t) == 7(t) x F(t). (7.19)

Wichtig ist der Kraftvektor ist ein sogenannter freier Vektor: seine Wirkung wird durch Be-
trag und Richtung beschrieben. Der Angriffspunkt geht separat iiber den Ortsvektor 7 in das
Drehmoment ein. Das Drehmoment ist eine vektorielle Gréfie und seine Richtung steht senk-
recht auf der Ebene, die durch den Bezugspunkt und die Wirkungslinie der Kraft aufgespannt
wird. Mathematisch entspricht dies der Ebene, die von den Vektoren " und F aufgespannt
wird, wenn man sie parallel verschiebt und an einem gemeinsamen Punkt ansetzt. Das Dreh-
moment misst die Drehwirkung einer Kraft. Eine Kraft, die durch den Bezugspunkt hindurch
wirkt oder parallel zum Ortsvektor ist, erzeugt kein Drehmoment. Entscheidend ist daher nicht
nur die Stéirke der Kraft, sondern auch der Hebelarm.

Wir kénnen kurz das Beispiel des Hebelarm einer Kraft genauer betrachten. Wir starten von
einem festen Bezugspunkt O und eine Kraft F , die an einem Punkt P angreift. Der Ortsvektor
dieses Angriffspunktes relativ zum Bezugspunkt sei 7. Fiir den Betrag des Drehmoments gilt

| —

T|:|F><ﬁ|:7‘Fsin<p,
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wobei ¢ der Winkel zwischen 7 und F ist. Der Ausdruck rsin @ entspricht genau dem He-
belarm [ der Kraft, also dem senkrechten Abstand zwischen dem Bezugspunkt O und der
Wirkungslinie der Kraft:

[ :=rsinep. (7.20)

Damit l4sst sich der Betrag des Drehmoments schreiben als |7| = F'l. Der Hebelarm ist somit
nicht der Abstand des Angriffspunktes vom Bezugspunkt, sondern der kiirzeste Abstand des
Bezugspunktes von der Wirkungslinie der Kraft. Eine Kraft, die zwar weit vom Bezugspunkt
entfernt angreift, deren Wirkungslinie jedoch durch den Bezugspunkt verlauf, und damit
parallel zu F ist, besitzt keinen Hebelarm und erzeugt daher kein Drehmoment.

Diese geometrische Aussage lisst sich auch direkt in der Sprache der Vektorrechnung formulie-
ren. Zerlegt man den Ortsvektor 7 in einen zur Kraftrichtung parallelen und einen senkrechten
Anteil, so triagt nur der senkrechte Anteil 7| zur Drehwirkung der Kraft bei

F=f+7 = F=7 xF,
der Betrag des Hebelarms ergibt sich zu | = |7 | = rsing, wobei ¢ der Winkel zwischen
Ortsvektor und Kraft ist.

Der Zusammenhang zwischen Drehmoment und Drehimpuls kann man leicht herstellen. Der
Drehimpuls eines Massepunktes beziiglich desselben Bezugspunktes ist gegeben durch I_;(t) =
7(t) x p(t). Leiten wir diesen Ausdruck nach der Zeit ab, so erhalten wir

dl - :
E:Fxﬁjtfxﬁ. (7.21)

Da p = mr gilt, verschwindet der erste Term. Mit dem zweiten Newtonschen Axiom ]7 = F
folgt schliellich

E:Fxﬁ:?. (7.22)
Das Drehmoment ist also gleich der zeitlichen Anderung des Drehimpulses. Diese Beziehung

ist die direkte rotatorische Entsprechung von F = %.

Bisher haben wir gesehen, dass das Drehmoment die zeitliche Anderung des Drehimpulses
bestimmt. Um diese Beziehung weiter zu konkretisieren, miissen wir nun verstehen, wie grof3
der Drehimpuls eines Koérpers fiir eine gegebene Rotationsbewegung ist. Dabei zeigt sich ein
grundlegender Unterschied zur Translationsbewegung: Wéhrend der Impuls eines Korpers al-
lein durch seine Masse und Geschwindigkeit festgelegt ist, hdngt der Drehimpuls nicht nur
von der Gesamtmasse ab, sondern entscheidend davon, wie diese Masse im Raum verteilt
i1st. Ein Korper mit gleicher Masse kann sich je nach Massenverteilung sehr unterschiedlich
leicht oder schwer in Rotation versetzen. Diese Beobachtung fiihrt auf eine neue Grofle, das
Traigheitsmoment. Es beschreibt die rotatorische Trégheit eines Korpers und iibernimmt fiir
Rotationsbewegungen eine dhnliche Rolle wie die Masse fiir Translationsbewegungen. Im Fol-
genden bestimmen wir das Trégheitsmoment zunéchst fiir eine einfache Kreisbewegung und
verallgemeinern den Begriff anschliefend auf ausgedehnte Korper.

An dieser Stelle werden wir die Vektornotation zugunsten von skalaren Gréfen verlassen. Wir
beschrinken uns hier auf Rotationen um eine feste Achse, die zugleich eine Symmetrieach-
se des Korpers ist. In diesem Fall sind Drehimpuls, Winkelgeschwindigkeit und Drehmoment
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parallel zur Rotationsachse, sodass nur noch ihre Betrige als dynamische Groflien betrachtet
werden miissen. Thre Richtungen sind daher fest vorgegeben, sodass nur noch ihre Betriage
als dynamische Groflen relevant sind. In allgemeineren Situationen sind Drehimpuls und Win-
kelgeschwindigkeit im Allgemeinen nicht parallel, und ihr Zusammenhang wird durch einen
Tensor beschrieben.

Wir betrachten zunéchst einen Massepunkt der Masse m, der sich auf einer Kreisbahn mit
Radius r um eine feste Achse bewegt. Fiir den Betrag des Drehimpulses gilt

L = mrw,

wobei w die Winkelgeschwindigkeit ist. Die Grofie
I :=mr® (7.23)

bezeichnet man als Trdgheitsmoment des Massepunktes beziiglich der Rotationsachse. Damit
lasst sich der Drehimpuls schreiben als L = [w. Das Tréagheitsmoment beschreibt, wie stark
sich ein Korper einer Anderung seines Rotationszustands widersetzt. Entscheidend ist dabei
nicht nur die Gesamtmasse, sondern auch ihre Verteilung relativ zur Rotationsachse.

Wir kénnen das Konzept des Tragheitsmoment auf ausgedehnte Kérper verallgemeinern. Ein
realer Korper besteht aus vielen Massenelementen, die unterschiedliche Abstédnde r; von der
Rotationsachse besitzen. Das Tragheitsmoment des gesamten Korpers ergibt sich als Summe
der Beitrdge aller Massenelemente:

I=> my}. (7.24)

Je weiter ein Massenelement von der Rotationsachse entfernt ist, desto grofler ist sein Beitrag
zum Trégheitsmoment.

Wir betrachten nun eine Rotation um eine feste Achse und nehmen an, dass das Tragheits-
moment [ zeitlich konstant ist. Leiten wir die Beziehung L = [w nach der Zeit ab, so erhalten
wir
dL
dt
Mit dem allgemeinen Zusammenhang zwischen Drehmoment und Drehimpuls, (7.22), folgt die
Rotationsgleichung der Bewegung

= I (7.25)

T = Ila, (7.26)

wobei a = w die Winkelbeschleunigung bezeichnet. Diese Gleichung beschreibt, wie stark sich
die Winkelgeschwindigkeit eines Korpers unter der Wirkung eines Drehmoments éndert. Sie
gilt fiir Rotationen um eine feste Achse, solange sich das Triagheitsmoment nicht dndert, also
insbesondere fiir starre Kérper oder Punktmassen mit festem Abstand zur Rotationsachse.

Die Gleichung 7 = I« ist die direkte rotatorische Entsprechung von
F=ma

in der Translationsbewegung. Dabei iibernimmt das Trigheitsmoment I die Rolle der Masse
m: Es bestimmt, wie stark sich ein Korper einer Anderung seines Rotationszustands wider-
setzt. Ein grofles Triagheitsmoment bedeutet, dass fiir die gleiche Winkelbeschleunigung ein

groferes Drehmoment erforderlich ist. Andert sich das Triigheitsmoment mit der Zeit, so ist
im Allgemeinen 7 # o, und die zeitliche Anderung des Drehimpulses muss direkt iiber 7 = %

betrachtet werden.
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7.2.2 Drehimpulserhaltung

Der Drehimpuls eines Korpers oder eines Systems von Korpern ist im Allgemeinen vom ge-
wihlten Bezugspunkt abhéngig. Ein Erhaltungssatz kann daher nur dann sinnvoll formuliert
werden, wenn auch der Bezugspunkt eindeutig festgelegt ist. Wir betrachten zunéchst einen
einzelnen Massepunkt und wihlen einen festen Bezugspunkt O. Wirkt auf den Massepunkt
beziiglich dieses Punktes kein dufleres Drehmoment,

ﬁxt = 67 (727)

so folgt aus dem allgemeinen Zusammenhang

unmittelbar ~
dL
dt
Der Drehimpuls ist also zeitlich konstant, bezogen auf den gewdhliten Bezugspunkt. Dies ist der
einfachste Fall der Drehimpulserhaltung. Fiir ein System aus N Massepunkten definieren wir
den Gesamtdrehimpuls beziiglich eines festen Bezugspunktes O als

=0 = L = const. (7.28)

Lges := Zm X Pi. (7.29)

Die zeitliche Ableitung ergibt

df;es = Z 7 x B 4 Z > % Fy, (7.30)

i=1 j#i

wobei F’f"t die duBeren Krifte und F’ij die inneren Krifte zwischen den Teilchen bezeichnen.
Die Beitrage der inneren Kréfte heben sich nicht allein aufgrund des dritten Newtonschen
Axioms auf. Sie verschwinden nur dann paarweise, wenn die inneren Kréfte entlang der Ver-
bindungslinie der Teilchen wirken, also Zentralkrifte sind. In diesem Fall erzeugen die inneren
Krifte kein Drehmoment und der Gesamtdrehimpuls @ndert sich daher ausschliefSlich durch
duBere Drehmomente:

dl_;ges —ext
o = Tees (7.31)
Ist das Gesamtdrehmoment der dufleren Kréfte beziiglich des gewédhlten Bezugspunktes gleich
Null, folgt der Drehimpulserhaltungssatz

—

=0 = Eges = const.. (7.32)

ges

Der Gesamtdrehimpuls eines Systems ist also genau dann erhalten, wenn beziiglich des ge-
wihlten Bezugspunktes kein dufleres Drehmoment wirkt.

Die Drehimpulserhaltung gilt nicht unabhéngig vom Bezugspunkt. Wahlt man einen anderen
Bezugspunkt, so dndert sich im Allgemeinen auch das duflere Drehmoment. Ein sinnvoller
Bezugspunkt fiir die Anwendung des Drehimpulserhaltungssatzes ist daher typischerweise
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e cin Punkt, in dem alle dufleren Kréfte angreifen, oder
e cin Punkt, in dem sich der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems befindet,
e oder ein fester Punkt, um den das System gelagert ist.

Die Bezugspunktabhingigkeit des Drehimpulses ist somit kein Widerspruch zur Drehimpul-
serhaltung, sondern legt fest, beztiglich welcher Punkte der Erhaltungssatz angewendet werden
darf. Als Fazit konnen wir sagen: Impulserhaltung ist dynamisch, Drehimpulserhaltung ist dy-
namisch und geometrisch.

7.2.3 Ubersicht: Translation und Rotation

Die bisherigen Abschnitte haben gezeigt, dass viele Konzepte der Rotationsbewegung direkte
Entsprechungen in der Translationsbewegung besitzen. Diese Analogie ist kein Zufall, sondern
spiegelt eine gemeinsame Struktur der Bewegungsgleichungen wider. Die folgende Ubersicht
stellt die wichtigsten Begriffe systematisch gegeniiber.

Translationsbewegung Rotationsbewegung
Ort 7 < Winkel ¢
Geschwindigkeit v = 7 < Winkelgeschwindigkeit &
Beschleunigung @ = ¥ <> Winkelbeschleunigung &
Impuls p' = mv < Drehimpuls L=7x 19
Kraft F +  Drehmoment 7 =7 x F
F= dp < T= d—E

dt ] dt 1
kinetische Energie I/ = imvﬂ <> kinetische Energie F = 5] w?
Impulserhaltung <> Drehimpulserhaltung

Die Tabelle verdeutlicht, dass das Tragheitsmoment I in der Rotationsbewegung eine &hnliche
Rolle spielt wie die Masse m in der Translationsbewegung. Wahrend die Masse angibt, wie
stark sich ein Kérper einer Anderung seiner Geschwindigkeit widersetzt, beschreibt das Tréig-
heitsmoment, wie stark sich ein Korper einer Anderung seines Rotationszustands widersetzt.
Trotz dieser engen Analogie bestehen wichtige Unterschiede: Der Drehimpuls héangt vom ge-
wéihlten Bezugspunkt ab, und das Tragheitsmoment ist keine intrinsische Eigenschaft eines
Korpers, sondern hiangt von der Wahl der Rotationsachse ab.
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Kapitel 8

Was passiert, wenn viele Teilchen
zusammenwirken?

e Physikalisches Thema: System von Massenpunkten, Schwerpunktbewegung
e Inhalte: Schwerpunkt, innere vs. duflere Kréfte, Massenpunktmodell

e Mathematik: Summen/Integrale iiber Massen, Schwerpunktkoordinaten/-definition

8.1 Systeme von Massenpunkten und Schwerpunktbewegung

Bisher haben wir die Bewegung einzelner Massenpunkte betrachtet. Reale physikalische Sys-
teme bestehen jedoch in der Regel aus vielen wechselwirkenden Teilchen. Um solche Systeme
beschreiben zu kénnen, modellieren wir sie als Systeme von Massenpunkten, die iiber Kréfte
miteinander und mit ihrer Umgebung wechselwirken. Ziel dieses Abschnitts ist es, zu ver-
stehen, wie sich die Bewegung eines Gesamtsystems aus den Bewegungen seiner einzelnen
Bestandteile ergibt und welche Rolle dabei innere und duflere Kréfte spielen. Eine zentrale
GroBe ist dabei der Schwerpunkt, dessen Bewegung sich oft besonders einfach beschreiben
léasst.

8.1.1 Bewegung im System von Massenpunkten

Wir betrachten ein System aus N Massenpunkten mit Massen m; und Ortsvektoren 7;(t).

—

Auf jeden Massenpunkt wirken sowohl duflere Krifte F’ieXt als auch innere Krifte Fj;, die von
den anderen Massenpunkten des Systems ausgeiibt werden. Die Bewegungsgleichung des i-ten

Massenpunktes lautet
mr; = ﬁieXt + Zﬁ” (8.1)
J#i

Wie wir schon im letzten Kapitel diskutiert haben, wirken innere Kréfte ausschlieBlich zwischen
den Bestandteilen des Systems. Auflere Kréfte beschreiben den Einfluss der Umgebung auf
das System. Wichtig wird hier wieder das dritte Newtonsche Axiom:

Fij = —Fji. (8.2)
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Der Vollsténdigkeit wegen, miissen wir noch erwihnen dafl das dritte Newtonsche Axiom nicht
fiir alle Arten von Kréften gilt. Es ist erfiillt fiir klassische Wechselwirkungen zwischen Teilchen
in einem Inertialsystem, wie etwa gravitative oder elastische Kréfte. Es gilt hingegen nicht fiir
Scheinkréfte in beschleunigten Bezugssystemen oder fiir Wechselwirkungen, bei denen Impuls
im Feld gespeichert werden kann, wie in der Elektrodynamik. Die Impulserhaltung bleibt dabei
jedoch stets erhalten, wenn das Gesamtsystem korrekt gewahlt wird.

Das dritte Newtonsche Axiom stellt sicher, dass innere Krifte stets paarweise auftreten und
keine resultierende Kraft auf das Gesamtsystem ausiiben. Wenn wir eine Gesamtkraft des
Systems von N Massepunkten definieren sehen wir die Folgen des Axioms:

N N
F’ges — Z <F_¢iext + ZF;ZJ> _ Z (F_’wiext +%Z |:Fij + F;{|> — Zﬁiext (83)
- =1

i=1 i i=1 i

Die Gesamtkraft bestimmt die Bewegung des sogenannten Schwerpunktes. Der Schwerpunkt
eines Systems von Massenpunkten ist definiert als der massengewichtete Mittelwert der Orts-
vektoren:

R(t) == % SomA, M=y m (8.4)

i=1

Der Schwerpunkt beschreibt die ,,mittlere Lage der Masseverteilung des Systems. Der Schwer-
punkt ist also derjenige Punkt, an dem man sich die gesamte Masse des Systems konzentriert
denken kann, ohne die Bewegung des Systems unter dufleren Kréiften zu verdndern.

Leiten wir die Definition des Schwerpunkts zweimal nach der Zeit ab, so erhalten wir

M R(t) = > mifi(o). (8.5)

Setzen wir die Bewegungsgleichungen der einzelnen Massenpunkte ein, folgt der sogenannte
Schwerpunktsatz

Mﬁ(t) = i (ﬁie){t + i Z ﬁz]) = ﬁges-- (8.6)

i=1 =1 j#i

Die Summe aller inneren Kréfte verschwindet aufgrund des dritten Newtonschen Axioms wie
wir in (8.3) gezeigt haben. Der Schwerpunkt bewegt sich so, als wire die gesamte Masse
M im Schwerpunkt konzentriert und als wiirde nur die Summe der dufleren Kréfte auf ihn
wirken. Innere Krifte beeinflussen die Schwerpunktbewegung nicht. So weit man sich nicht
fiir Details der Bewegungen der Einzelteilchen interessiert, kann man die Gesamtbewegung
tatsichlich durch die eines Massenpunktes, ndmlich des Schwerpunktes, ersetzen [1]. Ist das

System abgeschlossen, d.h. die Gesamtkraft verschwindet ﬁges = 0, so folgt ]%(t) = 0. Der
Schwerpunkt bewegt sich dann geradlinig und gleichférmig.

Bisher haben wir den Schwerpunkt fiir ein System aus diskreten Massenpunkten definiert
als gewichtete Summe iiber Massepunkte. Ein ausgedehnter Kérper kann als Grenzfall eines
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solchen Systems mit sehr vielen, sehr kleinen Massenelementen aufgefasst werden. Wir zerlegen
den Korper gedanklich in Volumenelemente dV, in denen sich jeweils eine infinitesimale Masse

dm = p(r)dV

befindet, wobei p(7) die Massendichte bezeichnet. Im Grenziibergang N — oo geht die Summe
iiber die Massenpunkte in ein Volumenintegral {iber. Die Definition des Schwerpunkts wird

damit zu
= 1 . 1 Lo
R—M/Vrdm—ﬂ/vrp(r)d‘@ (8.7)

wobei die Gesamtmasse des Korpers durch
M= / o(F) dV (8.8)
1%

gegeben ist. Das Symbol fv bezeichnet ein Integral {iber das gesamte Volumen V' des be-
trachteten Korpers. Dabei ist V' kein Zahlenwert, sondern dasjenige rdumliche Gebiet, das der
Korper einnimmt. In der Praxis bedeutet fv’ dass iiber alle Raumpunkte integriert wird, an
denen die Massendichte p(7) ungleich Null ist. Die konkrete Ausfiihrung des Integrals hangt
von der gewéhlten Koordinatendarstellung ab (z. B. kartesische, zylindrische oder kugelférmige
Koordinaten).

8.1.2 Beispiel: Schwerpunkt eines Vollzylinders

Wir betrachten einen homogenen Vollzylinder mit Radius R und Hohe h. Der Zylinder sei
entlang der z-Achse ausgerichtet, die Grundfliache liege bei z = 0, die Deckflache bei z = h.
Die Massendichte sei konstant p = const. Zunéchst wollen wir die Gesamtmasse berechnen.
In Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) gilt dV = rdr de dz. Damit ist die Gesamtmasse

h p2r (R R
M:/pdV:p/ / / rdrdodz = ph(21) — = pmR*h. (8.9)
v o Jo Jo 2

Damit kénnen wir jetzt die Schwerpunktkoordinaten bestimment mit Gleichung (8.7) berech-
nen. Wir bestimmen die Komponenten einzeln.

(i) x- und y-Komponente. Wegen der Rotationssymmetrie um die z-Achse muss der Schwer-
punkt auf der z-Achse liegen. Formal sieht man dies auch an den Integralen: mit x = r cos ¢
und y = rsin ¢ gilt

1/ % p/h/%/R( Yrdrdpd (8.10)
rs=— [ xp = — rcos)rdrdpdz 8.10
M Jy M Jo Jo Jo

P h R 2w

— 2 ([ae) ([ ) ([ eosede) <o (8.11)

da fozw cos pdp = 0. Analog folgt ys = 0.
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(ii) z-Komponente. Hier ist z bereits eine Koordinate, also

25 = M/zpdV M/ /QW/ zrdrdpdz (8.12)
G () ()5 (5)en (5) -2

Der Schwerpunkt des homogenen Vollzylinders liegt also bei

13)

Rs = (0,0,h/2). (8.14)

Er liegt also im geometrischen Zentrum des Zylinders (auf der Symmetrieachse und in halber
Hoéhe).

Wir wollen jetzt noch den Schwerpunkt eines Zylinders mit zwei verschiedenen Dichten be-
stimmen. Wir betrachten erneut einen Vollzylinder mit Radius R und Gesamthdhe h, dessen
Achse mit der z-Achse zusammentfillt. Die untere Hélfte (0 < z < h/2) habe die konstante
Massendichte py, die obere Hélfte (h/2 < z < h) die konstante Massendichte p,. Die Gesamt-
masse ergibt sich als Summe der Massen beider Zylinderhélften:

M:/p(F) av (8.15)
h/2  p2m 27
—pl/ / / rdrd@dz—i-pg/ / / rdrdedz (8.16)
h/2

TR*h
= 1R? ( 15 +p22> =3 (p1 + pa). (8.17)

Aufgrund der Rotationssymmetrie um die z-Achse gilt weiterhin x5 = ys = 0. Es bleibt also
nur die Bestimmung der z-Koordinate des Schwerpunkts:. Wir zerlegen das Integral entspre-
chend der beiden Dichtebereiche:

h/2 27 R h 2r  rR
,01/ / / zrdrd@dz—i-pg/ / / zrdrdedz
0 o Jo ni2Jo  Jo

Die Integrale iiber r und ¢ sind identisch wie zuvor und liefern jeweils 7R2. Damit folgt
zZ8 = —/——

h/2 h
p / zdz + p / zdz (8.19)
M ’ h/2

_ TR’ [pl h2e (h_2 _ M)} (8.20)

(8.18)

B mR?

M 2 2 2
T R2h?
= g7 (Pt 3e). (8:21)

Setzt man die Gesamtmasse M = 7rR;h(,Ol + po) ein, erhélt man

:ﬁpl+3p2

. 8.22
4 p1+ p2 (8.22)
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8.2 Erhaltungssitze im System von Massenpunkten

In den bisherigen Kapiteln sind uns drei zentrale Erhaltungsséitze begegnet: die Erhaltung des
Impulses, des Drehimpulses und der Energie. Diese Erhaltungsséitze sind keine voneinander
unabhéngigen Aussagen, sondern beruhen auf gemeinsamen strukturellen Eigenschaften der
Bewegungsgleichungen.

8.2.1 Impuls und Drehimpuls

Der Schwerpunktsatz (8.6) entspricht dem Impulssatz des N-Teilchensystems. Mit der Defini-
tion des Gesamtimpuls eines Systems und dem zweiten Newtonschen Axiom folgt

MR( ) C;f = Fexta P = ;ﬁz (823)
wobei F’ext die Summe der duleren Kréfte bezeichnet. Wirkt keine duflere Kraft auf das System,
so ist der Gesamtimpuls erhalten, vgl (7.8). Diese Aussage ist unabhéngig von der Zahl der
Teilchen und von der Art der inneren Wechselwirkungen.

Den Gesamtdrehimpuls eines Systems von N Massenpunkten haben wir schon im Kapitel
zuvor diskutiert, wir werden diesen nun in Verbindung mit dem Schwerpunktsatz bringen.
Zur Diskussion des Drehimpulserhaltung haben wir uns auf Zentralkrafte bezogen, da hier die
inneren Krifte nicht beitragen. Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses wird durch
das Gesamtdrehmoment der dufleren Kréfte bestimmt:

N
dLges . E:St — Z 7 X Flext _’ges — Z (824)

—'ext
ges

Wirkt bezughch des gewihlten Bezugspunktes kein dufleres Drehmoment, =0 folgt un-
mittelbar Lges = const.. Der Gesamtdrehimpuls eines Systems ist also genau dann erhalten,
wenn das duBere Drehmoment beziiglich des betrachteten Bezugspunktes verschwindet. Die
Drehimpulserhaltung ist daher stets eine Aussage, die sowohl dynamische als auch geometri-
sche Information enthélt.

Um die physikalische Bedeutung des Gesamtdrehimpulses weiter zu prézisieren, zerlegen wir

die Orts- und Impulsvektoren in Schwerpunkt- und Relativanteile. Dazu definieren wir
. 5, . . 1
- — - — . —
F=R+T P =mil+mgrf, () = 4 Zl m; 7 (1), (8.25)

wobei B der Schwerpunkt des Systems ist und 7} die Relativkoordinaten der Massenpunkte
beziiglich des Schwerpunkts bezeichnen.
Setzt man diese Zerlegung in den Gesamtdrehimpuls ein, so erhélt man

N .
Eges - Z(é + 7:;) X (mlé + mﬂ:;) (826)

=1

N , :
Zmi (ﬁxﬁ+f‘§xf§+éxf§+ﬂxﬁ). (8.27)

i=1
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Die letzten beiden Terme verschwinden aufgrund der Schwerpunktdefinition:
ST omi =Y mi (7~ B)= MR~ ME=0 (8.28)
Damit ergibt sich die Zerlegung
N
+ Z 7 X P (8.29)

Schwerpunktanteil i=1

Lges -

o]}
X
oL

Relativanteil

Der Gesamtdrehimpuls setzt sich also aus zwei unabhéngigen Beitrdgen zusammen:
e dem Drehimpuls des Schwerpunkts beziiglich des Bezugspunktes,
e dem inneren Drehimpuls der Teilchenbewegung relativ zum Schwerpunkt.

Die Drehimpulserhaltung bedeutet daher nicht notwendigerweise, dass die innere Rotation
eines Systems konstant ist oder dass sich der Schwerpunkt nicht bewegt. Entscheidend ist,
dass sich die Summe beider Beitrdge nicht dndert, sofern kein dufleres Drehmoment wirkt.
Der dritte wichtige Erhaltungssatz ist der der Energie. Die mechanische Energie eines Systems
ist die Summe aus kinetischer und potentieller Energie. Ist die Arbeit der dufleren Kréfte zeit-
lich konstant oder verschwindet sie, so bleibt die Gesamtenergie erhalten. Die Energieerhaltung
unterscheidet sich konzeptionell von Impuls- und Drehimpulserhaltung, da sie keine Vektor-
grofe betrifft und nicht an einen Bezugspunkt gebunden ist, sondern an die Zeitabhingigkeit
der wirkenden Kréfte.

Allen drei Erhaltungssétzen ist gemeinsam, dass sie aus den Bewegungsgleichungen folgen und
unabhéngig von den Details der inneren Dynamik gelten. Sie erlauben es, komplexe Vielteil-
chensysteme mit vergleichsweise wenig Information zu beschreiben. Fiir gebundene Systeme
von Teilchen ldsst sich ein Zusammenhang zwischen der mittleren kinetischen Energie und den
wirkenden Kréften herleiten, der als Virialsatz bezeichnet wird. Er spielt eine wichtige Rolle
in der Astrophysik, der Molekiilphysik und der statistischen Mechanik.

8.2.2 Beispiel: Raketenbewegung

Die Bewegung einer Rakete stellt ein besonders instruktives Beispiel fiir die Anwendung der
Impulserhaltung auf Systeme mit verdnderlicher Masse dar. Zugleich verdeutlicht sie die Rolle
des Schwerpunkts fiir die Dynamik zusammengesetzter Systeme. Wir betrachten als physika-
lisches System stets die Rakete zusammen mit allen bereits ausgestoffenen Abgasen. Vernach-
lassigt man dufere Krifte (z. B. Schwerkraft und Luftwiderstand), so handelt es sich um ein
abgeschlossenes System, fiir das die Impulserhaltung gilt:

AP,
dt

Der Schwerpunkt dieses Gesamtsystems bewegt sich daher geradlinig und gleichférmig. Die
Rakete allein ist hingegen kein abgeschlossenes System, da sie fortlaufend Masse in Form von
Abgasen verliert.

= 0.
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Wir betrachten ein kleines Zeitintervall At, in dem die Rakete der momentanen Masse m ihre
Geschwindigkeit von v auf v + Av dndert und dabei Masse verliert m(t + At) = m(t) + Am
(mit Am < 0), d.h. eine Masse —Am wird ausgestossen. Die Abgase verlassen die Rakete
mit der konstanten Relativgeschwindigkeit v, nach hinten, sodass ihre Geschwindigkeit im
Inertialsystem v — v, betrdgt. Aus der Impulserhaltung fiir Rakete und Abgase folgt:

mv = (m+ Am)(v+ Av) + (—Am)(v — vy). (8.30)
Nach Ausmultiplizieren und Vernachléssigen von Termen zweiter Ordnung ergibt sich
mAv = —v, Am.

Im Limes At — 0 erhalten wir die Raketengleichung

dv dm
) — = —v, —. 8.31
Zur Losung der Differentialgleichung multiplizieren wir beide Seiten mit d¢ und verwenden die
Definitionen der Differentiale
dv dm

Damit erhilt man die dquivalente Form
mdv = —vg dm,

in der Zeit nicht mehr explizit auftritt. Diese Gleichung kann nun direkt integriert werden.
Durch Trennung der Variablen ergibt sich

v(t) m(t) dm
/ dv = —Ug/ H (832)

vo mo

Dies liefert die klassische Raketengleichung von Ziolkowski:

m
v(t) — vy = v, m(W%) : (8.33)
wobei my die Anfangsmasse der Rakete ist. Die Beschleunigung der Rakete entsteht nicht
durch eine dulere Kraft, sondern durch den Impulsaustausch mit den ausgestofienen Abgasen.
Die dabei wirkenden Krifte sind innere Kréfte des Systems aus Rakete und Abgasen. Den-
noch kann sich die Rakete relativ zu einem &ufleren Bezugssystem beschleunigen, da Masse
das System verlédsst. Dieses Beispiel zeigt, dass die Impulserhaltung auch fiir Systeme mit
zeitabhéngiger Masse gilt, sofern das Gesamtsystem korrekt gewéhlt wird.

Aber was ist mit dem Schwerpunkt? Da fiir das abgeschlossene Gesamtsystem der Impulssatz
gilt, folgt unmittelbar auch der Schwerpunktsatz. Der Schwerpunkt von Rakete und Abgasen
bewegt sich daher geradlinig und gleichférmig und erfahrt keine Beschleunigung. Wahrend
sich die Rakete beschleunigt und die Abgase nach hinten ausstrémen, dndert sich lediglich
die Massenverteilung innerhalb des Systems, nicht jedoch die gleichférmige Bewegung des
Gesamtschwerpunkts.



86 KAPITEL 8. WAS PASSIERT, WENN VIELE TEILCHEN ZUSAMMENWIRKEN?

Vom diskreten Schwerpunkt zum Volumenintegral (Kontinuumslimes)

1. Diskrete Definition. Fiir ein System aus N Massenpunkten mit Massen m; an Positionen
7; ist der Schwerpunkt definiert als

. 1 N N
R= MZmiﬁ, M=) m. (8.34)
=1 i=1

2. Ein ausgedehnter Korper als viele kleine Massenelemente. Ein ausgedehnter Koérper
kann als Grenzfall eines Systems sehr vieler, sehr kleiner Massenelemente aufgefasst werden.
Dazu zerlegen wir das Volumen V des Korpers in viele kleine Teilvolumina AV;. In jedem
Teilvolumen wéahlen wir einen reprasentativen Punkt mit Ortsvektor 7;.

3. Masse eines kleinen Teilvolumens. Ist die Massendichte p(7) gegeben, dann hat das Teil-
volumen AV, ndherungsweise die Masse

Am; ~ p(7) AV, (8.35)

Diese Ndherung wird im Grenzfall sehr kleiner Teilvolumina exakt.

4. Schwerpunkt als gewichtete Summe iiber Teilvolumina. Setzen wir (8.35) in die diskrete
Schwerpunktformel ein, so erhalten wir fiir eine immer feinere Zerlegung des Korpers:

— ]_ . 1 o
R S R 2 AT = S, 2 AT (830

5. Kontinuumslimes: Summe — Integral. Im Grenzfall, dass die Zerlegung beliebig fein wird
(max; AV; — 0), werden die Summen in (8.36) zu Riemann-Integralen. Wir erhalten

M= /V p(F) dV (8.37)

und .
R= M/Vrp(r) dv. (8.38)

6. Alternative Schreibweise mit dm. Schreibt man das infinitesimale Massenelement als
dm = p(r) dV,

so kann (8.38) auch als
R= % /V 7dm (8.39)

geschrieben werden.

Damit ist gezeigt: Die Schwerpunktformel fiir kontinuierliche Massenverteilungen ist die di-
rekte kontinuierliche Entsprechung der diskreten Definition (8.34).



Kapitel 9

Wie lassen sich Krafte zwischen zwel
Korpern beschreiben?

e Physikalisches Thema: Zwei-Korper-Problem, Reduktion auf Relativkoordinaten
e Inhalte: Zwei-Korper-Problem, Relativkoordinaten, Reduktion auf Zentralkraft

e Mathematik: Transformationen, Vektoren Differentialgleichungen

9.1 Zwei Teilchen System

9.1.1 Bewegungsgleichungen

Viele physikalische Systeme lassen sich in guter Naherung als Zweikorperproblem beschreiben,
etwa die Bewegung von Planeten um die Sonne, Doppelsternsysteme oder die Wechselwirkung
zweier geladener Teilchen. Ziel ist es, die Bewegung zweier Teilchen auf ein einfacheres effek-
tives Problem zu reduzieren. Wir betrachten zwei Teilchen mit Massen m; und ms an den
Positionen 7 und 5. Zur Vereinfachung fithren wir Schwerpunkt- und Relativkoordinaten ein:

— m1f’1+m2f'2 . .
R= ———"=, r=17y—Ta. (9.1)
mi1 + Mo

Dabei beschreibt R die Bewegung des Gesamtsystems, wéihrend 7 die Relativbewegung der
beiden Teilchen angibt. Die Ortsvektoren der beiden Teilchen sind dann gegeben durch

Flzﬁ—i-%f: F2:§—WT, M:m1+m2. (92)

Die Bewegungsgleichungen der beiden Teilchen lauten

m17.“;1 = ﬁth + ﬁ12, (9.3)

S Hext n
mMoTo = F2 +F21,

wobel nach dem dritten Newtonschen Axiom ﬁm = —ﬁgl im generellen gilt. Addiert man die
Bewegungsgleichungen beider Teilchen, so erhélt man den schon diskutierten Schwerpunktsatz

MR = F&t 4 Foxt — Fees, (9.5)

87
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d.h. die Summer der innerern Kréfte verschwindet. Wenn keine duflere Gesamtkraft auf die
Teilchen wirkt (abgeschlossenes System) bewegt sich der Schwerpunkt gleichférmig. Subtra-
hiert man die beiden Bewegungsgleichungen, ergibt sich

. . 1 - 1 - 1

— — t t

r— = —Fpt et —
my ma my

— 1 — 1 — 1 — 1 1 =
F12 — —F21 — —Fth — —F;Xt + (— + —) Flg.
ma my mao my mso

Nach Umformung erhélt man eine Bewegungsgleichung fiir den Relativvektor

= re [ire M2 Zex M1 Zex -
ILLT':F l, F IIMFl t—MFQ t+F12 (96)
wobei Fr® dem relativen Kraftvektor enspricht, und
1 1 1 mym
Lo omi o mgo my + Mo

die reduzierte Masse ist. Wirken duflere Kréfte, so bleiben sowohl die urspriinglichen Koordina-
ten 77, 7y als auch die Schwerpunkt- und Relativkoordinaten ﬁ, 7 im Allgemeinen miteinander
gekoppelt. Eine vollstdandige Entkopplung der Bewegung tritt erst ein, wenn keine dufleren
Krifte wirken oder beide Teilchen dieselbe duflere Beschleunigung erfahren. In einem abge-
schlossenen System lésst sich also die Bewegung durch Einfithrung von Schwerpunkt- und
Relativkoordinaten in zwei unabhéngige Anteile zerlegen: die gleichférmige Bewegung des
Schwerpunkts und die Relativbewegung der beiden Teilchen. Damit reduziert sich das Zwei-
korperproblem auf die Bewegung eines einzelnen effektiven Teilchens der Masse p im Kraftfeld
Fl Die Relativbewegung erfolgt somit so, als bewege sich die reduzierte Masse p im durch die
Wechselwirkung bestimmten Kraftfeld zwischen den beiden Teilchen. Das Zweikérperproblem
wird daher effektiv zu einem Einteilchenproblem, und die Dynamik des Systems ist vollstédndig
durch die Relativbewegung bestimmt.

9.1.2 Zwei Teilchen im Zentralkraftfeld

Nach der Reduktion des Zweikorperproblems auf die Relativbewegung eines effektiven Teil-
chens betrachten wir nun einen besonders wichtigen Spezialfall: die Bewegung in einem Zen-
tralkraftfeld. Dieser Fall beschreibt unter anderem die gravitative Bewegung von Planeten
oder die Coulomb-Wechselwirkung geladener Teilchen.

Eine Kraft heifit Zentralkraft, wenn sie stets entlang der Verbindungslinie zwischen zwei Teil-
chen wirkt und ihr Betrag nur vom Abstand der Teilchen abhéngt. Fiir den Relativvektor 7
bedeutet dies .

- r

F(r)y=F@r)-,  r=]r. (9.8)

r

Die Kraft ist also rein radial und invariant unter Drehungen um den Kraftzentrumspunkt.
In vielen physikalischen Anwendungen ist diese Kraft zudem konservativ, sodass sie aus einem
Potential V' (r) abgeleitet werden kann:

F(7) = =VV(r). (9.9)
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Da das Potential nur vom Abstand r abhéngt, spricht man von einem Zentralpotential. Die
Relativbewegung reduziert sich somit auf die Bewegung eines effektiven Teilchens der redu-
zierten Masse p in diesem Potential.

Wir wollen kurz die Erhaltungssétze im Zentralkraftfeld diskutieren. Die spezielle Form der
Zentralkraft hat wichtige Konsequenzen fiir die Dynamik. Aufgrund der Konservativitit der
Kraft ist die Gesamtenergie im Zentralpotential

i=1,2
1 — moy -, 2 1 - mi 2
S GE RS
1 52, M2 5 L M3 1 B2 oM1Z L Mo,
:§m1 R +2MR T‘i‘m?" +§m2 R —2MR T+WT +V(T>
1 m mi\ 5 -, 1 m2 2
=3 (my1 +mag) R* + (mlﬁ - Tr@ﬁ) R-r+ 3 (mlﬁé +mgm> 7+ V(r)
1 mimeo mimese = 1 mlmg(ml + mg) kR
- i (2 ) i 2
5 R " 7 Rr+2( e 74+ V(r)
=0
1= 1 -,
= §MR + SHT + V(r) (9.10)

erhalten. Die kinetische Energie hat also einen Relativ- und einen Schwerpunktanteil.
Auch der Drehimpuls kann in relativ und Schwerpunktsanteil zerlegt werden.

Z:M(éxﬁ>+u<7?x?> (9.11)
Da die Kraft stets parallel zum Ortsvektor wirkt, verschwindet das Drehmoment
d - 5, ; - A 3 . y -
?ZEL:M<RXR>+M(RxR>+u@xaﬁ¢%Fxﬂ:FxFﬁzm (9.12)

und der Drehimpuls ist erhalten (abgeschlossenes System).

Die Bewegung erfolgt daher in einer festen Ebene senkrecht zum Drehimpulsvektor. Die Dre-
himpulserhaltung hat eine unmittelbare geometrische Konsequenz: Da der Drehimpulsvektor
L konstant bleibt, bewegen sich Ortsvektor 7 und Geschwindigkeitsvektor stets in einer Ebene
senkrecht zu L. Die gesamte Bewegung findet somit in einer festen Ebene statt. Es ist daher
zweckméiflig, die Relativbewegung in ebenen Polarkoordinaten (7, ¢) zu beschreiben. Dadurch
reduziert sich das Problem auf zwei zeitabhéngige Grofien: den Abstand r(¢) vom Kraftzen-
trum und den Winkel ¢(¢) innerhalb der Bahnebene. Wir schreiben den Ortsvektor in der
Bahnebene als

F=ré, (9.13)

wobei €, der radiale Einheitsvektor ist. Die Geschwindigkeit ldsst sich dann in einen radialen
und einen tangentialen Anteil zerlegen,

P =176 +1pe,. (9.14)
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9.1.3 Zweikérperproblem im Potential V(r) = —x/r

Wir betrachten zwei Teilchen der Massen m; und msy, die nur iiber ein Zentralpotential der

Form
K

Vir)=——, £>0, r=If—1 (9.15)
r
wechselwirken. Dieser Potentialtyp spielt eine zentrale Rolle, da er eine vollstdndige analyti-
sche Losung der Bahnform erlaubt. Mit Schwerpunkt- und Relativkoordinate reduziert sich
das Zweikorperproblem (ohne duflere Kréfte) auf die Bewegung eines effektiven Teilchens der
reduzierten Masse p im Potential V(7). Die Bewegungsgleichung lautet

K
r2’

pr = —VV(r) = (9.16)

Wie im Unterkapitel zuvor diskutiert, da V' nur von r abhéngt, ist die Kraft zentral, und
somit ist der Drehimpuls erhalten. Die Bewegung findet daher in einer festen Ebene senkrecht
zu L statt. Wir verwenden in dieser Ebene Polarkoordinaten (r,¢). Die Geschwindigkeit und
Beschleunigung lauten (Standardformeln):

F’:y’*é'r—i—rgbé'@, (9.17)
7= (i —19?) & + (rp + 27)) €. (9.18)

Da die Kraft rein radial ist, verschwindet die €,-Komponente der Bewegungsgleichung mé = F:

d
p(rd +2r¢) =0 = E(W@) = 0. (9.19)
Damit ist
L :=|L| = pr*y = const. (9.20)

Ausgangspunkt fiir die Losung der Bewegungsgleichung in einem konservativen Zentralfeld ist
die Giiltigkeit von Energie- und Drehimpulserhaltung, die sich in der Gleichung

1 1 L* &
B— 20 (74 120%) V() = =i . 9.21
S (41797 + V(r) = Spi Tt Ty (9:21)
manifestiert. Hierbei ist L = |L| konstant und r2¢ = L/p. Wir wollen nun die Bahnkurve

r(¢) bestimmen. Wir definieren hierzu
@)= & )= 9.2
u(p) = r(p) = —. .
r(®) ul(p)

Zunichst werden wir 7 ausdriicken durch die neue Parametrisierung.

dr d [1 u’ ,
&= o (Z) == (=) (9.23)

wir nutzen hier einen Strich ' fiir die Ableitung nach ¢ und einen Punkt fiir die zeitliche

Ableitung. Weiter gilt
. dr dy u\ (L, L,
- _ () (= = —a. .24
"y ( uz) (u ) 0 (5:24)

N
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Wir leiten weiter nach der Zeit ab:
L d L dd L . du L
=2 () = 2 W) = — 2T = g,
podi p dtde pode I
Mit dem Ausdruck fiir den Drehimpuls in Polarkoordinaten L = ur?¢ = u/u*p folgt
L L L?
P=——u" (—u2) = —— v (9.25)
H H H
Auflerdem benotigen wir
1 /L ,\* L?
rp? == (—u2> = —u’. (9.26)
u \p H
Die radiale Komponente der Bewegungsgleichung /m% = F ist
. . R
u(i —re?) = — (9.27)

Setzen wir (9.25) und (9.26) in (9.27) ein, so ergibt sich

Wir faktorisieren —%Qu2 und erhalten
_ HR

"
u +u= 12

dies ist die Differentialgleichung eines harmonischen Oszillators mit konstanter dulerer Kraft.
Die Losung dieser Gleichung ist

u(p) = asinp + [fcosp + % (9.28)

Die beiden Parameter «, 8 werden durch die Angangsbedingungen festgelegt. Die Bahnkurve

ergibt sich einfach als das Inverse r = 1/u. Wir werden im néchsten Kapitel die geometrische
Form der Bahnen im weiteren Detail diskutieren.
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Kapitel 10

Warum kreisen Planeten auf
Ellipsenbahnen?

e Physikalisches Thema: Keplersche Gesetze, Zentralkraftbahnen, Klassifizierung
e Inhalte: Keplersche Gesetze, Ellipsenbahnen, Energie- & Drehimpulserhaltung

e Mathematik: Integralrechnung, Klassifizierung der Bahnen (elliptisch /parabolisch /hyperbolisch)

10.1 Planetenbewegung

10.1.1 Bewegung im Gravitationspotential

Die Bewegung von Himmelskorpern gehort zu den éltesten Problemen der Physik. Bereits
lange vor der Entwicklung der modernen Mechanik war bekannt, dass sich Planeten auf regel-
méfBigen Bahnen um die Sonne bewegen und dass Monde Planeten umkreisen. Die Beschrei-
bung dieser Bewegungen war ein zentraler Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der klassischen
Mechanik. Aus heutiger Sicht verstehen wir diese Bewegungen als Folge der universellen Gra-
vitationskraft zwischen Massen. Die Dynamik eines Planetensystems ist daher ein Zweikor-
perproblem im Gravitationsfeld, genau der Situation, die wir im vorangegangenen Kapitel
allgemein untersucht haben. Damit konnen wir die zuvor entwickelte Theorie nun auf ein kon-
kretes und physikalisch besonders wichtiges Beispiel anwenden: die Bewegung zweier Korper
im Gravitationspotential.

Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz ziehen sich zwei Massen m; und ms mit der Kraft

3

TR 6, 7= 66743 x 10-11;;82,
an, wobei €, der Relativeinheitsvektor zwischen beiden Koérpern ist und v die Gravitations-
konstante. Diese Kraft ist eine Zentralkraft und konservativ. Das zugehorige Potential lautet

Fey

(10.1)

Vir) = —y 22 (10.2)

r

Wir erkennen, dass es sich genau um den bereits behandelten Spezialfall eines Zweikorperpro-
blems im Potential V() = —x/r handelt mit

K = ymims. (10.3)

93
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Die gesamte Dynamik reduziert sich somit auf die Relativbewegung eines Teilchens der redu-
zierten Masse p im Gravitationspotential. Am Ende der letzten Vorlesung hatten wir fiir die
Relativbewegung zweier Massen im Gravitationspotential die Losung

Ry

5 (10.4)

1 .
u(p) = ——= = asingp + fcosp +
r(p)
gefunden, wobei die Konstanten o und § durch die Anfangsbedingungen festgelegt werden.
Der winkelabhéngige Ausdruck lésst sich als einzelne Kosinusfunktion schreiben, dazu nutzen
wir eines der Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen:

Acos(p — ¢p) = Asin pgsin g + A cos @g cos ¢ = asin g + [ cos ¢. (10.5)
Die beiden neuem Koeffizienten A und g lassen sich bestimmen durch quadratisieren

o + B2 = A%(sin? gy + cos® ) = A2 = A=./a2+p2, (10.6)
und dividieren

tan g = % = (o = arctan %, (10.7)

wobei ¢g so zu wihlen ist, dass sinpy = a/A und cospy = (/A gilt (also die richtige Qua-
drantenwahl). Damit wird (10.4)

HYTLTT

2 (10.8)

u(ip) = Acos(p — o) +
Zur physikalischen Interpretation betrachten wir nun die Bewegung eines Planeten um die
Sonne (genauer: die Relativbewegung von Sonne und Planet, wobei aufgrund der grofen Mas-
senunterschiede die Sonne ndherungsweise ruht). Der Abstand r beschreibt somit den Abstand
des Planeten von der Sonne. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir den Winkel
nun so wihlen, dass der sonnennéchste Punkt der Bahn — also der Punkt minimalen Abstandes
— bei p = 0 liegt. Der Punkt minimalen Abstandes bedeuted u(y) wird maximal:

d
ot = —Asin(p — o) = Asin(pg) =0 = o =0, (10.9)
dyp ©=0 =0

damit verschwindet der Phasenwinkel g, und es folgt die Bahnform

Wym1me p

— A SR = £ 10.10
u(p) COS ¢+ ——3 r(p) = 1 . ( )
mit den Definitionen
L2
pi=—7 e := Ap, (10.11)
By me

Der minimale Abstand tritt bei ¢ = 0 auf, wihrend der maximale Abstand bei ¢ = 7 erreicht
wird. Die Bahn ist somit ein Kegelschnitt, dessen Gestalt durch den Parameter ¢ bestimmt
wird, dieser wird auch Exzentrizitit genannt.



10.1. PLANETENBEWEGUNG 95

i Nebenachse

Haup’%:achse Fy

Fy

Aphel Ta |

Perihel

Abbildung 10.1: Charakterisierung einer Ellipse. F} und F; sind die sogenannten Brennpunkte
der Ellipse. Der Mittelpunkt der Ellipse liegt in der Mitte zwischen den beiden Brennpunkten.
Die Summe der Abstdnde D; 5 eines Bahnpunktes zu den Brennpunkten ist konstant. Wenn
sich ein Planet auf einer elliptische Bahn um die Sonne bewegt sitzt die Sonne im Brennpunkt
Fy. Der minimale Abstand r, (Perihel) und der maximale Abstand r, (Aphel) des Planeten
von der Sonne werden entlang der Hauptachse erreicht.

10.1.2 Elliptische Bahnen

Fiir 0 < e < 1 beschreibt die Bahnkurve (10.10) eine Ellipse. Bevor wir die Bewegung weiter
diskutieren, erinnern wir kurz an die geometrische Definition einer Ellipse, sieche Abbildung
10.1. Eine Ellipse kann anschaulich als ein gegeniiber dem Kreis in einer Richtung gestreckte
Kurve verstanden werden. Sie besitzt eine lange und eine kurze Achse, diese werden werden
jeweils Haupt- und Nebenachse genanannt. Eine Ellipse ist so definiert das die Menge aller
Bahnpunkte, fiir die die Summe der Abstéinde zu zwei festen Punkten — den sogenannten
Brennpunkten — konstant ist. Bezeichnet man die Brennpunkte mit F} und F5, so gilt also fiir
jeden Punkt der Ellipse

D1 + Dg = 2&, DLQ = |PF172|, (1012)
wobei a die grofle Halbachse der Ellipse darstellt. Eine Ellipse mit Mittelpunkt im Ursprung

und Hauptachsen entlang der Koordinatenachsen lésst sich in kartesischen Koordinaten durch

22 P

Stn=1 (10.13)
beschreiben. Dabei bezeichnet a die Halbachse entlang der z-Richtung (grofie Halbachse) und
b die Halbachse entlang der y-Richtung (kleine Halbachse). Die Brennpunkte liegen in diesem

gewihlten Koordinatensystem auf der Hauptachse bei
TR, = Ec, & =a*— b (10.14)
Im Spezialfall @ = b geht Gleichung (10.13) in
2’ +y? =a® (10.15)

iiber, also in die Gleichung eines Kreises mit Radius a. Eine Kreisbahn ist somit eine spezielle
Ellipse, bei der beide Halbachsen gleich grofi sind und beide Brennpunkte im Mittelpunkt
zusammenfallen.
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Fiir Anwendungen in der Himmelsmechanik wird der Ursprung der Koordinaten nicht im
Mittelpunkt der Ellipse gew&hlt, sondern im Brennpunkt, in dem sich die Zentralkraftquelle
— etwa die Sonne — befindet. In Polarkoordinaten (r,¢) ergibt sich dann die Darstellung

P _r

L S 10.16
1+ecosp’ P= ( )

r()

wobei € = ¢/a die Exzentrizitdt und p der Bahnenparameter ist. Diese Form stimmt mit der
zuvor aus der Bewegungsgleichung erhaltenen Bahnform iiberein. Bei der Losung des Zwei-
korperproblems wurde der Ursprung nicht ausdriicklich festgelegt; durch die Einfithrung des
Relativvektors 77 = 7} — 1 entsteht jedoch automatisch ein Zentralproblem mit Kraftzentrum
bei ¥ = 0. Die geometrische Interpretation der Losung zeigt dann, dass dieses Kraftzentrum
in einem Brennpunkt der Ellipse liegt.

Die Ellipse beschreibt somit die typische Bahnform gebundener Bewegungen im Gravitations-
feld: Der Abstand des Planeten zur Sonne #ndert sich entlang der Bahn, wobei der Korper
periodisch in Sonnennéhe zuriickkehrt. Der kleinste Abstand zur Sonne wird im sonnennéchs-
ten Punkt der Bahn erreicht (Periphel r,), der groBte Abstand im sonnenfernsten Punkt(Aphel
rp). Aus der Bahnform r(p) ergeben sich diese Extremabsténde direkt. Da wir ¢ = 0 als son-
nennéichsten Punkt (Perihel) gewihlt haben, gilt cos0 = 1 und damit

P
min — = = . 10.1
r rp = 1(0) T e (10.17)
Der sonnenfernste Punkt (Aphel) liegt bei ¢ = 7, so dass cosm = —1 und
Tmax = Ta = T<7T) = b . (1018)
1—ce€

Diese Beziehungen kénnen auch umgekehrt verwendet werden, um p und € aus den Extremab-
stdnden zu bestimmen. Addiert und subtrahiert man die Kehrwerte, so erhélt man also

2 a a
p=—2a T Tp (10.19)
Tp + Ta Ta+7p

Damit ist die Bahngeometrie vollstédndig durch die beiden Extremabstéinde festgelegt. Zudem

ist der Parameter p bereits durch den Drehimpuls bestimmt,
L2

prymamy

Die Exzentrizitét e ergibt sich aus der Gesamtenergie der Bewegung. Dazu betrachten wir einen

Extrempunkt der Bahn (Perihel oder Aphel), an dem die Radialgeschwindigkeit verschwindet,
also 7 = 0 gilt. Die Energie lautet allgemein (Drehimpulserhaltung L = ur?¢)

1 . . ymimg 1 . L? Ymyme
E—=_ 2 22y e 2 2= ) = ) 10.21
2u(r + r2¢?) . 2(ur +M7”2 . ( )

p= (10.20)

Im Extrempunkt folgt damit
L ymumy L (1£6€)*  ymymy

w2, rpa 2u PP p

_H (777;127"12) %(1 el — (14 6)} _ % (e-1). (10.22)

(I1te)
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Daraus folgt schlieflich

9 2FL?

=14+ —-= (10.23)

p(ymims)?

Damit wird deutlich: Wahrend der Drehimpuls die Groflie der Bahn bestimmt, legt die Ge-
samtenergie die Exzentrizitdt und damit die konkrete Bahnform fest.
Zu Beginn dieses Kapitels hatten wir bereits gesehen, dass die Bahnkurve r(y) fir 0 <e < 1
eine Ellipse beschreibt. Setzt man diese Bedingung nun in die Energie am Extrempunkt (10.22)
ein, so folgt unmittelbar, dass in diesem Fall die Gesamtenergie negativ ist, also £ < 0 gilt.
Negative Gesamtenergie bedeutet, dass die Bewegung gebunden bleibt: Der Kérper kann das
Gravitationsfeld nicht verlassen und kehrt periodisch in Sonnennéhe zuriick. Elliptische Bah-
nen entsprechen daher gebundenen Zustdnden. Im Grenzfall € = 1 verschwindet die Bindungs-
energie (E = 0), wihrend fiir € > 1 positive Gesamtenergie vorliegt; die Bahn ist dann offen
und der Koérper entkommt dem Gravitationsfeld.
Dass die Gesamtenergie negativ werden kann, liegt an der Form des Gravitationspotentials.
Ublicherweise wird die potentielle Energie so gewihlt, dass sie im Unendlichen verschwindet,

Vir) -0 fiur r— oo.

Da das Gravitationspotential
_ymame

Vi(r) =

fiir alle endlichen Abstdnde negativ ist, kann die Summe aus kinetischer und potentieller
Energie ebenfalls negativ werden. Negative Gesamtenergie bedeutet daher, dass zusétzliche
Energie zugefiihrt werden miisste, um den Koérper bis ins Unendliche zu entfernen. Genau
dies entspricht einer gebundenen Bewegung. Die vollstindige Energie des Zweikorpersystems
enthélt zusétzlich die kinetische Energie der Schwerpunktbewegung,

1 5
Etot = §MR2 + Erel-

Diese Bewegung entspricht jedoch lediglich einer gleichférmigen Translation des gesamten Sys-
tems und beeinflusst die Relativbewegung der beiden Kérper nicht. Ob ein System gebunden
ist oder nicht, wird daher allein durch die Energie der Relativbewegung bestimmt. Im Schwer-
punktssystem verschwindet der erste Term, so dass Eioy = Fre gilt.

10.1.3 Bewegung fiir positive Energien und Fluchtgeschwindigkeit

Bisher haben wir gesehen, dass fiir negative Gesamtenergie elliptische, also gebundene Bahnen
entstehen. Der Korper bleibt dabei dauerhaft im Gravitationsfeld gebunden. Wir betrachten
nun den Fall positiver Gesamtenergie. In diesem Fall kann der Abstand der beiden Korper
unbegrenzt wachsen; die Bahn ist nicht mehr geschlossen, sondern entspricht einer Hyperbel.
Der Korper ndhert sich dem Zentralobjekt nur einmal und entfernt sich anschlieSend wieder
ins Unendliche.

Die minimale Geschwindigkeit, die ein Kérper benotigt, um das Gravitationsfeld gerade noch
verlassen zu konnen, erhilt man im Grenzfall verschwindender Gesamtenergie, £ = 0. In
grofem Abstand verschwindet sowohl die potentielle als auch die kinetische Energie, sodass
der Korper das Feld mit verschwindender Geschwindigkeit verlésst.
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Betrachten wir den einfachsten Fall eines radialen Starts bei r = ry, d. h. der Drehimpuls ist
null L = 0. Dann vereinfacht sich die Gesamtenergie zu
1 5 ymimg

E=- — .
2Mr T

Setzt man E = 0 bei r = ry, erhélt man die minimale Startgeschwindigkeit

/2
7;0 = Vege = T . (1024)
HTo

die sogenannte Fluchtgeschwindigkeit. Ist die Anfangsgeschwindigkeit grofier als diese, so be-
sitzt der Korper positive Gesamtenergie und entkommt dem Gravitationsfeld mit endlicher
Geschwindigkeit. Ist my die Zentralmasse (z. B. Sonne) und m; ein Korper mit m; < mg, so
gilt g~ mq und M ~ msy. Damit wird (10.24) zu der bekannten Form

2vM
To

= v, (10.25)

~
UGSC —

Die Fluchtgeschwindigkeit wird hdufig auch als zweite kosmische Geschwindigkeit bezeichnet.
Sie gibt die minimale Geschwindigkeit an, die ein Koérper an der Oberfliche eines Himmelskor-
pers besitzen muss, um dessen Gravitationsfeld ohne weiteren Antrieb dauerhaft zu verlassen.
Zum Vergleich bezeichnet man die minimale Geschwindigkeit, die fiir eine stabile Kreisbahn
nahe der Oberflache erforderlich ist, als erste kosmische Geschwindigkeit. Sie ergibt sich aus
dem Gleichgewicht zwischen Gravitationskraft und Zentripetalbeschleunigung zu

yM 1

V] =4 —

:—U7
To \/52

Die erste und zweite kosmische Geschwindigkeit unterscheiden sich also durch den Faktor V2.

10.1.4 Die Keplerschen Gesetze

Die bisherige Diskussion hat gezeigt, dass sich die Bewegung zweier Massen im Gravitationsfeld
auf die Bewegung eines effektiven Teilchens im Potential V(r) = —ymymq/r zurtickfiihren
lasst. Aus der Losung der Bewegungsgleichung folgt unmittelbar die Form der moglichen
Bahnen. Historisch wurden die folgenden Gesetzméfligkeiten jedoch zunéchst rein beobachtend
gefunden und spéter durch Newtons Mechanik erklért. Diese als keplersche Gesetze bekannten
Regeln fassen die wesentlichen Eigenschaften der Planetenbewegung zusammen.

Erstes Keplersches Gesetz (Bahngesetz). Die Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen, in
deren einem Brennpunkt die Sonne steht. Dieses Ergebnis folgt direkt aus der zuvor hergelei-

teten Bahnform »

rle) = 1+ecosp’

die fiir € < 1 eine Ellipse beschreibt, wobei das Kraftzentrum im Brennpunkt liegt.
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Zweites keplersches Gesetz (Flichensatz). Der Fahrstrahl vom Planeten zur Sonne iiber-
streicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen. Dieses Gesetz folgt unmittelbar aus der Drehim-
pulserhaltung. In einem kleinen Zeitintervall dt iiberstreicht der Ortsvektor 7(¢) mit seiner
Anderung 7(t + dt) die Fliche

dS = L [7(t) x 7t + dt)| = % 7(6) x (7(t) + 71 di) | = % 7(e) < 0] dr. (10.26)

DN | —

Dabei wurde verwendet, dass der Betrag eines Kreuzproduktes dem Flacheninhalt des von
den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms entspricht. Damit folgt fiir die Flachen-
geschwindigkeit

. 1 -
= 2—]L] = const. (10.27)
0

Die Flachengeschwindigkeit ist also konstant. Der Planet bewegt sich daher in Sonnennihe
schneller und in groflerer Entfernung entsprechend langsamer.

Drittes keplersches Gesetz (Periodengesetz). Die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten
sind proportional zu den dritten Potenzen der groBen Halbachsen ihrer Bahnen, T? o a®. Die-
ses Resultat folgt direkt aus dem zuvor hergeleiteten Fliachensatz. Wéahrend einer vollstandigen
Umlaufzeit T" wird die gesamte von der Bahn eingeschlossene Fléache einmal iiberstrichen. Fiir
eine Ellipse betriagt diese Flédche

S = mab, (10.28)

wobei a und b die grofle bzw. kleine Halbachse bezeichnen. Da die Fldchengeschwindigkeit
konstant ist, gilt

Tds L 2y mab
S:/ Sy Hop o p_2umab (10.29)
o dt 24 |L|

Zur weiteren Auswertung verwenden wir die bereits gefundene Beziehung zwischen den Ellip-
senachsen und dem Bahnenparameter,

b? L? L?
a Hymima Yy
Einsetzen in (10.29) liefert schlieBlich
472
T°=—a 10.31
s (1031

wobei im letzten Schritt = mymso/M verwendet wurde. Das dritte Keplersche Gesetz zeigt,
dass die Umlaufzeit nicht nur von der Gréfle der Bahn, sondern auch von der Gesamtmasse des
Systems abhéngt. Streng genommen beeinflussen also beide Massen die Umlaufzeit. In vielen
astronomischen Anwendungen ist jedoch eine der beiden Massen — etwa die Sonne — sehr viel
grofer als die andere, sodass ndherungsweise nur die Zentralmasse entscheidend ist. Gerade
diese Beziehung erlaubt es, aus beobachtbaren Umlaufzeiten und Bahngréflen die Massen von
Himmelskorpern zu bestimmen.



100 KAPITEL 10. WARUM KREISEN PLANETEN AUF ELLIPSENBAHNEN?



Kapitel 11

Warum konnen Teilchen von einem
Potential gestreut werden?

e Physikalisches Thema: Zentralkraftstreuung, Rutherford-Streuung
e Inhalte: Zentralkraftstreuung, Rutherford-Streuung

e Mathematik: Polarkoordinaten, Linienintegrale

11.1 Streuung im Zentralpotential

In den vorherigen Abschnitten haben wir die Bewegung im Zentralpotential fiir verschiedene
Energien untersucht. Wihrend negative Gesamtenergie zu gebundenen elliptischen Bahnen
fiihrt, entsprechen positive Energien offenen Bahnen. Solche offenen Bahnen beschreiben phy-
sikalisch Streuprozesse: Ein Teilchen néhert sich aus grofler Entfernung einem Kraftzentrum,
wird durch das Potential abgelenkt und entfernt sich anschliefend wieder.

11.1.1 Allgemeine Beschreibung eines Streuprozesses

Wir betrachten nun die Bewegung eines Teilchens im Zentralpotential fiir positive Gesamt-
energie. In diesem Fall ist die Bahn nicht mehr geschlossen; das Teilchen kommt aus grofler
Entfernung, wird durch das Potential abgelenkt und entfernt sich anschliefend wieder. Man
spricht von einem Streuprozess. Weit entfernt vom Streuzentrum ist das Potential vernachlas-
sigbar klein, so dass die Bewegung dort nidherungsweise geradlinig mit konstanter Geschwin-
digkeit erfolgt. Die Bahn néhert sich daher sowohl vor als auch nach der Wechselwirkung einer
Geraden, den sogenannten Asymptoten der Bewegung.

Fiir positive Energien gilt ¢ > 1 und die Bahn ist eine Hyperbel,

p

rle) = 1+ecosy’

wobei der Ursprung stets im Kraftzentrum liegt. Dieses befindet sich unabhéngig vom Wert der
Exzentrizitét in einem Brennpunkt der Bahnkurve. Wie bereits bei elliptischen Bahnen kann
der Winkel so gewéhlt werden, dass der Punkt kleinsten Abstands vom Kraftzentrum bei ¢ = 0
liegt. Dieser Punkt entspricht dem Perihel im gebundenen Fall bzw. allgemein dem Punkt der
néchsten Annéherung auch bei offenen Bahnen. Aus der Bahnform folgt unmittelbar, dass der
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Abbildung 11.1: Streugeometrie im Zentralpotential: Bahn (hyperbolisch) mit einlaufender
und auslaufender Asymptote. Der Stoparameter d ist der senkrechte Abstand des Streuzen-
trums von der einlaufenden Asymptote. Der Streuwinkel ¥ ist der Winkel zwischen den beiden
Asymptoten; ¢, bezeichnet den asymptotischen Winkel der Bahn. Sketch taken from [!]

Abstand minimal wird, wenn der Nenner maximal ist. Dies ist fiir cos ¢ = 1, also bei ¢ = 0,
der Fall. Die Wahl des Winkelursprungs ist somit rein geometrisch motiviert und bleibt sowohl
fiir elliptische als auch fiir hyperbolische Bahnen sinnvoll.

Die Ablenkung durch das Potential wird durch den Streuwinkel ¥ beschrieben. Er ist defi-
niert als der Winkel zwischen der Einflugrichtung und der Ausflugrichtung des Teilchens im
Unendlichen. Die Asymptoten erhélt man aus dem Grenzfall » — oo. Dann muss der Nenner
verschwinden,

1
1+ €cos e =0 = COS P = ——. (11.1)
€

Die Bahn néhert sich also fiir grofle Abstéinde Geraden in den Richtungen ¢ = 4¢... Die
Winkel +¢., beziehen sich auf die Radialrichtung (den Fahrstrahl vom Streuzentrum zum
Teilchen). Geometrisch ergibt sich damit fiir den Streuwinkel der in der Abbildung 11.1 dar-
gestellte Zusammenhang

T—0=2(T— ) = U=2p,—m. (11.2)

Damit ist der Streuwinkel vollstéandig durch die Exzentrizitét (und damit letztlich durch Ener-
gie und Drehimpuls) bestimmt.

Eine weitere wichtige Grofle ist der Stofiparameter d. Er gibt den senkrechten Abstand der
einlaufenden Geradenbewegung vom Streuzentrum an und bestimmt zusammen mit der An-
fangsgeschwindigkeit die Starke der Ablenkung. Wir wollen den Stpossparameter jetzt in Ver-
bindung setzen zu den Erhaltunsgrossen des Systems. Fiir r — oo verschwindet die potentielle
Energie, sodass die Gesamtenergie £ mit der kinetischen Energie im Unendlichen iiberein-

stimmt:
1 2F
E = 5@7}30, = Voo = H?. (11.3)

Im Unendlichen verlduft die Bahn ndherungsweise geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit
Uso- Wie uns bekannt ist, ist der Drehimpulsbetrag allgemein definiert als L = u|7* x ¢]. Der
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Betrag des Kreuzproduktes ist |7 x ¢] = rvsin a, wobei a der Winkel zwischen 7 und der Be-
wegungsrichtung ist. Fiir grofie Abstdnde wird dieser Winkel klein, d.h. 7 und ¢ sind nahezu
parallel (geradlinig Bewegung). Betrachtet man den Punkt der Asymptote, der dem Streuzen-
trum am néchsten liegt, so steht der Ortsvektor 7 dort senkrecht auf der Bewegungsrichtung
die sich ergeben wiirde wenn wir kein Potential hdtten (also der Asymptoten entlang). In
diesem Punkt gilt daher o = 90° und |7] = d. Wichtig ist, dafl der Stofiparameter d die einlau-
fende Gerade beschreibt, nicht die tatséchliche Bahn. Fiir eine geradlinige Bewegung entlang
der Geraden gilt: d = rsin o = const., d.h. der Hebelarm beziiglich des Urprungs ist konstant.
Entlang der tatsdchlichen Bahn &ndern sich hingegen r, v und «, sodass nur die Drehimpulser-
haltung gilt. Da der Drehimpuls erhalten ist, kann er insbesondere im Unendlichen bestimmt
werden, wo die Bewegung einfach ist. Dort folgt

L=pufxt=prsinav =% L= pdvs (11.4)
Damit ist der Stoparameter direkt mit der Drehimpulserhaltung verkniipft. Dieser Abstand

ist somit der Hebelarm der Bewegung im Unendlichen. Verwendet man zusétzlich die Ener-
gieerhaltung, so gilt im Unendlichen woraus schlielich folgt

1 L
gHteo V2LE (11.5)

Damit ist ein Streuprozess im Zentralpotential vollstdndig durch die beiden Erhaltungsgrofien
Energie und Drehimpuls charakterisiert. Die Energie legt die Geschwindigkeit des Teilchens im
Unendlichen fest, wihrend der Drehimpuls iiber den Stoparameter den minimalen Abstand
der Bahn vom Streuzentrum bestimmt. Die konkrete Ablenkung des Teilchens héngt jedoch
von der Form des zugrunde liegenden Potentials ab. Unterschiedliche Potentiale fithren zu un-
terschiedlichen Beziehungen zwischen Stofiparameter und Streuwinkel. Im folgenden Abschnitt
betrachten wir einen besonders wichtigen Spezialfall, bei dem das Wechselwirkungspotential
durch die Coulomb-Wechselwirkung gegeben ist. Dieser Fall spielt eine zentrale Rolle in der
historischen Entwicklung der Atomphysik und liefert ein klassisches Beispiel fiir die Anwen-
dung der zuvor entwickelten allgemeinen Streutheorie.

11.2 Rutherford-Streuung

11.2.1 Streuwinkel und Stossparameter

Ein historisch besonders wichtiges Beispiel fiir einen Streuprozess ist die Streuung geladener
Teilchen am Coulombfeld eines Atomkerns. In den klassischen Experimenten von Rutherford
wurden a-Teilchen auf diinne Metallfolien geschossen. Die beobachtete starke Ablenkung ein-
zelner Teilchen zeigte, dass die positive Ladung und fast die gesamte Masse des Atoms in
einem sehr kleinen Kern konzentriert sein miissen.

Zwischen dem einfallenden Teilchen mit Ladung Z;e und dem Atomkern mit Ladung Zse
wirkt das Coulombpotential

. 212262

V(r) = e (11.6)
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Dabei bezeichnet ¢y die elektrische Feldkonstante (Vakuumpermittivitét), welche die Starke
der elektrischen Wechselwirkung im Vakuum festlegt. Da beide Ladungen positiv sind, wirkt
eine abstoflende Kraft, sodass nur offene Bahnen auftreten und ein Streuprozess stattfindet.

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde, bewegen sich Teilchen im 1/r-Potential auf Ke-
gelschnitten. Fiir positive Gesamtenergie entstehen hyperbolische Bahnen mit Exzentrizitat

2FL? 7 Zye?
2 142
=14+ — = : 11.7
c + purk2’ " 4reg (11.7)
Der Streuwinkel ergibt sich aus der Geometrie der Hyperbel zu
1
Y =2¢y — T, COS Poo = ——. (11.8)
€

Zur weiteren Auswertung betrachten wir den halben Streuwinkel ¥/2 und erhalten unter Ver-
wendung der Identitéit tan(x — 7/2) = — cot x (cot x = £52):

sin

COS Poo 1/e 1 K | u

_ — = =/, 11.9
SiNeg /1 —1/e2 e2—-1 LV2E (11.9)

t v t
an — = — cot oo = —
5 ®

wobei sin ¢, > 0 gewdhlt wurde. Mit der zuvor hergeleiteten Beziehung zwischen Drehim-
puls und Stoflparameter, L = udv,,, die aus der asymptotischen geradlinigen Bewegung im
Unendlichen folgt, kann der Drehimpuls durch die experimentell vorgegebenen Gréflen Stof3-
parameter und Anfangsenergie ausgedriickt werden. Unter Verwendung von

E=—pv (11.10)

2 [e.e]

ergibt sich schlielich

L=\/2uEd. (11.11)

Einsetzen in die zuvor erhaltene Beziehung fiir den Streuwinkel liefert die Rutherford-Streuformel
tan — = —-. (11.12)

Damit ist der Streuwinkel vollstdndig durch StoSparameter und Anfangsenergie bestimmt:
kleine Stofparameter fithren zu starker Ablenkung, grofie Stoparameter zu nur geringer Rich-
tungsénderung. Wir werden im folgenden den Stossparameter mit d = b verwenden da wir
Ableitungen betrachten.
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Abbildung 11.2: Streuprozess in zwei Dimensionen. Die Bahn néhert sich fiir grole Abstédnde
geradlinigen Asymptoten an; ihr Winkel bestimmt den Streuwinkel ¥. Der Punkt P(¢) auf
dem Detektorkreis reprasentiert die entsprechende Ausflugrichtung.

11.2.2 Einfaches Beispiel: Streuung in zwei Dimensionen

Um die Geometrie eines Streuprozesses besser zu verstehen, betrachten wir zunéchst ein ver-
einfachtes zweidimensionales Modell, in dem sich alle Teilchen in einer Ebene bewegen. Dieses
Modell macht den Ubergang zwischen StoBparameter und beobachteter Streurichtung be-
sonders anschaulich. Der einlaufende Teilchenstrahl sei entlang der z-Achse gerichtet, das
Streuzentrum befinde sich im Ursprung. Ohne Wechselwirkung wiirden sich die Teilchen auf
Geraden bewegen. Diese Geraden besitzen einen minimalen Abstand vom Ursprung, den wir
schon als Stofparameter b kennen gelernt haben.

Der Stoflparameter beschreibt somit die einlaufende Bewegung: Teilchen mit unterschiedli-
chen Werten von b passieren das Streuzentrum in unterschiedlichen Abstdnden ober- oder
unterhalb des Ursprungs. Wirkt nun ein Potential, so wird die Bahn im Bereich des Streuzen-
trums gekriimmt. Fiir groe Absténde wird die Kraft jedoch vernachléssighar, sodass sich die
Bahn wieder einer Geraden annéhert, d.h. den Asymptoten. Der Streuwinkel ¢ ist der Winkel
zwischen diesen beiden asymptotischen Geraden. Die beobachtbare Grofle wird schlussendlich
somit nicht die tatsdchliche Bahn, sondern die asymptotische Ausflugrichtung des Teilchens.

Zur Beschreibung moglicher Ausflugrichtungen betrachtet man einen Kreis mit Radius R um
das Streuzentrum. Jede Bewegungsrichtung schneidet diesen Kreis in genau einem Punkt. Der
Kreis dient somit lediglich als geometrisches Hilfsmittel zur Beschreibung von Richtungen. Die
auslaufende Asymptote der Bewegung verlauft im Allgemeinen nicht durch das Streuzentrum.
Fiir die Beschreibung der Ausflugrichtung ist jedoch nur ihre Orientierung entscheidend. Man
kann die Gerade daher parallel durch das Streuzentrum verschieben. Die verschobene Gerade
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schneidet einen Kreis um das Streuzentrum im Punkt
P(¥) = (Rcos?, Rsin?), (11.13)

der die Ausflugrichtung eindeutig festlegt. Diese Gleichung ist die bekannte Parametrisierung
eines Kreises in kartesischen Koordinaten. Der Punkt P(¢) wird also nicht von der realen
Bahn getroffen, sondern von der auslaufenden Asymptote, die zur Bestimmung der Richtung
parallel durch den Ursprung gelegt wird. Der Kreis misst somit lediglich die Richtung der
Bewegung.

In einem realen Streuexperiment werden Detektoren in groflem Abstand vom Streuzentrum
positioniert und messen die Anzahl der Teilchen, die aus einer bestimmten Richtung eintreffen.
Entscheidend ist daher nicht die genaue Position der Bahn, sondern lediglich die asymptotische
Ausflugrichtung der Teilchen. Stossparameter sind in der Gréssenordnung von 10~°m, d.h.
Abweichungen durch die Verschiebung der Asympotenten in den Ursprung sind experimentel
nicht auflésbar. D.h. die in Abbildung 11.2 dargestellte Distanz von Asymptote und Punkt
P(v) ist iiberzeichnet dargestellt, im reallen Experiment lauft die Asympote effektiv durch
den Punkt P(9).

Teilchen mit Stoflparametern zwischen b und b+ db stammen aus einem schmalen Streifen der
Breite db im einlaufenden Strahl. In zwei Dimensionen werden diese Teilchen nach der Streuung
in einem Winkelintervall zwischen ¥ und 9 4 d¥ beobachtet, was einem kleinen Kreisbogen auf
dem Detektorkreis entspricht. Man vergleicht daher die Breite des einlaufenden Streifens mit
dem Winkelintervall, in das die Teilchen gestreut werden, und erhélt fiir den zweidimensionalen
differentiellen Wirkungsquerschnitt

)
d cos 5

%sing

i 1
dﬁtang

doap K

_|db) _ K
d9  |d9| 2F

_Ii
- 92FE

K
4F sin® g '

(11.14)

Damit wird deutlich, dass in zwei Dimensionen ein Winkelintervall direkt einem Léngenele-
ment auf dem Detektorkreis entspricht. Im dreidimensionalen Fall tritt an die Stelle dieses
Bogenelements ein Flachenelement auf einer Kugeloberfldche, woraus schlieBlich der Begriff
des Raumwinkels entsteht.

11.2.3 Differentieller Wirkungsquerschnitt

Im zuvor diskutierten zweidimensionalen Modell konnten wir die Streuung beschreiben, indem
wir gezahlt haben, wie viele Teilchen in ein bestimmtes Winkelintervall di gestreut werden. In
realen Experimenten bewegen sich die Teilchen jedoch im dreidimensionalen Raum. Nach der
Streuung verteilen sie sich daher nicht entlang eines Kreises von Richtungen, sondern iiber alle
Raumrichtungen. Experimentell misst man daher nicht Teilchenzahlen pro Winkelintervall,
sondern zahlt, wie viele Teilchen in einen bestimmten Raumwinkelbereich df2 gestreut werden.
Zur Beschreibung solcher Messungen nutzt man den dreidimensionalen Wirkungsquerschnitt.
Man betrachte einen einfallenden Teilchenstrom, der auf ein Streuzentrum trifft. Wichtig ist
es viele Teilchen mit einem festen Stossparameter b gibt, alle Bahnen mit Stoparameter b
bilden einen Kreis um die Strahlachse. Alle Teilchen mit StofSparametern zwischen b und b+ db
werden in einen Winkelbereich zwischen ¥ und ¥+ di gestreut. Vor der Streuung bewegen sich
die Teilchen nahezu geradlinig auf das Streuzentrum zu. Es ist daher natiirlich, die Anzahl
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der einlaufenden Teilchen iiber eine Fliche senkrecht zur Strahlrichtung zu beschreiben. Die
zugehorige Fliache im einlaufenden Strahl entspricht einem Ring mit Radius b und Breite db,

dA = 27m(b + db)? — 27b* ~ 2mb db, (11.15)

wobei wir hier angenommen haben das db sehr klein ist und wir db? vernachlissigen kénnen.
Nach der Streuung bewegen sich die Teilchen jedoch nicht mehr parallel, sondern fliegen in
unterschiedliche Richtungen auseinander. Daher ist es nicht mehr sinnvoll, eine Fliche zu
betrachten; stattdessen beschreibt man, in welche Richtungen die Teilchen gestreut werden.
Zur Beschreibung der moglichen Richtungen betrachtet man eine Kugel mit Radius R um
das Streuzentrum. Alle Teilchen mit gleichem Streuwinkel ¥ treffen die Kugel entlang eines
Kreises mit Radius Rsin ). Teilchen mit Streuwinkeln zwischen 9 und ¥ 4 d¢ treffen die Kugel
in einem schmalen Streifen der Breite R dvY. Geometrisch konnen wir dies als Mantelfliche
eines Kugelschnittes sehen. Die zwei Schnittebenen bei ¥ und 9 + di liegen entlang der Achse
bei z = Rcos? und z = Rcos(¥ + di). Damit ergibt sich die Hohe der Kugelschicht zu

h = Rcosv — Rcos(¥ + dv). (11.16)
Zur N#herung verwendeten wir die Taylorentwicklung einer Funktion f(z) um die Stelle z:
flz+ Az) = f(z) + f'(z) Az + O(Az?). (11.17)
Mit f()) = cos folgt
cos(¥ + di)) ~ cos ¥ — sin ¥ dv. (11.18)
Damit ergibt sich fiir die Hohe der Kugelschicht

h = Rcosv — Rcos(¥ + dv) ~ Rsind dv. (11.19)
Die zugehorige Fliche ist somit
dS = 27 Rh = 27 R? sin 9 dv). (11.20)

Der Raumwinkel ist das dreidimensionale Gegenstiick zum in der Ebene definierten Winkel.
Er beschreibt den Anteil des Raumes, der beispielsweise im Inneren eines Kegels liegt. An-
schaulich wird er bestimmt, indem man eine Kugel mit Radius R um den Scheitelpunkt des
Kegels betrachtet. Der Raumwinkel ist dann definiert als der Flédcheninhalt des entsprechen-
den Ausschnitts der Kugeloberflache, dividiert durch das Quadrat des Kugelradius, d.h. wir
fiir unsern Ring auf der Kugel erhalten wir das Raumwinkelelement

dQ) = %Z = 27 sin ¥ dv. (11.21)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt vergleicht die Fliche, aus der die Teilchen urspriinglich
kamen, mit dem Raumwinkelbereich, in den sie gestreut werden:

dosp dA b

dQ ~ dQ  sind

db
—. 11.22
Fe (11.22)

Der Betrag ist notwendig, da der StofSparameter mit wachsendem Streuwinkel abnimmt, der
Wirkungsquerschnitt jedoch stets positiv sein muss. Damit reduziert sich die Bestimmung des
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Wirkungsquerschnitts auf die Kenntnis der Beziehung zwischen Stofparameter und Streuwin-
kel. Experimentell misst man die Anzahl der Teilchen, die pro Zeit in einen Raumwinkelbereich
d§) gestreut werden. Kennt man zusétzlich die einlaufende Teilchenstromdichte 7, so ergibt
sich der differentielle Wirkungsquerschnitt aus

dosp _ 14N
Q. jdQ’

(11.23)

Der Wirkungsquerschnitt beschreibt somit die effektive Fléache, aus der Teilchen in einen be-
stimmten Raumwinkel gestreut werden.
Fiir das Coulombpotential in der Rutherford Streuung haben wir zuvor gefunden

9 K K U
Ableiten liefert " p p .
K K
@ M4 i 11.2
49~ 2E dv (CO 2) AE sin?(9/2) (11.25)

Einsetzen in die allgemeine Formel ergibt schlieflich (mit sin(x) = 2sin(z/2) cos(z/2))

dosp 1 (ﬂcotﬁ) ( AN )_ K __cot(v)/2) (11.26)

d  sind \2E 2 ) \4Esin’(9/2))  8E? sin¥ sin®(¥/2)
_ K? cos(1/2) 1
~ 8E2 sin(0/2) (2 sin(v¥/2) cos(ﬁ/Q)) sin(d/2) (11.27)
K \2 1
N (E) sin(9/2)" (11.28)

Dies ist die Rutherford-Streuformel fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt. Sie zeigt ins-
besondere, dass kleine Streuwinkel sehr wahrscheinlich sind, wéihrend grofie Ablenkungen deut-
lich seltener auftreten.

Die Rutherford-Formel zeigt mehrere charakteristische Figenschaften des Streuprozesses. Zu-
ndchst erkennt man, dass kleine Streuwinkel besonders haufig auftreten. Fiir kleine Winkel
gilt ndherungsweise sin(9/2) ~ 9/2, sodass der Wirkungsquerschnitt stark anwéchst:

dosp 1
aqa <o

(11.29)

Physikalisch bedeutet dies, dass die meisten Teilchen das Streuzentrum nur in groflem Abstand
passieren und daher nur schwach abgelenkt werden. Grofle Streuwinkel treten dagegen nur
dann auf, wenn das Teilchen sehr nahe am Kern vorbeifliegt. Solche Ereignisse entsprechen
kleinen Stofparametern und sind daher wesentlich seltener.

Schliefllich wachst der Wirkungsquerschnitt mit dem Quadrat der beteiligten Ladungen. Kerne
mit groferer Ladung fithren daher zu stiarkerer Ablenkung der Teilchen. Gerade die Beobach-
tung einzelner stark abgelenkter Teilchen im Rutherford-Experiment zeigte, dass die positive
Ladung des Atoms in einem sehr kleinen Raumbereich konzentriert sein muss, da nur so grofie
Ablenkwinkel erklédrt werden konnen.
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