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1. Archimedische Spirale (2 Punkte)
Die Geschwindigkeit ist

v(t) _ [esinwt + cwt coswt
~ \ccoswt — cwt sinwt

und die Bogenlédnge
L(t) = /dt V()2 =c [ dtV1+ w?t?

Dies ist das Integral von Blatt 2, Aufgabe 4 mit @ = w?, b = 0 und ¢ = 1. Damit ist
ac — b? = w? und

t
L(t) = o= Arsinhwt + ST+ w72,
W

2. Abrollkurve (7 Punkte)

(a) Die Bahnkurve ist eine der gleichférmigen Bewegung iiberlagerte Rotation, also

0 —a sin wt
I‘(t) = VMt+ <R> + (—acoswt) .

Hier ist das Vorzeichen durch die Drehrichtung bestimmt (im Uhrzeigersinn bei
Bewegung nach rechts). w ergibt sich aus der Bedingung, da§ das Rad rollen soll:
Bei einem vollen Umlauf (Umlaufzeit T = 27 /w) wird die Wegstrecke vT = 27 R
zuriickgelegt. Daraus folgt w = v/R. Zusammengefaft:

—asin 2t + vt
_ R
r(t) (—acos %t+R> '

(b) Die Geschwindigkeit ist fiir a = R



Fiir t,, = 2nmR/v verschwinden beide Komponenten (sin = 0 und cos = 1). Die
Steigung der Bahnkurve ist

dy 'y  singl
by

de & 1 —cos £t
und ist an diesen Punkten zunéchst unbestimmt. Nach L'Hopital gilt dann
sin 5t Z cos &t
t=tn 1 —cos 5t tote pSin 4t

(c) Skizzen fiir a < R, a = R und a > R:

3. Schiefer Wurf (11 Punkte)

(a) Aus a(t) = (0, —g) erhalten wir durch Integration nach der Zeit
v(t) = (0, —gt) + vo.
Zum Zeitpunkt ¢t = 0 gilt |v| = v und v, /v, = tan#, also
vo = (vcosf,vsinf).
Eine weitere Integration nach der Zeit ergibt
r(t) = (0, —gt*/2) + vot + 1,
und aus r(0) = (0, 0) schliefit man

1
r(t) = (vtcosf,vtsinf — §gt2). (1)
(b) Die Kugel trifft am Boden auf, wenn y(t) = 0 ist und ¢ # 0, also
1 2usinf
0=y(T) =vTsing - SgT° = T= usmny.
g

Durch Einsetzen in (1) erhalten wir

202 sin 0 cos 6 2
X =2(T) =vT cosf = 2V SIMTCT _ U Gin 20,
g g



(c) Die maximale Héhe wird erreicht, wenn § = 0 ist, d.h. vsinf = gt oder ¢t =
vsinf/g = T/2. Also ist

v? sin? 0
29
(d) sin 26 ist maximal bei 20 = 7/2 = 90°, also ist X maximal bei § = 7/4 = 45°.

(e)

Y =y(T/2) =

(2)

L(t) :/dt\/v(t)2 :/dt\/92152—2gvsin91§+v2

Dies ist das Integral von Blatt 2, Aufgabe 4 mit a = ¢, b = —gvsinf und ¢ = v
Es gilt

ac — b = ¢g*v? cos’ 9

und damit

v? cos? 0 gt —vsin® gt —vsinf
L(t) = Arsinh 212 — 2gusin 0t + v?
(t) % rsinh =———— + 2 Vg gusinft + v

Einsetzen ergibt

2 2 0 2
L(T) = —L(0) = - ‘;OS Arsinh tan 0 + ;’— sin 6
g g

und damit

2
L = L(T) — L(0) = — (cos” @ Arsinh tan  + sin )
g

(f) Fiir kleine Winkel gilt

[\

La~20+0) ~X,
g
dagegen fiir 0 = 7/2:
2
L=-—(0+1)=2Y
g

Fiir den Term mit dem Arsinh gilt ndmlich in der N&he von 0 = 7/2:

sinf + 1

cos® § Arsinh tan 6 = cos®# In(tanf + /1 +tan?0) = cos?# In 7
cos

— —cos?6 Incos#
Setze ¢ = m/2 — # und verwende L’Hopital fiir ¢ — 0:

...= —sin’ ¢ Insin ¢
In ¢ 1/¢

B V7T

=2¢% — 0.




