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hl�age1. Ar
himedis
he Spirale (2 Punkte)Die Ges
hwindigkeit ist v(t) = �
 sin!t+ 
!t 
os!t
 
os!t� 
!t sin!t�und die Bogenl�ange L(t) = Z dtpv(t)2 = 
 Z dtp1 + !2t2Dies ist das Integral von Blatt 2, Aufgabe 4 mit a = !2, b = 0 und 
 = 1. Damit ista
� b2 = !2 und L(t) = 
2! Arsinh!t+ 
t2p1 + !2t2:2. Abrollkurve (7 Punkte)(a) Die Bahnkurve ist eine der glei
hf�ormigen Bewegung �uberlagerte Rotation, alsor(t) = vM t+ �0R�+ ��a sin!t�a 
os!t� :Hier ist das Vorzei
hen dur
h die Drehri
htung bestimmt (im Uhrzeigersinn beiBewegung na
h re
hts). ! ergibt si
h aus der Bedingung, da� das Rad rollen soll:Bei einem vollen Umlauf (Umlaufzeit T = 2�=!) wird die Wegstre
ke vT = 2�Rzur�u
kgelegt. Daraus folgt ! = v=R. Zusammengefa�t:r(t) = ��a sin vR t+ vt�a 
os vR t+R� :(b) Die Ges
hwindigkeit ist f�ur a = Rv(t) = �v(1� 
os vRt)v sin vR t �



F�ur tn = 2n�R=v vers
hwinden beide Komponenten (sin = 0 und 
os = 1). DieSteigung der Bahnkurve ist dydx = _y_x = sin vR t1� 
os vRtund ist an diesen Punkten zun�a
hst unbestimmt. Na
h L'Hôpital gilt dannlimt!tn sin vRt1� 
os vR t = limt!tn vR 
os vR tvR sin vRt =1:(
) Skizzen f�ur a < R, a = R und a > R:

3. S
hiefer Wurf (11 Punkte)(a) Aus a(t) � (0;�g) erhalten wir dur
h Integration na
h der Zeitv(t) = (0;�gt) + v0:Zum Zeitpunkt t = 0 gilt jvj = v und vy=vx = tan �, alsov0 = (v 
os �; v sin �):Eine weitere Integration na
h der Zeit ergibtr(t) = (0;�gt2=2) + v0t+ r0;und aus r(0) = (0; 0) s
hlie�t manr(t) = (vt 
os �; vt sin � � 12gt2): (1)(b) Die Kugel tri�t am Boden auf, wenn y(t) = 0 ist und t 6= 0, also0 = y(T ) = vT sin � � 12gT 2 ) T = 2v sin �g :Dur
h Einsetzen in (1) erhalten wirX = x(T ) = vT 
os � = 2v2 sin � 
os �g = v2g sin 2�:



(
) Die maximale H�ohe wird errei
ht, wenn _y = 0 ist, d.h. v sin � = gt oder t =v sin �=g = T=2. Also ist Y = y(T=2) = v2 sin2 �2g (2)(d) sin 2� ist maximal bei 2� = �=2 = 90Æ, also ist X maximal bei � = �=4 = 45Æ.(e) L(t) = Z dtpv(t)2 = Z dtpg2t2 � 2gv sin � t+ v2Dies ist das Integral von Blatt 2, Aufgabe 4 mit a = g2, b = �gv sin � und 
 = v2.Es gilt a
� b2 = g2v2 
os2 �und damitL(t) = v2 
os2 �2g Arsinh gt� v sin �v 
os � + gt� v sin �2g pg2t2 � 2gv sin � t + v2Einsetzen ergibtL(T ) = �L(0) = v2 
os2 �2g Arsinh tan � + v22g sin �und damit L = L(T )� L(0) = v2g �
os2 �Arsinh tan � + sin ��(f) F�ur kleine Winkel gilt L � v2g (� + �) � X;dagegen f�ur � = �=2: L = v2g (0 + 1) = 2Y:F�ur den Term mit dem Arsinh gilt n�amli
h in der N�ahe von � = �=2:
os2 �Arsinh tan � = 
os2 � ln(tan � +p1 + tan2 �) = 
os2 � ln sin � + 1
os �! � 
os2 � ln 
os �Setze � = �=2� � und verwende L'Hôpital f�ur �! 0:: : : = � sin2 � ln sin�! ��2 ln� = � ln�1=�2 ! � 1=��2=�3 = 2�2 ! 0:


