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Abgabe: Mittwoch, 10. 1. bis 10:30  Don’t panic — erstmal frohe Wethnachten!

1. Bewegung im Potential, qualitativ (8 Punkte)

Ein Massepunkt (Masse m) bewegt sich in einem Potential, welches durch ein Polynom
vierten Grades dargestellt werden kann:

Ulz) = az* + ba* + ¢, (a,b,c € R, a #0)

(a) Nehmen Sie b > 0 an und skizzieren Sie die Form des Potentials und die Bahnkurve
einer gebundenen Bewegung fiir (i) @ > 0; (ii) @ < 0. In welcher Weise weicht jeweils
die Bahnkurve von der harmonischen Schwingung ab, die sich fiir den Fall a = 0
ergeben wiirde? (keine Rechnung!) (5 Punkte)

(b) Skizzieren Sie in analoger Weise Potential und Bahnkurve fiir b < 0 und a > 0.
Welche zwei Fille miissen Sie hier unterscheiden? Was passiert im Fall a = 07

(3 Punkte)

2. Wegintegrale (12 Punkte)

Berechnen Sie jeweils das Wegintegral

/CF(r) -dr

(a) F(r)=e,xr (b) F(r) =r/r?

mit

fiir die folgenden beiden Wege C' in der xzy-Ebene von (1,0, 0) nach (0, 1,0):

(i) einen Kreisbogen mit Radius 1 um den Koordinatenursprung;

(ii) einen Kreisbogen mit Radius 1 um den Punkt (1,1,0).

Hinweis: Parametrisieren Sie die Kreisbdgen mit Hilfe von Winkelfunktionen.



3. Fiir Interessierte (keine Punkte)

Auf dem vorigen Blatt haben Sie gezeigt, dafl sich die Bahnkurve einer gebundenen
Bewegung durch Winkelfunktionen ausdriicken 148t, wenn das Potential ein Polynom
zweiten Grades ist. Auf Ahnliche Weise kann man Polynome dritten und vierten Grades
studieren, wobei man auf elliptische Funktionen zuriickgreifen muf.

Betrachten Sie zunéchst die Bewegungsgleichung E = const fiir ein allgemeines Poly-
nom vierten Grades:

U(z) = agx* + asz® + ax2® + a10 + ag

Im Folgenden sollten Sie die Rechnungen nur soweit durchfiihren, dafl Sie sehen kénnen,
ob die jeweilige Aussage richtig ist:

(a)
(b)

(c)

(d)

Nehmen Sie an, dafl eine gebundene Bewegung moglich ist: Warum hat dann das
Polynom E — U(x) mindestens eine Nullstelle z = z4?

Substituieren Sie x = o — 1/y und zeigen Sie, daf Sie damit die Differentialglei-
chung auf die Form

J* = b3y® + boy” + bry + by

bringen konnen, d.h. der Grad um 1 reduziert ist. Durch eine weitere Substitution
y — z (welche?) erhalten Sie die Standardform

Z.’2 = 423 — 22 — (3.

Die Losung dieser DGL heifit Weierstrasssche @-Funktion mit den Invarianten g,
und g3 (siehe z.B. BRONSTEIN).

Substituieren Sie nun z = 1/u? +r (r € R). Dies fiihrt auf eine neue DGL fiir .
Mit passender Wahl von 7 kénnen Sie den Term u® eliminieren. Damit haben Sie
ein Polynom vierten Grades, das nur noch gerade Potenzen enthilt (vgl. Aufg. 1):

2

u = c4u4 + CQU2 + Cp.

Durch eine weitere Substitution v — v erhalten Sie eine der Standardformen (fiir
gebundene Bewegung)

v = (1 —v*)(1 - k*?) oder
v'? = (1 —v?)(K? + E*0?) oder
UIQ — (1 - 7}2)(1)2 - le),

wobei 0 < k < 1 und k? + k"2 = 1. Die Losungen dieser DGLs heiflen Jacobische
Funktionen sn, cn und dn (in dieser Reihenfolge). Ihre Bilder haben Sie in Aufg. 1
skizziert. Zeigen Sie, dafl

cn’r=1-sn’z und dn’z=1—-k?sn’z
gilt, d.h. die Losung der zweiten und dritten DGL sich durch die Lésung snx der
ersten ausdriicken l&8¢.

Zeigen Sie: Fiir £ — 0 gehen die Jacobischen Funktionen in Winkelfunktionen
iiber. Was passiert fiir £ — 17



