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tGezeigt sind jeweils Bahnkurven mit E = 0. F�ur a > 0 (links) ist die Auslen-kung etwas kleiner als bei der harmonishen Shwingung (gestrihelt). Die Periodeist entsprehend k�urzer. Au�erdem sind die Spitzen bei maximaler Auslenkungsh�arfer, da die Steigung des Potentials am Umkehrpunkt gr�o�er ist als im harmo-nishen Fall.Dagegen ist f�ur a < 0 (rehts) die Auslenkung gr�o�er, die Periode l�anger, und dieSpitzen sind abgeaht.



(b) b < 0
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tF�ur a = 0 ist die Bewegung niht gebunden (gestrihelt).2. Wegintegrale (12 Punkte)(a) F(r) = ez � r = (�y; x; 0)(i) Kreisbogen um den Koordinatenursprung:r = (os t; sin t; 0) mit 0 � t � �2also dr = (� sin t; os t; 0) dt



und daherZC F(r) � dr = Z �=20 0�� sin tos t0 1A �0�� sin tos t0 1A dt = Z �=20 dt = �2(ii) Kreisbogen um den Punkt (1; 1; 0):r = (1� sin t; 1� os t; 0) mit 0 � t � �2also dr = (� os t; sin t; 0) dtund daher ZC F(r) � dr = Z �=20 0��1 + os t1� sin t0 1A �0�� os tsin t0 1A dt= Z �=20 (os t+ sin t� 1) dt= sin t� os t+ tjt=�=2t=0 = 2� �2(b) F(r) = rr2 = 1x2 + y2 + z2 (x; y; z)(i) ZC F(r) � dr = Z �=20 1os2 t+ sin2 t 0�os tsin t0 1A �0�� sin tos t0 1A dt = 0(ii) ZC F(r) � dr = Z �=20 1(1� sin t)2 + (1� os t)2 0�1� sin t1� os t0 1A �0�� os tsin t0 1A dt= Z �=20 sin t� os t3� 2 sin t� 2 os t= 12 Z t=�=2t=0 duu mit u = 3� 2 sin t� 2 os t= 12 ln 3� 2 sin �2 � 2 os �23� 2 sin 0� 2 os 0 = 0Tats�ahlih ist dieses Integral wegunabh�angig, dennF(r) = rr2 =r ln r mit r = jrj:



3. F�ur Interessierte (keine Punkte)(a) Die Bewegungsgleihung f�ur eine Bahnkurve mit Energie E lautetm2 _x2 = E � U(x) = �a4x4 � a3x3 � a2x2 � a1x+ (E � a0)Wenn die Bewegung gebunden ist, gibt es einen Umkehrpunkt mit _x = 0, d.h. dierehte Seite hat eine Nullstelle. Man kann also shreiben_x2 = (x� x0)(a03x3 + a02x2 + a01x + a00)mit einem reellen Wert x0 und neuen KoeÆzienten a0i.(b) Aus x = x0 � 1=y folgt _x = _y=y2, also kann man ausklammern und alles auf einenNenner bringen_y2y4 = ��1y�"a03�x0 � 1y�3 + a02�x0 � 1y�2 + a01�x0 � 1y� + a00#= 1y4 �b3y3 + b2y2 + b1y + b0�mit wieder anderen KoeÆzienten bi. Den Nenner y4 kann man auf beiden Seitenk�urzen. Wie in Aufgabe 3 auf Blatt 10 kann man nun eine lineare Substitutiony = pz � qvornehmen. p wird so gew�ahlt, da� der KoeÆzient von z3 gleih 4 wird, und q wirdso gew�ahlt, da� der KoeÆzient von z2 vershwindet. Das bedeutetp = 4b3 und q = b23b3 ;wie man durh Einsetzen feststellt. Damit ist_z2 = 4z3 � g2z � g3;wobei sih g2 und g3 aus den KoeÆzienten bi berehnen.Nebenbei haben wir damit gezeigt, da� alle Potentiale dritter und vierter Ord-nung auf die gleihe Klasse von Funktionen als L�osungen der Bewegungsgleihun-gen f�uhren, n�amlih solhe, die durh die }-Funktion ausgedr�ukt werden k�onnen.Die Theorie dieser \elliptishen" Funktionen bildet einen Shwerpunkt der Funk-tionentheorie.() Mit der Substitution z = 1=u2 + r, also _z = �2 _u=u3, erhalten wir zun�ahst eineDGL mit einem Polynom vom Grad 6 auf der rehten Seite:4 _u2u6 = 4� 1u2 + r�3 � g2� 1u2 + r�� g3= 4u6 �6u6 + 4u4 + 2u2 + 0� :



Wenn wir aber den KoeÆzienten von u6 ausrehnen46 = 4r3 � g2r � g3;stellen wir fest, da� die rehte Seite immer eine Nullstelle hat, d.h. es gibt einenWert von r, so da� 6 vershwindet.Der allgemeine Fall eines Polynoms dritten oder vierten Grades l�a�t sih also aufein Polynom vierten Grades mit geraden Potenzen zur�ukf�uhren, den Fall, den wirin Aufgabe 1 qualitativ behandelt haben.(d) Zuletzt skalieren wir die Variable u und die Zeit t nohmals um: u = �v und t = �s,wobei wir � und � so w�ahlen k�onnen, da� die beiden Nullstellen des Polynoms mitmaximalem Betrag (falls welhe existieren) bei �1 liegen. Das hei�t, die Gleihunghat eine der Formenv02 = (1� v2)(1� k2v2) oderv02 = (1� v2)(k02 + k2v2) oderv02 = (1� v2)(v2 � k02);wobei 0 � k � 1 und k2 + k02 = 1. Wenn man eine spezielle L�osung der erstenGleihung mit sn s bezeihnet [die allgemeine L�osung ist v(s) = sn(s � s0)℄ undn(s) = v(s) durh v2(s) = 1� sn2 sde�niert, dann erh�alt man durh Di�erentiationv(s) v0(s) = � sn s sn0 salso v02(s) = sn2 sv2(s) sn0 2s= sn2 sv2(s)(1� sn2 s)(1� k2 sn2 s)= 1� v2(s)v2(s) v2(s) �1� k2[1� v2(s)℄�= (1� v2(s))(1� k2 + k2v2(s))und analog f�ur dn s. Diese drei Funktionen beshreiben also die vershiedenen F�alleder gebundenen Bewegung im Potential aus Aufgabe 1.(e) F�ur k = 0 (also k0 = 1) fallen die ersten beiden Di�erentialgleihungen mit der f�urharmonishe Bewegung zusammen:v02 = (1� v2)v02 = (1� v2)v02 = �(1� v2)2



Die dritte DGL hat die einzige L�osung v � 1. Damit gehen sn und n in Winkel-funktionen �uber; man w�ahlt den Anfangswert so, da�sn x = sinx; n x = os x; dn x = 1 f�ur k = 0.F�ur k = 1 (also k0 = 0) sehen die Gleihungen so aus:v02 = (1� v2)2v02 = v2(1� v2)v02 = v2(1� v2)Diese Di�erentialgleihungen lassen sih ebenfalls ohne Shwierigkeiten l�osen, undman erh�alt v(s) = � tanh sim ersten Fall und v(s) = � 1osh sin den beiden anderen F�allen, d.h.sn x = tanhx; n x = 1osh x; dn x = 1osh x f�ur k = 1:Dies entspriht physikalish dem Fall, da� ein lokales Maximum des Potentials (inAufgabe 1) gerade eben f�ur t!1 erreiht wird.


