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Musterldsung zu Ubungsblatt Nr. 3 zur Theorie A

Differenzieren

a) f(z): Quotientenregel benutzen: f = % = f' = ”"IL;;“’/

sin z COSZz-COo8z —sinz-—sinz 1
f(z) = tanz = cos z = fle)= cos? z T eostz sec” 2

g(2) : Kettenregel benutzen: L g(y(z)) = ¢/(2) ¢'(y(z))

Sla

z

g(z) = arctanz = tang(z) =z == ¢'(2) sec?g(z) =1
Nun sin?6 + cos? = 1 = tan?6 + 1 = sec? 0, also sec? g(z) = 1 +tan? g(z) = 1 + 22

1

5 (1R =1 = ¢ =1

Beweis der Identitiit: zuerst y = arctan 1

¢ mit der Kettenregel differenzieren:

g 1 N ; N dy dydx 1 -1 1 -1 1
elr =— = arctanz = = == — =
4 A€ T drde  1+22 € 1+ @ 1+e

Jetzt Gleichung (1) auf dem Aufgabenblatt differenzieren:

1 & 1 1
arctan § = g - arctang = e =0-— (7T€2> 4

Die rechte Gleichung ist eindeutig erfiillt, also wenn wir sie integrieren, bekommen wir

1
arctan{ = —arctan — + ¢
3
wobei ¢ die Integrationskonstante ist. Um ¢ zu bestimmen, setze £ = 1 = ¢ =

2arctanl = 7.

b) Wir benutzen < [In f(z)] = f,(;))

f(
1 2
f(y,()):ln[ +lgtan (UTG :| In(l+6)—Iny+1In |:tan (UTG)}
of 1 sec? ﬂTg) 1 2 1 %
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of 1 yfsec UT) 1 o 1 20
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Jetzt benutzen wir die Quotientenregel:

0 of _sing?0 -2y —y? - 2y cosy®0  2y(1 — 320 cot y?0)

oy 90 sin?(y20) sin 20
9 9f _sin Y20 - 2y — 290 - y* cosy?0  2y(1 — 6 cot y?0)
20 9y sin?(y20) - sin y26

Bei der gemischten Ableitung spielt die Reihenfolge der Ableitungen keine Rolle (auler
bei pathologischen Funktionen).

“Swing-By”

a) Impulserhaltung in - und y-Richtung:

mu, + MV, = mul, + MV] (1)
muy, + MV, = mul, + MV, (2)
Energieerhaltung:
Imu? + IMV? = Imu? + SMV7 (3)
= %m(ui + u7) 1M(V2 + V2) = % (u? + u %)+ %]\I(VI’2 + Vy’2) (4)
Aus der Geometrie folgt u, = —u, und u; = u},. AuBerdem gilt V,, = 0. Einsetzen in
(1) und (2) liefert:
VIi=V,+ A[(ugc — ) (5)
m
V,=— ]w(uT-ﬁ—u) (6)

Einsetzen in (4):

mul + MV} = mull + 1MV} + V;)

= uiJr%Vf* +%[(V+M( u;)>2+<1\[(uz+u))2}
(1 + M) — Vpul, 4+ u? (M - 1) +Vou, =0 (7)

b) Losung von (7) mit Hilfe der Standardformel fiir eine quadratische Gleichung:
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Jetzt entwicklen zu linearer Ordnung in +:

M
m

\% \% m Viu
2 = T r -z _, AN e T
s = (1ot ) |5t ( 2 “’”) (1 20 (% )t )

Ve (V. v (v Vo,
= — Uy - — Uy
2 M|\ 27\ % w)

m V2 —2Vu, + 2u?
M Vi — 2uy,

Ve — Uy (obere Zeichen in der Wurzel)

m 2u?

T

U+ 4 m (obere Zeichen in der Wurzel)

Im Limes §; — 0 bedeutet die 2. Losung, dass die Raumsonde weiter nach links fliegt,
da u), = u, < 0. Die 1. Losung ist die abgebildete: es gilt V;, > 0,u, <0 = u, >0 =
die Raumsonde fliegt nach rechts. (Siche Abbildung unten.)

Gewonnene kinetische Energie (zu fithrender Ordnung):

AKE  imu”—imu?  u? w4
= T2 ) T2 a2
KE Zmu u uy, + ug,
2 2
72u171N(V17uz) 717‘/;(‘/;72%)
2u2 o u u2

Da u, < 0 ist die Energieéinderung immer positiv = die Raumsonde fliegt schneller.

Bemerkung: 1
Das Gravitationsfeld des Planeten

wirkt als “Streupotential” fiir ein Pro- b v
beteilchen, die Raumsonde. Im Allge-
meinen héngt die Streurichtung des
Probeteilchens von der Form des Streu-
potentials und von dem sogenannten
StoBparameter b ab (Stichwort “Streu-
querschnitt”). Hier haben wir explizit
nur die Losungen mit u), = u, gesucht,
also 1 und 2 in der Abbildung rechts.
Welche der beiden relevant ist, hangt
vom StoBparameter b und damit von
den Anfangsbedingungen ab — fiir an-
dere Werte von b ist keine der beiden
relevant.
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Bahnkurve

a)

b)

[ z(t)\ _ [ Re*sinwt
r(t) = ( y(t) ) B ( Re™ coswt >
o(t) = o)\ [ 2\ [ Re(asinwt+ wcoswt)
v S\ % ) Re*(acoswt — wsinwt)

_ ‘ng [ Re™[(a? — w?)sinwt + 2aw cos wt]
N % "\ Re®[—2awsinwt + (a? — w?) cos w]

v(t) = y/v2(t) + 02(t) = Re*\/(asinwt + wcoswt)? + (a coswt — w sin wt)?

= Rc"“\/(oﬂ + w?)(sin? wt + cos2 wt) = Re /(a2 + w?)
alt) = y/az(t) + aj(t)

= Re\/[(02 — w?) sinwt + 20w cos wt]? + [—2awsin wt + (a2 — w?) cos wi]?

=R e‘”\/(oz2 +w?)Zsin? wt + (a2 + w?)2 cos? wt = Re™(a® + w?)

Die gestrichelte Linie zeigt den Kreis mit Radius R.
a<0 Y a>0 Y

s

- NN
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t t , Iat —1
s(t) = / lo(t)|dt' = RVaZ + w? / dt' e = RvaZ +w? <
0 0 -

«a
Im Limes o — 0 entwicklen wir e®*:

Ttatt )1
lim s(t) = 1111%3\/042 T2 (tat+---)-1 — Ruwt
a— o

a—

In diesem Limes bewegt sich das Teilchen mit Winkelgeschwindigkeit w auf einem Kreis
mit Radius R, wobei s = Rwt der Standardausdruck fiir die Bogenlédnge ist.

Fiir @ < 0 gilt limy_o, e = 0, also

-1 1
lim s(t) = RvVa?+ w? (—):R a?+w?—.
a

t—o00 |()4‘

Nach einer unendlichen Zeit ist die zuriickgelegte Strecke endlich, und das Teilchen
befindet sich bei (z,y) = (0,0). (Fiir a > 0 ist die zuriickgelegte Strecke unendlich im
Limes t — 00.)



