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Musterldsung zu Ubungsblatt Nr. 6 zur Theorie A

Differentialgleichungen

Richtungsfeld und Form der Losung: Siehe Skizze.
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A, ¢ sind Integrationskonstanten (A = e°). Bestimmte Losung:

Yo =0)=2 = 2=A" = A=2 = y(x) =2/
Abkiihlung von Milchkaffee

(a) Die zeitliche Anderung der Wirmeenergie W eines Kérpers ist proportional zum Tem-
peraturunterschied mit der Umgebung:

% =—k(T-Th) = mci—f =—k(T —Tp)

Minuszeichen: W nimmt ab falls T > Ty = der Korper kiihlt ab.

k > 0ist die Proportionalitétskonstante. Merke: Ein Becher Fliissigkeit kiihlt hauptséch-

lich durch Verdunstung ab, die von der GroBle der Oberfliche abhéngt. Diese bleibt

unverdndert, wenn man Milch zum Kaffee zugibt.

Trennung der Verédnderlichen:
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Integrationskonstante B bestimmen: Sei T'(t=0) = T"

= T'=Ty+B = B=T -Ty, = T(t)=Ty+ (I' = Ty)e "

(b) e Zuerst Milch zum Kaffee geben:
Eine Mischung von My schwarzem Kaffee mit Temperatur 77 und M), Milch mit
Temperatur Ty ergibt eine Menge m = My + M), Milchkaffee mit Temperatur 7".
T’ durch Erhaltung der Warmeenenergie bestimmen:

MyT) + MyTy

M Ma)eT' = MycTy + MycTy = T =
(Mg + My)c xcly + Mycly My + My

Abkiihlung des Milchkaffees:

MgTy + My T SR A—
Tox(t) = To + (# _ To) o~ Ohr+M)e
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e Zuerst abkiihlen lassen:
My Kaffee mit Temperatur 77 = nach Zeit ¢ hat der schwarze Kaffee die Tem-
__nt
peratur Ty (t) = Ty + (Ty — Tp) e  Mxe
Jetzt My, Milch mit Temperatur Ty dazu geben; die Temperatur des Milchkaffees
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Die Ausdriicke (1) und (2) sind identisch bis auf den Nenner im Exponenten, der

in (1) groBer ist als in (2), —m > — J\;szc’ also ist die e-Funktion groBer
(x >y < e” > e¥). Fiir feste ¢ ist daher (1) groBer als (2), also kiihlt der Milchkaffee
schneller auf eine gewiinschte Temperatur ab, wenn man erst zum Schluss die Milch

zum Kaffee gibt.
Schiefer Wurf mit Reibung

(a) Kréfte: FReibung = —myr, FSchwerkraft = —7TL92

dv, dv,
mi}z:ZF = m(;; = —mg —myv, = /L:f/dt
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= —In(g+yv.) =—t+A = v(t)==(—g+Be ™)
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Integrationskonstante B durch Anfangsbedingungen bestimmen:
1
0(0) =vy = vy = ;(—g +B) = v,(t) = —% + (% + vo) e

Fiir ¢t — oo fiillt der Kérper mit konstanter Geschwindigkeit vgng = limy o v,(t) = —

=2 I



Grenzfall v — 0:

Uz(t):%(flJrC_“)+v00_7t:%[71+(177t+v-~)]+v0(1+~~):vofgt

Integrieren:
t 1 1
z(t) = /vz(t) dt=-2L_ - (g +1}0> e +c Mit2(0)=0 = c=— (ﬁ +v0)
T TN\Y T N\Y
gt 1 (g ) —yt
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0)=-2(Lw) -1 ®)
Korper 1: vg =0 = fiir grofie Zeiten z(t) = —%t - % (e —1) ~ —%t + 7%
Korper 2: vy = vgpg = —% = fiir grofe Zeiten 2,(t) = —%t
Abstand zwischen den beiden ist g/7? = konst.
(b)
mo, = Z F=—mg—myv, Anfangsbedingung: v,(t=0) = vy, = vpsina
mo, = Z F = —myv, Anfangsbedingung: v, (t=0) = vo, = vy cos «

Die Losung fiir z(¢) ist durch (3) mit vy — vo. gegeben. Die DGL fiir v,(t) ist identisch
zu der fiir v.(t) mit g = 0, also setze g — 0 und vy — vy, in (3):

(t) = — (e =1) 4)

Kleine Zeiten (t — 0):
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Grofie Zeiten (t — o0 = e < 1):
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(c)

x(t) = Lo (e =1) = e =1- HLAN —vt=1In (1 - ﬁ)
v Vox

1
s o= tn(1-2) wa ooy =2
v

Einsetzen in (3):

2(z) = % In (1 - ﬁ) + (2 + 'uzo) = (7)
Y Vox v Vz0

Kleines 7 (genauer gesagt bei Annahme von % < 1; die Entwicklung gilt nicht, wenn
x zu grof ist):
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Z(x)_%{wl(w) +1(*’ﬂ) +oe +(g+vzo) z
Y Vox 2 Voz 3 Voz Y Vz0
gr®  gr® | gz’ gz?
T nZ Fy% * Ve vrana = 208 cos? - 3ug cos®
reibungsfreier Grenzfall 1. Korrektur

In der Anwesenheit von Reibung ist die Kugel immer niedriger als in ihrer Abwesenheit.

a=0: ) 5
Fiir kleines z ist z(z) ~ —% - %
Aus (5), (6) folgen  — vy/y und z — —oo (sieht man auch, wenn man « — vg/v in

(7) einsetzt).




