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e Fiir ¢t > 0 hat die DGL die Form & + w2z = fo. Um die allgemeine Lésung hierzu
zu finden, brauchen wir zuerst die partikulire Losung. Ein Ansatz dafiir ist, (t) so

Musterldsung zu Ubungsblatt Nr. 7 zur Theorie A zu wihlen, dass es dieselbe Form wie die rechte Seite hat; hier ist die rechte Seite
konstant, als wihlen wir z(t) = ¢ = konst. Einsetzen:

fo

Harmonischer Oszillator I Pt)+wiz(t)=fo = O+wie=fo = c==
W
(t) = Ay cos(wot — ¢1) = Ay coswot cos ¢y + Ay sin wot sin ¢, Die allgemeine Losung fiir ¢ > 0 ergibt sich aus der Summe der homogenen Lésung
= Ay sin(wot — ¢2) = Ag sinwot cos g — As coswyt sin ¢ und der partikuldren Losung:
= () coswyt + Cy sin wyt [
Zpy(t) = C coswot + D sinwgt + —2 (7)
Koeffizienten von coswyt bzw. sin wgt vergleichen: “o
. Die Stetigkeitsbedingungen miissen iiberall erfiillt werden, insbesondere bei ¢t = 0,
Cy = Ajcospy = — Ay sin o (1)

_ wo Tp_(t) in @y (t) und &,_(t) in @, (t) tibergehen. Diese Forderung bestimmt einen

Cy = Aysingy = Ay cos ¢, 2) Zusammenhang zwischen A, B und C, D.

R Um die allgemeine Losung der DGL (5) zu erhalten, muss nur eine partikulire Losung

2) durch (1) divid :

(2) durch (1) dividieren C, bekannt sein, also wahlen wir
— =tan¢; = —cot ¢y

“ B(t=0)=0, &(t=0)=0 ®)
Nun tan(dy + T) = sin(gp +5) singpcosf +cosgosing  cosgy "
un tan(@z +5) = cos(pz + ) " cos ¢ cos § — sin ¢y sin § C —singy otz Stetigkeitsbedingungen:
Cy ‘ ‘ 2, (07) =2, (0" =0 mit 2, (07)=A und z,.(07) =C+ fo/w?
= — =tang; = —cot gy =tan(g2 + %) = (1 =¢a+ 2 (3) P Pt P P 0
G ? iy (07) = dpy (07) =0 mit &, (07) = Bwy und 4 (07) = Duwyg
(3) in (2) einsetzen: = A=0, B=0, C=—fy/wi, D=0 9)
Arsing; = Az cos(¢) — §5) = Ascosgcos § + Aysingy sin§ = Aysingy = (4) Aus (6), (7), (9) ergibt sich die partikulire Losung zu (5):
Gleichungen (1)—(4) sind die gesuchten Zusammenhinge. 0 fir t<0 fo
o ) T, (t) = f = xp(t) = = (1 — coswyt) O(t)
Merke: Wenn man (1) durch (2) dividiert, bekommt man ¢ = ¢y — 5 und A; = —A,, die w—%(l —coswpt) fir ¢t>0 Wy

zusammen dquivalent zu (3), (4) sind.
Allgemeine Losung zur homogenen Gleichung:
Harmonischer Oszillator II
Zang(t) = Cy coswgt + Cs sinwpt
(a) Newton’sches Gesetz fiir die Kriifte:
= Allgemeine Losung zur inhomogenen Bewegungsgleichung:

mi = ZF = —mwiz + F(t)

0 fir t<0 F, x(t) = zang(t) + 2,(t) = Cy coswot + Cy sinwgt + f—g(l — coswyt) O(t)
= itwir=foO) = mit  fo=— (5) “o
fo fiir >0 m

(b) Fiir t < 0 sollen z(t) =0 und 2(t) =0 sein = C; = Cy =0, also
Wir brauchen eine partikulidre Losung zu (5), die iiberall stetig ist und deren erste

Ableitung stetig ist. Um eine zu finden, suchen wir zunéchst die allgemeine Losung N — fo o (1 . B 10
jeweils fiir t < 0 und fiir ¢ > 0, und dann wéhlen wir die Integrationskonstanten so, o(t) = w_g ( )( T ) mit fo = Fo/m (10)

dass die Stetigkeitsbedingungen erfiillt sind.



X (b) Allgemeine Losung: Summe der allgemeinen Losung zur homogenen Gleichung und der
partikuldren Losung.

2 Fp
mwo? x(t):Ccoswgt+Dsinwot+2L2coswt
Wi —w
0 o 47 t C, D bestimmen durch Einsetzen der Randbedingungen:
Wo Wo 1‘(0):0:>C':—‘f0
w2 — w?
Physikalisches Beispiel: Eine Feder héngt in ihrer Ruheposition mit dem unteren Ende fo
bei z = 0. Zu t = 0 wird eine Masse ans Ende gehiingt, so dass die Ruheposition jetzt v(t) = —Cuwy sinwpt + Dwg coswot — I pusm wt also v(0)=0 = D=0
o . . . . 0
tiefer liegt (bei # = Fy/w2). Da der harmonische Oszillator sich weg von der neuen 7
Ruheposition befindet, fingt er an zu oszillieren. = |z(t) = % (coswt — coswot)
wi — w?
Merke zu den Kontinuitdtsbedingungen:
Berechne explizit aus (10) z(t) und seine Ableitungen bei ¢ = 0 fiir beide Limites. Umschreiben mit Hilfe von cosz — cosy = —2sin 242 sin 254 ;
2_(t)=0 = z(07)=0, £(07)=0, &07) =0
(t) (07) (07) (07) o (wtwo)t . (w—wo)t
fo . x(t) = —— sin sin
24 (t) = 5 (1 —coswet) = 2,(07) =0 w§ — w? 2 2
w,

0
b (t) = Jo sinwol = @ (07) = 0 Fiir |w — wp| < wp schreibe w = wy + 4§, |8] < wp. Es folgt:
Wo

Ea(t) = focoswet = #.(0%) = fo w+wy = 2w+ ~ 2w, w—wp =9
Offensichtlich sind z(¢) und #(t) kontinuerlich bei ¢ = 0, wihrend Z(¢) einen Sprung = z(t) = 2fo sin (w+wo)t sin (w —wo)t
enthélt. Schauen wir die DGL (5) an, sehen wir, dass die rechte Seite einen Sprung (W +wo)(w — wo) 2 2
enthélt, also muss die linke Seite auch einen enthalten, und zwar in #. Physikalisch = |2(t) = o sin wot sinﬁ
muss « immer kontinuerlich sein, da ein Korper nicht plétzlich verschwinden kann, um Wo 2

instantan an einem anderen Ort wieder aufzutauchen. o . . L )
= Oszillationen an der Frequenz wy mit groflier Amplitude ~d~" moduliert von der

Harmonischer Oszillator III Einhiillenden sin(d§¢/2).

(a) Ansatz z,(t) = Acos(wt—¢) in die Bewegungsgleichung einsetzen (schreibe fo = Fy/m
wie in Aufgabe 2a):

i+ wir = focoswt = —Aw? cos(wt — @) + Aw? cos(wt — @) = focoswt

.

wy —w

= A(wi —w?) cos(wt — ¢) = focoswt = |A =

¢ ist unabhingig von der Erregerfrequenz w. Die Amplitude A divergiert wenn w = wy.

A(w)




