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Musterldsung zu Ubungsblatt Nr. 8 zur Theorie A

Unterdimpfung
(a) DGL: & + 2vi + wiz =0
sei z(t) = M = NeMp2y MWt =0 = N2 Wi =0 = A= —y44 /92 — W}

Nun 7 < wp, also definiere @ = \/w§ =12 €R = A= —7£iQ)
Allgemeine Losung mit beiden Werten von A bilden:

2(t) = AelTHY 4 BV = (4l 4 BeT ) e = Ceos(Q + ¢) e

Anfangsbedingungen einsetzen:

z(0) =xp = Ccosd =xg (1)
2'(t) = —CQsin(Qt + ¢) e — Cycos(Qt + ¢) e
also 2/(0) =0 = —CQsing — Cycosgp =0 = tangp = —7/Q (2)
(2) in (1) einsetzen und sin*u + cos?u =1 = tanu+1= 5 — benutzen:
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= |2(t) = 2o/ 1+ oo (Qt — arctan §> e " =1 <cos Qt + a sin Qt) e | (3)
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(b) Aus der ersten Darstellung in (3) folgt sofort

1 1
z(t)=0 = tzﬁ{arctan%—&-(g-i-ﬂ)ﬂ'} , neEN

1 T 1
Die erste Nullstelle (n = 0) befindet sich bei t = ——— {f +arctan (7)} .
A2 A1
arctan(-) liegt zwischen 0 und 7, wéhrend mit wachsender Reibung sein Vorfaktor mo-

noton von 1/wy bis unendlich wéchst = die erste Nullstelle bewegt sich von 7 bis co.

Der Abstand zwischen den Nullstellen ist — = ————
Q wE — 2
freien Fall, wéchst monoton mit wachsender Reibung und geht gegen unendlich fiir

, also ist er 7/wp im reibungs-

v — wp.
Kritische Dédmpfung
(a) Aus der Vorlesung:
F+2vi+72r =0 = x(t) = (At + B)e "
Anfangsbedingungen einsetzen:

z(0) =29 = B=u1p
#(t)=Ae " —y(At+ B)e " alsoi(0) =vy = A—yB=vy = A=+ 307

= ‘T(t) = [(vo + zoy)t + Io] e’“f“

Kurze Zeiten:

2 v
z(t) = [(vo + moNt + 0] (L =t + 272+ -+ ) = |:1+— - (l - D) t2+~-:|
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—vp — Ty
Da t > 0 ist, gibt es nur eine Losung falls vy < —x¢7.

(b) Nullstellen bei z(t) =0 = t =

v > 0: fiir kleine Zeiten geht z(t) linear nach oben; keine Nullstellen.
vg = 0: fiir kleine Zeiten ist @(f) ~ xo(1 — 37%t*) = x(¢) geht parabolisch
nach unten; keine Nullstellen.
vo = —x¢y: z(t) =9 " = exponentieller Zerfall; keine Nullstellen.
vo = —2xg7y: fiir kleine Zeiten geht z(t) linear nach unten; Nullstelle bei ¢ = 1/~.
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Der aperiodische Grenzfall ist so definiert, dass x(t) maximal eine Nullstelle bei endli-
chem ¢ hat.



Energieerhaltung

E=E(r,v)= %mv2 +V(r) wobeiv = %

oE 1 dv _ orV(r) [81} (T)}

Newton’sches Gesetz: m# = mv = F
Konservatives Kraftfeld: F =—-VV(r)

Einsetzen:
oF

5= v[F+VV(r) =0

Da die zeitliche Ableitung von F entlang des Pfades r(t) konstant ist, ist die Energie erhalten.

Getriebenes System
(a) Allgemeine Losung zur homogenen DGL ist schon bekannt:
Uhom(t) = Ae

Partikuldre Losung: suche eine Losung zu 0(t) + yv(t) = fot.

Rechte Seite ist linear in ¢, linke Seite ist linear in v und © = Ansatz v(t) = Bt + C:

0(t) +yu(t) = B+~v(Bt+C) = fot = vyB=fy, B+~+C=0

folyt —1)
= Vpant(t) =
1) = 222
t—1
= Vailg(t) = Vnom (t) + Vpare (t) = Ae™" + fo(’Y’yZ )
Anfangsbedingungen einsetzen:
v(0)=0 = Aff—[;:O = v(t):f—g [vtf(lfe’w)}
Y Y

Fiir kurze Zeiten: v(t) = £ [yt — 14+ (1 — vt + 3922 + )] = 1 fot?
Fiir lange Zeiten: v(t) ~ fot/y
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(b) Ansatz vpar(t) = w(t) e in die inhomogene DGL einsetzen:
() +yu(t) = f(t) = (e —qywe ) +ywe ™™ = f(1)

t
% =fe' = w) = / f@)ertde
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Allgemeine Losung zur inhomogenen DGL ist also:
¢
Vatig(t) = Vhom () + Vpart (t) = Ae™ 7 + e / 7@ e dt’
0

Anfangsbedingungen: fiir t = 0 gibt es keinen Beitrag vom Integral, also A = v(0) = wy.

= |v(t)=e" |:U0 + /tf(t’) e dt’}
0

Wegen des positives Argumentes der e-Funktion ist das Integral grofi im Vergleich zu v
(solange vt 2 1) = fiir grofere Zeiten haben die Anfangsbedingungen keinen Einfluss
auf das Verhalten des Systems, v(t). Dariiber hinaus sorgt die e-Funktion dafiir, dass
der Hauptbeitrag zum Integral von ¢’ nah an der oberen Grenze kommt, ¢’ < ¢, also wird
das Verhalten des Systems nur von der Form von f(¢) in der letzten Zeit beeinflusst.
Man spricht von einem System mit einem endlichen Geddchitnis.



