UNIVERSITAT KARLSRUHE Wintersemester 2003/04 Relaxationssystem

INSTITUT FUR THEORIE DER KONDENSIERTEN MATERIE 19.12.03 - - . . .
Prof. Dr. Ralph v. Baltz, Dr. Philip Howell http://www-tkm.physik.uni-karlsruhe.de/lehre/ Ansatz 5(f) = A(w)e™" in die komplexe Gleichung einsetzen:
Sprechstunde: Fr 13:00-14:00 Physikhochhaus 10.14 howell@tkm.physik.uni-karlsruhe.de 5(t) + () = foe = fiw;l(w) o it 4 ﬁ/fl(w) eIt = fy et
) 5 AW -i) = fo = Aw) = Fo o SOFE) - Jlri)
Musterlésung zu Ubungsblatt Nr. 9 zur Theorie A I—iw (- tiw) 2w
= |Re A(w) = Joy . Im A(w) = Jow
,YZ +w2 ,\/2 +w2

Komplexe Zahlen

()

Schreibe A(w) = A(w) @), wobei

2" =1=¢e"* = Losungen sind z, = e>™*/" = cos 2k 4 isin 2k e - 2 = 2 fo fo
n A@) = 1A@)| = [Re A@))* + [ A@)] = 2% V7 +e? = | Aw) = =L
7 tw VR w?
Nun Zhin = e27ri(n+k)/n _ eQWi+27rik/n _ eQ7ri eZWik/n =1. e27rik/n =z 5
= nur die Losungen k = 0,1,...,n — 1 sind unterschiedlich. #(w) = arctan Im IL}(W) = |#(w) = arctan d
L3 — Re A(w)
en=3: =1, =n= T2 + 9, 2= 7% ~ R Re A4 ip(w) ,—iwt A R —i(wt—¢(w))
en_d: =1, m=i. me——1, =i = 9(t) = Re v(t) = Re [A(w) e ™| = A(w) Re e
Merke: Alle Losungen liegen auf einem Kreis mit Radius 1, da |z;| = [e*™#/?| = 1. = |v(t) = % cos (wt — arctan ciJ)
VY tw v
Im Im
Xf RN X N Re A(w) und A(w) fallen monoton ab.
/ \ N - >\5< Im A(w) nimmt ein Maximum bei w = 7.
\ ! N
-1 /1 Re —f\ /1Re é(w) wichst monotion von 0 bis T ;
>$i» -7 \_\? 2 -7 die Antwort v(t) liegt immer hinter der
treibenden Kraft f(t).
w
_ _ Aus der Definition von A(w) folgt
(b) €™ = ()" = cosnu + isinnu = (cosu + isinu)" A(w) > Re A(w),Im A(w).
Rechte Seite ausmultiplizieren; die Real- und Imaginérteile der Gleichung miissen dann .. . ~ - T/ 2p----mmmmmm oo
- . N Fiir w < 7 ist Im A(w) < Re A(w)
unabhéngig voneinander erfiillt werden: -
= A(w) ~ Re A(w)
—9: ) isin 2u = . 2 _ coq? 91 cos u si 12 gin2 ~ ~ W
en cos2u + isin2u = (cosu + isinu)? = cos® u 4 2icosusinu + i° sin® u Fiir w > 7 ist Tm A(w) > Re A(w) ¢ (w)
= AWw)~Im A 0
= cos2u = cos’u —sin®u, sin2u = 2sinucosu () m Aw) 0 w
e n=3: cos3u-+isin3u=cos®u+ 3icos?usinu + 3i cosusin® u + i*sin® u Gedampfter harmonischer Oszillator
= cos3u = cos’u — 3cosusin®u, sin3u = 3cos?usinu — sin®u Bewegungsgleichung:
Merke: Die Beziehungen fiir n = 2 sind sehr niitzlich und man sollte sie auf alle B(t) + 27i(t) + wyz(t) = f(t) = focoswt = Re foe!
Fille k . Insb d it Hilf in? 2u = 1 bek t ~ ) ~
alle kennen. fnsbesondere mit Hille von sin”u + cos™u ROt tmat Der Ansatz z(t) = A(w) e“! mit A(w) € C liefert (sieche Vorlesung)
cos2u = cos®u — sinu = 2cos’u — 1 =1 —2sin’u, sin2u = 2sinucosu fo 2w
z(t) = A(w) cos(wt — p(w)), Aw) = , tan p(w) = -
9 1 + cos 2u 9 1 — cos2u V(W2 = W)+ (2yw)? wh —w
<= |[cos u=——p—, sinfu=——0—

(a) Die Amplitude ist der Vorfaktor des oszillierenden Teils, d.h. von cos(wt — ¢(w)).

dA(w)

1/ —Lr4 2 _ 2 82
dw‘:fo%{[(wz—wé)zﬂvzﬂ = e

(7 =P T 2w




Extrema bei dA((:’) 0:

4o(@? =W +29%) =0 = |w=0, dw; mit w; = /w2 — 292

wobei die zweite Losung nur erlaubt ist falls wy > v/2v, da w € R. Einsetzen:
AY) = Aw=0)=

Ag}z =Alw=uw) = Jo Jo

VA2 (W2 —1?) wo\/ (1-2) wo\/1_ 22 _

Nun ist A(w) > 0, und A(w) geht gegen null fir grofe w.

® wy < V/2v: Es gibt nur ein Extremum, und zwar bei w = 0, das ein Maximum sein
muss, da A(0) > 0 und lim,_., A(w) = 0.

e wy > /2v: Es gibt zwei Extrema; in ASX) ist das Argument der Wurzel kleiner 1
= Ag)z > Ag)z >0 = w = w; muss ein Maximum sein und w = 0 ein Minimum.

x (w)
£
Uo% wo>V 2y
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(b) v(t) = #(t) = —wA(w) sin(wt — ¢(w))
Die Amplitude ist durch der Vorfaktor gegeben, also wA(w).
d B dA(w)
o [wA(w)] =Aw)+w o
. fo +w- 7%f0[4w(‘02 —wf) + 87%uW]
@@ @l T R ) @)
Jo

~ TR o [ e )] = 2 ) £ %]

_ Jo(wg —w?)
[(W? = w§)? + (2yw)?32

Maximum bei & [wA(w)] =0 = Einsetzen:

Umax = WA(W)l g WO fO = ﬁ
w=o 2ywo 2y

Skizze: Siehe unten.

(c) Mit der Definition von N(w) und T = 27/w

_ % /0 FOu() dt

e .
= T/o mfocoswt - —wA(w) sin(wt — ¢(w)) dt

A T
= —M/ coswt(sinwt cos ¢ — cos wt sin ¢)dt
0
_ _ mfpA(w)w /T cos sin2wt sin & 1+ cos 2wt d
T o 2 2

_ mfoA(w)w — cos 2wt . t sin2wt\"
= T coso | 1, sino {5+ =1 .

_ mfoA(w)w . T'sin ¢

T 2
1 .
= |N(w) = EmeA(w)w sin ¢
Aus der Vorlesung kennen wir tan ¢, also
1 cos? ¢
sin ¢ 5P =1 = =1
sin¢” + cos ¢ sin? ¢ * sin? ¢
. 1 2yw
= sing = o = - 2:\/(w27w2)2+472w2
oy
. 1
Einsetzen: = N(w)= émfoA(w)w sin ¢
Jo 2w
= —mfow
2 \/(wz —wd)? + (2qw)? \/(wg — w?)2 + 4202
g
= |N -
@) (W? — wd)? + 422

Suche Extrema von N(w):

dN(w) 0= d w? _0
dw dw | (W2 —wd)2 + 47202 | —
[(W? — wd)? + 472w - 2w — W? - [dw(w? — wd) + 8y

= =0

[(W? — wd)? + 47%w?]?

2wlws — wl
= =0 = =0,+
e
Aber fiir kleine w (d. h. w < wp) gilt N(w) ~ mfEyw?/wg, also nimmt N(w) offensicht-

lich ein Minimum bei w = 0 und daher ist w = wy ein Maximum.

Niax = N(w = wO) = mj§/47
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