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Musterlösung zu Übungsblatt Nr. 9 zur Theorie A

1 Komplexe Zahlen

(a)
zn = 1 = e2πik ⇒ Lösungen sind zk = e2πik/n = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n

Nun zk+n = e2πi(n+k)/n = e2πi+2πik/n = e2πi e2πik/n = 1 · e2πik/n = zk

⇒ nur die Lösungen k = 0, 1, . . . , n − 1 sind unterschiedlich.

• n = 3 : z0 = 1 , z1 = −1
2

+ i
√

3
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, z2 = −1
2
− i

√
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• n = 4 : z0 = 1 , z1 = i , z2 = −1 , z3 = −i

Merke: Alle Lösungen liegen auf einem Kreis mit Radius 1, da |zk| = |e2πik/n| = 1.
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(b) ei(nu) = (eiu)n ⇒ cos nu + i sin nu = (cos u + i sin u)n

Rechte Seite ausmultiplizieren; die Real- und Imaginärteile der Gleichung müssen dann

unabhängig voneinander erfüllt werden:

• n = 2 : cos 2u + i sin 2u = (cos u + i sin u)2 = cos2 u + 2i cos u sin u + i2 sin2 u

⇒ cos 2u = cos2 u − sin2 u , sin 2u = 2 sin u cos u

• n = 3 : cos 3u + i sin 3u = cos3 u + 3i cos2 u sin u + 3i2 cos u sin2 u + i3 sin3 u

⇒ cos 3u = cos3 u − 3 cos u sin2 u , sin 3u = 3 cos2 u sin u − sin3 u

Merke: Die Beziehungen für n = 2 sind sehr nützlich und man sollte sie auf alle

Fälle kennen. Insbesondere mit Hilfe von sin2 u + cos2 u = 1 bekommt man

cos 2u = cos2 u − sin2 u = 2 cos2 u − 1 = 1 − 2 sin2 u , sin 2u = 2 sin u cos u

⇐⇒ cos2 u =
1 + cos 2u

2
, sin2 u =

1 − cos 2u

2

2 Relaxationssystem

Ansatz ṽ(t) = Ã(ω) e−iωt in die komplexe Gleichung einsetzen:

˙̃v(t) + γṽ(t) = f0 e−iωt ⇒ −iωÃ(ω) e−iωt + γÃ(ω) e−iωt = f0 e−iωt

⇒ Ã(ω) (γ − iω) = f0 ⇒ Ã(ω) =
f0

γ − iω
=

f0(γ + iω)

(γ − iω)(γ + iω)
=

f0(γ + iω)

γ2 + ω2

⇒ Re Ã(ω) =
f0γ

γ2 + ω2
, Im Ã(ω) =

f0 ω

γ2 + ω2

Schreibe Ã(ω) = A(ω) eiφ(ω), wobei

A(ω) = |Ã(ω)| =

√

[

Re Ã(ω)
]2

+
[

Im Ã(ω)
]2

=
f0

γ2 + ω2

√

γ2 + ω2 ⇒ A(ω) =
f0

√

γ2 + ω2

φ(ω) = arctan

(

Im Ã(ω)

Re Ã(ω)

)

⇒ φ(ω) = arctan
ω

γ

⇒ ṽ(t) = Re v(t) = Re
[

A(ω) eiφ(ω)e−iωt
]

= A(ω) Re e−i(ωt−φ(ω))

⇒ v(t) =
f0

√

γ2 + ω2
cos

(

ωt − arctan
ω

γ

)

Re Ã(ω) und A(ω) fallen monoton ab.

Im Ã(ω) nimmt ein Maximum bei ω = γ.

φ(ω) wächst monotion von 0 bis π
2

;

die Antwort v(t) liegt immer hinter der

treibenden Kraft f(t).

Aus der Definition von A(ω) folgt

A(ω) > Re Ã(ω), Im Ã(ω).

Für ω ≪ γ ist Im Ã(ω) ≪ Re Ã(ω)

⇒ A(ω) ≃ Re Ã(ω)

Für ω ≫ γ ist Im Ã(ω) ≫ Re Ã(ω)

⇒ A(ω) ≃ Im Ã(ω)

3 Gedämpfter harmonischer Oszillator

Bewegungsgleichung:

ẍ(t) + 2γẋ(t) + ω2
0x(t) = f(t) = f0 cos ωt = Re f0 eiωt

Der Ansatz x(t) = Ã(ω) eiωt mit Ã(ω) ∈ C liefert (siehe Vorlesung)

x(t) = A(ω) cos(ωt − φ(ω)) , A(ω) =
f0

√

(ω2 − ω2
0)

2 + (2γω)2
, tan φ(ω) =

2γω

ω2
0 − ω2

(a) Die Amplitude ist der Vorfaktor des oszillierenden Teils, d. h. von cos(ωt − φ(ω)).
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Extrema bei dA(ω)
dω

= 0 :

4ω(ω2 − ω2
0 + 2γ2) = 0 ⇒ ω = 0, ±ω1 mit ω1 =

√

ω2
0 − 2γ2

wobei die zweite Lösung nur erlaubt ist falls ω0 >
√

2γ, da ω ∈ R. Einsetzen:
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√
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Nun ist A(ω) ≥ 0, und A(ω) geht gegen null für große ω.

• ω0 <
√

2γ : Es gibt nur ein Extremum, und zwar bei ω = 0, das ein Maximum sein

muss, da A(0) > 0 und limω→∞ A(ω) = 0.

• ω0 >
√

2γ : Es gibt zwei Extrema; in A
(2)
Ex ist das Argument der Wurzel kleiner 1

⇒ A
(2)
Ex > A

(1)
Ex > 0 ⇒ ω = ω1 muss ein Maximum sein und ω = 0 ein Minimum.

(b) v(t) = ẋ(t) = −ωA(ω) sin(ωt − φ(ω))

Die Amplitude ist durch der Vorfaktor gegeben, also ωA(ω).
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Maximum bei d
dω

[

ωA(ω)
]

= 0 ⇒ ω = ±ω0 Einsetzen:

vmax = ωA(ω)
∣

∣

ω=ω0

= ω0 ·
f0

2γω0

=
f0

2γ

Skizze: Siehe unten.

(c) Mit der Definition von N(ω) und T = 2π/ω

N(ω) =
1

T

∫ T

0

f(t)v(t) dt

=
1

T

∫ T

0

mf0 cos ωt · −ωA(ω) sin(ωt − φ(ω)) dt

= −mf0A(ω)ω

T

∫ T

0

cos ωt
(

sin ωt cos φ − cos ωt sin φ
)

dt

= −mf0A(ω)ω

T

∫ T
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[
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sin 2ωt

2
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1 + cos 2ωt

2

]
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= −mf0A(ω)ω
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)
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t

2
+
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0
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T
· T sin φ
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⇒ N(ω) =
1

2
mf0A(ω)ω sin φ

Aus der Vorlesung kennen wir tan φ , also

sin φ2 + cos φ2 = 1 ⇒ 1

sin2 φ
= 1 +

cos2 φ

sin2 φ

⇒ sin φ =
1

√

1 + 1
tan2 φ

=
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√

1 +
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Einsetzen: ⇒ N(ω) =
1
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mf0A(ω)ω sin φ

=
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⇒ N(ω) =
mf 2

0 γ ω2

(ω2 − ω2
0)

2 + 4γ2ω2

Suche Extrema von N(ω) :

dN(ω)

dω
= 0 ⇒ d

dω

[

ω2

(ω2 − ω2
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2 + 4γ2ω2

]

= 0

⇒ [(ω2 − ω2
0)

2 + 4γ2ω2] · 2ω − ω2 · [4ω(ω2 − ω2
0) + 8γ2ω]

[(ω2 − ω2
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2 + 4γ2ω2]2
= 0

⇒ 2ω[ω4
0 − ω4]

[(ω2 − ω2
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2 + 4γ2ω2]2
= 0 ⇒ ω = 0,±ω0

Aber für kleine ω (d. h. ω ≪ ω0) gilt N(ω) ≃ mf 2
0 γω2/ω4

0, also nimmt N(ω) offensicht-

lich ein Minimum bei ω = 0 und daher ist ω = ω0 ein Maximum.

Nmax = N(ω = ω0) = mf 2
0 /4γ


