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Musterldsung zu Ubungsblatt Nr. 10 zur Theorie A

Teilchen im Potential

V(z)=2"+2\2? +1 = F(z) = —V'(z) = —42® — Ao = —da(2? + ))
F(z)=0beiz=0,£vV—-X\

Die zweite Losung ist nur relevant falls A < 0.
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Newton: m& = F(x) also wenn F > 0, wird das Teilchen nach rechts beschleunigt.
Wenn das Teilchen mit Geschwindigkeit v = 0 losgelassen wird, erreicht es aufgrund der
Energieerhaltung den Punkt auf “der anderen Seite” der Mulde mit derselben potentiellen

Energie.
A =1, alle zp: es schwingt zwischen —xq und x.

A=—1,2g =2: es schwingt zwischen —2 und 2.

A=—1,2g=1: die wirkende Kraft ist null, also bleibt es bei x = 1 im Minimum
des Potentials.

A=—-1,x9= ; . es bleibt in der rechten Mulde, da es zu wenig Energie hat, um iiber
die Barriere bei x = 0 zu kommen.
Suche z1 mit V(z1) =V(zg) =% = 2} +22i+1=32 = 5 =

+1, ig = es schwingt zwischen zg = 1 und z; = g ~1.32.
Anharmonischer Oszillator
(a) Nichtlineare DGL erster Ordnung:
fy' (@), y(x)) = g(x)

Falls g(z) = 0 ist die DGL homogen, sonst inhomogen. Lésen durch Trennung der
Veranderlichen: umschreiben als

fily) dy = fa(x) dz

und dann beide Seiten integrieren.

Lineare DGL zweiter Ordnung:

y"(x) + ay'(z) + by(z) = g(2)

Falls g(x) = 0 ist die DGL homogen, sonst inhomogen. Die homogene Lésung ynomo()
ist die Losung zur DGL mit g(z) — 0 gesetzt, und die partikuldre Losung ypar () ist
eine Losung zur DGL mit g(z) auf der rechten Seite. Die Summe der beiden liefert die
allgemeine Losung der inhomogenen DGL. Beweis:

Yhomo(Z) + @Whomo () + bYhomo(x) = 0
y;)/art (‘E) + ay]/part (‘E) + bypart(-f) = g(‘E)

Y(Z) = Yhomo (%) + Ypart(z) in die DGL einsetzen:

y'(@) + ay' () + by (%) = Yhomo(®) + Ypart () + @ [Yhomo () + Ypart ()] + b [Yhomo() + Ypare ()]
= [ygomo(x) + ay;mmo(:v) + byhﬂmﬂ(x)] + [ygart(x) + ay}’part(x) + bypart(z)}
=0+g(z)
=g(z) v

Fiir eine lineare DGL mit konstanten Koeffizienten kann man immer den exponentiellen
Ansatz fiir die homogene Lésung machen: ypomo(7) = €. Dieses liefert zwei Losungen
A1, A2 und die homogene Losung ist die Summe der beiden mit unterschiedlichen Vor-
faktoren: Yhomo(r) = AeM® + Be*2® wobei A, B Integrationskonstanten sind.

Um die partikulire Losung zu bekommen, macht man einen Ansatz der verallgemei-
nerten Form der Funktion g(z) auf der rechten Seite. Beispiele:

g(z) =sinwr = Ypar(r) = ¢1 sinwz + 3 coswr
g(z) =z coswr = Ypan(T)

g(l’) = (Iz + 3)9—21 = ypart(x)

Gz + o) sinwz + (c3x + ¢4) coswr
—2x

=
= (2 + oz + c3)e
Einsetzen liefert eine Gleichung, die die Konstanten ¢; bestimmt.

Die allgemeine Losung enthélt zwei Konstanten, die von Ynomo(2) herkommen und die
durch Rand- bzw. Anfangsbedingungen bestimmt werden.

(b) Fiir @ = 0 lautet die DGL & 4 w2z = 0. Ansatz mit o — 0 einsetzen:
x(t) = (zo(t) + az(t) + Paa(t) + -+ )|y = 7o(t)
Einsetzen: #o(t) + wizo(t) =0 = 20 = ¢ coswyt + ¢ sin wyl

Anfangsbedingungen einsetzen =

a # 0: Ansatz einsetzen und nach Potenzen von a gruppieren:

(G0 + ady + a®Fy + -+ ) +wa(wo + axy + lzs + -+ ) + wia(zy + azy +atze +--- )P =0
= (Zo+ wg.’[fo) + (i + w(z):l;l + wgmg) + (12(.’1}2 + wgfl;z + 3w(2):1;(2):I:1) +.-=0 (1)

7 ist so gewihlt, dass der erste Term verschwindet. Die Terme proportional zu a?,a? . ..

sind vernachldssighar gegen den in «, da o < 1, also lautet die Gleichung, die x4
bestimmt,

Bt wirr +wiry =0 = @ +wir = —wpa = —wpA® cos® wot



Aus Aufgabe 1(a), Blatt 9 wissen wir

cos® u = cos 3u + 3 cos usin® u = cos 3u + 3 cosu(1 — cos’> u) = cos 3u + 3cosu — 3cos® u

= cos’u = icos?)u-i- %cosu

= ‘ i1 4wz = —1wi A% (cos 3wyt + 3 coswot) ‘ (2)

Partikulére Losung fiir 1 (¢) durch komplexen Ansatz:

(c

~

2P(t) = at 0t  pePient
= 2P(t) = a e 4 iawgt €0 4 3ibuwg e30!

DA (1) = 2Qawy €0t — awdt €0t — 9hw? ePiwo!

= i}
Rechte Seite von (2) in komplexer Form schreiben und Ansatz einsetzen:

Ziawo €' — Bhuy €0 = —Juwi A% (M0t + 3el ")

_ 3 A3 _ 143
= a=jiwd®, b=5A

= 2P(t) = Re[giwoA?’t elot 4 ;7/13 e?’i““t} (3)
= Re [%iw0A3t(cos wot + isinwot) + S%AS(COS 3wot + isin 3w0t)]
= A3 (- gwot sin wot + 3—12 cos 3wot)

Homogene Losung zu (2): 25°™°(t) = Bsin wyt + C cos wyt.
Allgemeine Losung zu (2):

x?ug(t) = Bsinwgt + C coswpt + A3(—%w0t sin wot + % cos 3wot)

Die exakte Losung z(t) wird durch die Reihenentwicklung x(t) = zo(t) + az1(t) + - - -
gendhert. Im Limes o — 0 gilt #(t) = 2¢(t) und damit hat zo(¢) die gleichen Anfangs-
bedingungen wie x(t), d.h. 2¢(0) = A, 4¢(0) = 0. Setzt man die Reihenentwicklung in
die Anfangsbedingungen ein und gruppiert man nach Potenzen von «, bekommt man
2;(0) = 0, &;(0) = 0 fir i > 1.

Die Anfangsbedingungen liefern

C=-54* B=0

= ‘l‘l(t) = éAS(cos 3wot — cos wot — 12wt sin wot) ‘

(d)* Die approximative Losung zur anharmonischen DGL lautet
a(t) = xo(t) + awi(t) + -+ = Acoswot + 2 A>(cos Bwot — cos wol — 12wol sinwot) + - - -

wobei die vernachlissigten Terme ~a? oder kleiner sind.
So eine Reihenentwicklung ist nur dann niitzlich, wenn die Korrekturen héherer Ord-
nung immer kleiner sind, also braucht man awxq(t) < zo(t). Wegen des Terms in

wot sinwgt in 1 (¢) heift das aAdwt < A = t < —L . Je kleiner «, desto linger ist

awp A2
die Néherung niitzlich.

Die Gleichung fiir 5(t) ist durch den Term proportional zu o in (1) gegeben:

To + wg.z'z + 3w31’%x1 =0 = @2+ wgfl;z = fSwng:g:m

Ergebnisse fiir z¢(t) und 21 (¢) in komplexer Form einsetzen:
zo(t) = Re [Ae?]

2™ (t) ist durch (3) gegeben

ahome(t) = —L A3 coswyt = Re [— 5 A% e™0?] .

. 2 . . -
= fSwngxl = 730.25 (Rc [Ac“”“‘}) Re[%iwoA% elwot 4 371214303“”“‘ - iA‘%cw“q

Das Multiplizieren der e-Funktionen fiihrt zu Addieren der Exponenten. Man kann sich
daher iiberzeugen, dass nur die Kombinationen wyt, 3wgt, 5wgt vorkommen, also enthélt

die partikuldre Losung die Frequenzen wy, 3wy und 5wy.

Delta-Funktion

Allgemein gilt fiir die §-Funktion
b 1
O(f(z)) g(z)de = ——g(x
| @) oty ar = 3 s oo
wobei {0} die Losungen zu f(zo) = 0 sind, die in [a, b] liegen. Der einfachste Fall ist

0 sonst

IL = fab [6(x +2)a® + 6(x — £)22] dz = Die §-Funktion liefert Beitréige bei o = —2, 1.

x

[ [5(x +2)2? + 6(z — %)21] da = 1’2| _ .t 2x|x=% =(=2)2+2- % =5

o)

0
[5 [6(z +2)2" + 6(z — 3)2z]dz =2?| __,+0=4

1
/ [6(x+2)2° +6(x — })22]dz =0+2z| 1 =1
1 =3

L= [6(z®—4)e*dr = f(z)=2®—4also f(zg) =0 = zg=£2
= [ f'(z0)| = [2z0|ag=z2 = 4

/ §(z* —4)edr = Z le7 =1(e’+e?) =1cosh2

o0 zo={-2,2}
0

/ Sz —4)e"dx = Z ic’” = ioz
-3 zo={-2}

1
/ 5(x® —4)e™dx =0 da die Wurzeln xp = £2 nicht im
-1 Integrationsbereich [—1, 1] liegen



