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Musterldsung zu Ubungsblatt Nr. 12 zur Theorie A

Planetenbahnen

Kreisbahn mit Radius R, Umlaufszeit T, Kreisfrequenz ¢ = w = 27 /T, Geschwindigkeit
v=2m1R/T = Rw.

Ein Planet der Masse M unter Einfluss der Sonne, Masse M, folgt dem dritten Keplerschen
Gesetz (siehe Vorlesung): GM (%)2 =R3

T =2my/R¥/(GMo)
L. = (r xp). = MR’} = MR*w = 2t MR?/T = M\/GM4R
Bign = $Mv* = IM(21R/T)? = 1GMoM/R
Epo = V(R) = ~GMoM/R
Egesamt = Bxin + Epot = —3GMoM/R

Zum Vergleich mit Fgqe und Lgqe benotigen wir
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Mit den Daten aus der Vorlesung folgt:

Planet | Lpianet/ Lirde | Eptanet/ Ferde
Venus 0.68 1.11
Mars 0.12 0.066
Jupiter 725 61
Neptun 76 0.84

Erhaltung des Drehimpulses

(a) Vektoren in Komponenten ausschreiben:

a(t) = (aa(t), a,(t), a=(t)) . b(t)

(ba(1), by (1), b:(1))

d d , : :
= W a-b= E(ambz + ayby + azb,) = azby + azby + ayby, + ayby + azb, + ab,
=a-b+a-b

e, e, e,
und %ax b:% a; a, a
b, b, b
d
=% [(aybz —aby)e, — (ab. — ab,)e, + (azb, — aybz)ez]

= (ayb. + (I,yilz — aby — (in)y)ez — (azb, + agb, — by — rz,zl.)m)ey
+ (azby + axl}y — ayb, — ayl}l,)ez
= (aybz - dzby)ez - (azbz - azbz)ey + (dzby - dybx)ez

+ (aybz — azl}y)em — (aml}z — azbm)ey + (aml}y - ayl}z)ez

—axb+axb
= Die Produktregel gilt fiir Vektoren genau so wie fiir Skalarfunktionen:
d da db d da db
a(a~b)7§~b+a-a, E(axb)faxb—&-axg

(b) Drehimpuls L = r x p. Zeitliche Ableitung:

L=7rXp+rxp

Nun per Definition p = m» und die Bewegungsgleichung im Zentralfeld lautet p =

F(r) = f(r)%. Einsetzen:

. 1 1
L=—pxp+—-f(r)rxr=0
m r

da das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst verschwindet. Damit ist der Dre-

himpuls zeitlich konstant, d.h. er ist erhalten.
Ellipsenbahn

(a) Die zu losenden Gleichungen sind

_ GMzx L GMy
RCEr R e
Ansétze:
b2
z(¢) = alcosd —€), y(p) =bsing, td)=r71(p—esing), &=1-— pes
Ableitungen mit Hilfe der Kettenregel ausrechnen, 4 = 46 d :
dt dt d¢
do de\ 7! 1 1
L = (7(1 — ecos S —
dt <d¢) (7(1 —€cos9)) T(1 — ecos @)
de dodx —asin ¢

dt ~ dtd¢  T(1—ecoso)

dQI_d dz\ d¢ d (dz\ _ 1 d asin ¢
d2  dt\dt)  dtde \dt) T(1—ccosg) do \ 7(1—ccosd)

B a (1—ecosq‘))~cos@‘—sin¢-esin¢)7_ a(cos ¢ — ¢€)
72(1 — €cos @) (1 —ecos¢)? 72(1 — ecos ¢)3
x
"~ 72(1 — ecos ¢)?
dy _ dody _ bcos ¢

dt — dtdg  7(1—ecosg)




~

Aus der Definition (1) von e folgt b* = a*(1 — €?) und damit
22+ 1y = a®(cos ¢ — €)? + b*sin? ¢ = a®(cos? ¢ — 2e cos ¢ + €%) + a?(1 — € sin’ ¢
=a?(1 — 2ecos ¢ + €% cos? ¢) = a*(1 — ecos ¢)? (6)
Einsetzen in die DGL

GMz o x _ GMzx
(a2 4 )32 72(1 —ecos¢)®  [a%(1 — ecos p)2]3/2

= ()

Derr Ansatz liefert nur dann eine Losung der DGL, wenn die Parameter a und 7 die

Bedingung (7), d.h. das Keplersche Gesetz, erfiillen.
(Einsetzen in die DGL fiir ¢ liefert das gleiche Ergebnis.)

Mit (3), (5) ist der Drehimpuls gegeben durch
bcos ¢ asin ¢
T(1 — ecos¢) 7(1 — ecos @)
b . b 2/1—¢?
= L(coszgﬁ— €cos ¢ + sin® ¢) = mas _mav_ — <
T(1 — ecos @) T a’/(GM)

= ‘L =m+/GMa(l —62)‘

Die Gesamtenergie ist

L=m(zy—yi)=m {a(cos o —e€) + bsin ¢

1
Egesamt = Ekin + Epot = imvz - G]\/[m/'f

Mit (3), (5) und dem Keplerschen Gesetz (7) ergibt sich
a?sin? ¢ + b cos? ¢
T2(1 — ecos ¢)?
a?sin® ¢ + a?(1 — €%)cos’ ¢ a*(1 — € cos® )
72(1 — ecos ¢)? T 72(1 — ecos ¢)?
_ GM(1+ecos¢)
" a(l —ecos¢)

Aus (6) folgt r = /22 + y?> = a(1 — ecos ¢) und damit

1
Egesamt = imv2 —GMm/r

v: =it 4P =

_ GMm(l+ecosg)  GMm
" 2a(1 —€cos ) a(l — ecos @)
GMm

= 50l —ccosg) (14 €ecos¢ —2)

GMm
2a

= Egesamt = -

Merke: Fiir einen Kreis (¢ = 0) entspricht a dem Radius, und wir finden wieder die
Formel aus 1(a).
Da ¢ ein Winkel ist, entsprechen ¢ = 0 und ¢ = 27 dem selben Punkt. Die Umlaufszeit

ist die Zeit, die verstreicht wéhrend sich der Planet von ¢ = 0 nach ¢ = 27 bewegt:

T =t(27) — t(0) = 7(¢ — esin ¢)|¢:2W — 7(¢ — esin <;5)|¢:0 =277

(c)* Die Bewegungsgleichungen sind die gleichen wie fiir eine Ellipsenbahn, ndmlich (1);

wir suchen nun einen neuen Ansatz, der zu einer Hyperbelbahn fiihrt. Aus Blatt 11,
Aufgabe 1(d) sieht man, dass der Einheitskreis und die Einheitshyperbel durch eine
komplexe Transformation verwandt sind, also versuchen wir hier dasselbe. Definiere

Aus derselben Aufgabe wissen wir auch
cosi¢’ = cosh¢’', sini¢’ =isinh¢’

Einsetzen in (2):

2(¢) = a(cosd — €) = ' = a(cos(—ig’) — ¢€) (8)
y(¢) =bsing = —iy’ = bsin(—i¢’) (9)

tp) =7(p —esing) = t=r71(—i¢) —esin(—i¢’)) =t =1ir(esinh¢’ —¢)

=
=

Damit t(¢') einer reellen Zeit entspricht, muss der Parameter 7 imaginér sein, also de-
finiere 7 = —i¢, £ € R = ‘t =¢(esinh ¢’ —¢')|  (10)

Der Vollstiandigkeit halber zeigen wir, dass dieser Ansatz tatséichlich die Bewegungs-
gleichung erfiillt.

d d¢' d
Differenzieren mit der Kettenregel, T d—qz I wie vorher liefert
d’  Asinh¢/ d%a’ _ x
dt — €(ecosh¢’ — 1) de2 ~ €2(ecosh¢’ —1)3

Wir benétigen auch
2 + 9 = a®(cosh ¢ — €)% + b?sinh? ¢’ = a?(cosh? ¢’ — 2e cosh ¢’ + €2) + b*(cosh® ¢’ — 1)
=d? [cosh2 ¢ (1+ Zé) — 2ecosh @ + €% — Zé]
=a? [62 cosh? ¢' — 2e cosh ¢ 4+ 1 + cosh? ¢ (1+ Z% —) - (1+ Zé - 62)]
= a’(ecosh ¢’ — 1)” + a’(cosh® ¢/ — 1)(1 + Zé - &%)

GMz'
Einsezen in die DGL, &' = 771,,, liefert
(272 + y2)*/2

@ B GMz'
&[(ecosh ¢/ —1)2]/2 [a2(ecosh ¢’ — 1)2 + a2(cosh® ¢/ — 1) (1 + & — €2) |

3/2

Wenn wir €2 = 1+ Zé forden, verschwindet der zweite Term im Nenner und damit ist die
DGL fiir alle 2/, ¢/ erfiillt. (Fiir eine Ellipse hat man €* =1 — :—Z , siche (2).) Also losen
die Ansitze (8)—(10) die DGL, solange a® = GME?. Das letzte ist aber kein Keplersches
Gesetz, da die Bewegung nicht periodisch ist und ¢ deswegen mit keiner Umlaufszeit
verwandt ist.



