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Übungsblatt Nr. 13 zur Theorie A

1 Polarkoordinaten

(a) Die Einheitsvektoren in Polarkoordinaten sind definiert als

er = cos φex + sin φey , eφ = − sin φex + cos φey . (1)

Zeigen Sie, dass sie senkrecht aufeinander stehende Einheits-

vektoren sind, d. h. er · eφ = 0 und er · er = 1 = eφ · eφ .
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Die Position eines Planeten unter Einfluss der Kraft F = −

GMm
r2 er sei durch r =

r(t)er gegeben. Da die Richtungen von er und eφ ortsabhängig sind, sind sie auch

zeitabhängig. Zeigen Sie zunächst mit Hilfe der Kettenregel, dass d

dt
er = φ̇ eφ und

d

dt
eφ = −φ̇er . Zeigen Sie nun, dass die Bewegungsgleichung lautet

F = m(r̈ − rφ̇2)er + m(2ṙφ̇ + rφ̈)eφ . (2)

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (2), dass L = mr2φ̇ erhalten ist, d. h. dL
dt

= 0. Geben Sie

nun die Gesamtenergie E = 1
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2 + V (r) als Funktion von L und r an und zeigen

Sie, dass die Bewegung des Planeten als die eines Teilchens in einem eindimensionalen

effektiven Potential Veff(r) = L2

2mr2 −
GMm

r
betrachtet werden kann. Skizzieren Sie Veff(r)

und interpretieren Sie es physikalisch.

2 Ellipsenfläche

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass das Flächenelement in Polarkoordinaten dA = 1
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lautet. Die Fläche ist dann durch Integration gegeben, A =
∫

dA . Wir berechnen die Fläche

einer Ellipse, für die gilt r = p

1+ǫ cos φ
.

(a) Eine nützliche Standardsubstitution ist t = tan φ

2
mit tan φ =

2 tan φ
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1 − tan2 φ

2

=
2t

1 − t2
.

Zeigen Sie, dass sie zu A =
2p2

(1 + ǫ)2

∫

∞
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dt führt.

(b) Substituieren Sie nun tan u =
√

1−ǫ
1+ǫ

t und (mit Hilfe von Blatt 9, Aufgabe 1) berechnen

Sie das Integral. Drücken Sie das Ergebnis durch a und b (Blatt 11, Aufgabe 1) aus.

3* Harmonischer Oszillator durch Integral der Bewegung

Die Energie eines harmonischen Oszillators lautet E = 1
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2
mω2x2 = Konstante .

Fassen Sie diese Gleichung als DGL erster Ordnung für x(t) auf und lösen Sie sie durch

Trennung der Variablen. Drücken Sie E durch die Amplitude (maximale Auslenkung) aus.

Hinweis: Um das Integral zu berechnen, substituieren Sie x = c sin θ mit c geeignet gewählt.

*=Bonusaufgabe

— Besprechung in den Übungsgruppen am nächsten Freitag, den 30.1.04 —


