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Musterldsung zu Ubungsblatt Nr. 13 zur Theorie A

Polarkoordinaten

(a) Nach Definition
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Da die Position des Planeten sich als Funktion der Zeit &ndert, ist ¢ in den Definitionen

von e, und ey zeitabhéngig. Also schreibe % = % ﬁ = </>dd—¢ .
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Nun r = r(t)e, und fir die Bewegungsgleichung bendtigen wir 7 :

r=r(t)e,
r= %e,~+r%ey. :'/‘67+T‘(;.5€¢ (1)
F=47= ;—ier + i’%eT + 3—;42'5% +r%e;+role,
= (i —rd)e, + (279 + rd)e,
= F =mi = m(i — ré®)e, + m(2rd + rd)e, (2)

(b) Erhaltung von L = mr2¢p:
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Aus der rechten Gleichung (es-Komponente) folgt T 0 = L = Konstante und

. L
deswegen ist es niitzlich ¢ durch — zu ersetzen.

Gesamtenergie mit Hilfe von (1):
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Die Energie des Planeten ist die eines Teilchens, dass sich im eindimensionalen Potential
Verr(r) bewegt.
Der erste Term in Vig(r) dominiert fir r — 0 und der zweite Term dominiert fiir

7 — 00. Es gibt ein Minimum bei ry = =L mit V(rg) = —% <0.

GMm?
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Interpretation des ersten Terms:

Ableiten liefert die zugehorige Kraft, Fen(r) = -4 (%) e, = rf—:, e, = mrqu e,,
die man als Zentrifugalkraft erkennt = Der erste Term ist die (drehimpulsabhéngige)
Potentialbarriere, die der Wirkung der Zentrifugalkraft entspricht. Je grofier ist L, desto
hoher ist die Barriere und desto ungiinstiger ist es, dem Ursprung nahe zu kommen =-

die Zentrifugalkraft treibt den Planeten weg vom Ursprung.

Ein Planet mit Gesamtenergie £ < 0 befindet sich in der Mulde und kann nur zwischen
Tmin Und 7., schwanken, konsistent mit einer Ellipse — aus Blatt 12, Aufgabe 3(b) ist
E < 0 die Bedingung fiir eine Ellipsenbahn.

Ein Planet mit Gesamtenergie E > 0 hat nur eine untere Schranke r,;, aber kann sich
nach » — oo bewegen, konsistent mit einer Hyperbel.

Merke: Differenziere (4) nach ¢ mit der Kettenregel:

dE d ( 1 L? G]\Jm) . L*  GMmr
= —mr — =mrr +

At T ar\2 2mr? r mr3 r2
0. GMmr = o GM
=mrr —mro°r+ 5 =mr |7 —r¢° + 5
r T

dE
Wegen der e,-Komponente von (3) verschwindet die letzte Klammer, also T 0
C
= F ist ein Integral der Bewegung.



Ellipsenfldche
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wo im letzten Schritt die Spiegelsymmetrie beziiglich der z-Achse benutzt wurde.

do

Substituiere ¢ = tan $¢. Wir wissen (z. B. aus Blatt 3, Aufgabe 1), dass L (tanz) =

sec?z = 1+tan?x, also
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Aus Blatt 9, Aufgabe 1 gilt cos2u = 2cos?u — 1 = 1 — 2sin? «. Einsetzen:
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Harmonischer Oszillator durch Integral der Bewegung
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Substituiere £ = csinf = dz = ccosfdf:
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mit A = Konstante. Riicksubstitution:
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mw

= harmonische Oszillationen mit Phasenverschiebung Aw.
Die Amplitude a ist der Vorfaktor:
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Dieses Ergebnis kann man auch aus dem Ausdruck fiir die Energie ablesen: wenn die ma-
ximale Auslenkung erreicht ist, kehrt der Korper zurﬁck also dndert das Vorzeichen der

Geschwindigkeit = 92 = 0. Es folgt E =

2| 1 2,2
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