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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Exponentialfunktion:
Wir wollen die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion f(z) = e® herlei-
ten, wenn diese durch die folgenden Relationen definiert wird:

fllo) =f@)  f(O)=1, (1)

wobei f'(z) die Ableitung der Funktion f(z) bezeichnet. Die Funktion f(z)
sei durch folgende Reihenentwicklung dargestellt:

f(CU) = G0+a1$+a2$2+a3gj3+... (2)
)

= 2w ®
n=0

Setzen Sie diese Reihenentwicklung in die Gleichungen (1) ein und bestimmen
Sie die Koeffizienten a,. Sie erhalten zunichst eine Rekursionsrelation, wel-
che den Koeffizienten a,y; mit dem Koeffizienten a,, in Verbindung bringt.
Benutzen Sie die Definition der “Fakultit” der natiirlichen Zahl n, definiert
durch

n!

1-2:3-4---(n—1)-n (4)
= Hm (5)

um die Koeffizienten a,, allgemein als Funktion von n zu bestimmen.
Aufgabe 2 (5 Punkte)
Logarithmusfunktion:

Leiten Sie analog zu Aufgabe 1 eine Reihenentwicklung fiir die Funktion
g(z) = In(1 4+ x) her, wobei diese Funktion die Relation

1
"(z) = 0)=0 6
g@ =17 90 (6)
erfiillt. Benutzen Sie dabei, dass H%x als geometrische Reihe darstellbar ist,
und bestimmen Sie die Reihenkoeffizenten.
Aufgabe 3 (5 Punkte)

Ableitung der Umkehrfunktion:
Es sei ¢(y) die Umkehrfunktion zur urspriinglichen Funktion y = f(z), d.h.
es gilt

o(f(z)) =z (7)
a) Zeigen Sie, dass durch Differenzieren beider Seiten dieser Gleichung unter
Verwendung der Kettenregel die folgende Beziehung folgt:
1
¢' () ly=r@)

d
@) = ®)



b) Zeigen Sie mit dieser Methode, dass die Beziehungen

dix In(z) = é, und dix arctan(z) = 1 -|-1x2 (9)
gelten (Hinweis: tan(z) = 22;((?), sin?(z) + cos?(z) = 1).
Aufgabe 4 (5 Punkte)
Integration:

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
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Aufgabe 5 (10 Punkte)
Hyperbelfunktionen:
Die Hyperbelfunktionen sind folgendermaflen definiert:
1 1 h
coshz = 3 (e’” + eﬂ”) , sinhx = 3 (e’” — eﬂ”) , tanhz = (S:z;hi

a) Analysieren Sie das Verhalten von sinhz, coshz, tanh z fiir z — 0 und
x — oo und skizzieren Sie anhand der Ergebnisse die Funktionen. Hin-
weis: fiir kleine z gilt e” =1+ 2 + $22 +---.

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Definitionen % sinh z, % cosh z und % tanh z.

c) Beweisen Sie mit Hilfe der Definitionen die Bezichungen

cosh’ z —sinh®z = 1,
cosh2z = cosh®z + sinh® z
sinh2x = 2sinhz-coshz,
tanh 2z = m
1 + tanh® 2

Hinweis: Die Schreibweise cosh® z fiir (coshz)? usw. ist gebriuchlich.



