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Aufgabe 1

Laut Aufgabenstellung sind die Bedingungen f'(x) = f(z) und f(0) = 1 gegeben. Wir schreiben die Funktion
f(x) wie angegeben als Reihe auf:

oo
_ 2 3 _ n
= . . . 7§ o
f@y=a+a-x+as-z°+as- x>+ ap, + T
n=0

Diese Reihe differenzieren wir einmal nach x:

Fl(@) = a1+ 202w+ 303 2% +dag-2® + ... = (n+ Dagpr - 2"
n=0

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich hieraus ap = a3 = 1, da f(0) = ap = 1. Weiterhin kann man a1 = 2as,
az = 3as, ... entnehmen () Allgemein erkennt man das Schema a, = (n+ 1) - ap41.

1
-a, oder a, = — - an_1 1 Punkt
n

Setzt man dies fort bis n = 0, so resultiert:

1 1
o cap = |ay, = & 2 Punkt
o -1 n—-2)-(n—3)-....3.2.1 27|

Damit sind wir schon fertig und erhalten:

ap+1 =

n+1

@) =35 = expla)
n=0

n

Aufgabe 2

Die erste Ableitung und der Funktionswert an der Stelle x = 0 sind gegeben:

1

’ _
g(x)—1+x

und ¢(0) =0

Auch hier gehen wir so vor wie bei der ersten Aufgabe:

o0
Q(I):a0+a1‘$+02‘1'2+a3'$3+...:Zan~x"
n=0

o0

g () = a1 +2as - x+3az - 2° +dag-2* + ... =Y (n+1apy - 2"

n=0

Die Funktion Hﬁ kann — wie auf dem Aufgabenzettel angegeben — als geometrische Reihe dargestellt werden:

oo o0

! :1—x+x2—x3+x4+...22(—x)”:Z(—l)"-x"

1+z n=0 n=0




Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir ag = 0, da g(0) = ap =0 (| 1 Punkt |) und a1 = 1, 2a3 = —1, 3a3 = 1,

dag = —1, ... () Allgemein gilt also n - a,, = (—1)""1:

1
ap=—- (=" firn=1,..., 00

3

Damit ergibt sich:

g(m)zln(l—l—m):x_x__,_

Aufgabe 3
a.)

Wir betrachten ¢(f(x)) = . Durch Ableiten nach x unter Beriicksichtigung der Kettenregel ergibt sich:

Was ist die erste Ableitung der Logarithmusfunktion f(z) = In(z)? Wir betrachten ¢(y) = exp(y) und f(x) =

’ ) = ") = 1
O Wy py - (@) =1 =] f(2) =]
b.)
In(x).
¢'(y) = exp(y) = f'(z) = L 14 In()

exp(ln(z)) =« dx

AuBlerdem suchen wir die erste Ableitung der Arcustangensfunktion arctan(z). Es sei also ¢(y) = tan(y) und

f(z) = arctan(z), womit sich ergibt:

() = d [sin(y)] cos?y+sin®y 1
v = dy [cos(y)| cos?y ~ cos?y
1

f(z) = ———F—— = cos” (arctan(z))

cos? (arctan(x))

.2 2
1-— 1

tan®y = oY 8y = cos’y = —

cos?y cos?y 1+ tan®y

Somit folgt:

flx) = 1 —|—1x2 o arctan(z)
Aufgabe 4

a.)

Das Polynom lésst sich folgendermaflen zerlegen:

2 2
B tprtq= <x+g+\/%—q>~<m+§— %—q)

Dann ergibt sich mittels Partialbruchzerlegung:

1 1

22 yp-xrtq B
proa <x+g+\/zfq>~(z+§\/fq>

1

1 1
P p? - P p? . p?
rts-\T e vty Toa] 24T —q



Dies lésst sich nun schoén nach x integrieren:

2
1 1 x_|_£_ P~ _
/ do= ——— |2 VT Al o,

4

b.)

Durch Auseinanderziehen kann man dieses Integral gut 16sen:

a-x+b T 1 a c-x+d d 1
/Cow+ddm_a./c~:c+ddx+b./¢:oa:+ddm_Z./<Cox+d_c'x+d> dx+b./c'x+ddx_
a d d b — da
=—|lz——--Injlz+—-|]+--1In =|—--z+ < .In
c c c c
Betrachten wir als Sonderfall ¢ = 0:

c c

b
-/(a-m+b)dx= fwd-xQ—l—E-x—l—cons’c.
c.)

Laut Formelsammlung gilt cos(29) = 2cos?9 — 1 und damit cos? 9 =
diese Weise das Integral berechnen:

-+ const.

d d
T+ - T+ —
c c

SHE

1 20 o .
J“C%(). Beispielsweise kann man auf

27

4m
dv, dv (1  cos(20) 1 / dy 1 1 .
- 3 = — | =+ = — + - = -4+ —.
2m (cos™9) /271' (2 2 2 st (PP T QT g Y

d.)

Hier hilft folgende Substitution weiter:

O\:]M

47 1
/1]

(=)
o

1 —exp(—z) =u, 1 +exp(—z) =2 — u, du = exp(—z)de = (1 —u)dx

Damit ergibt sich:
/l—exp(—x')dx,:/ u  du :—/udu~ 11
1+ exp(—2’) 2—u 1l-—u 2—u l-u
Zuerst zwei kleinere Nebenrechnungen:
uo 2—u 2 2 1
2—u 2—u 2-u) 2—u

uo 1—u 1 - 1 1
1—u 1—uw 1—-u/) 1-u

Damit erhalten wir

/du< 2 1 >2~ln(2u)+ln(1u)

2—u 1—u

und durch Riicksubsitution das Ergebnis:

xl—eXP(_gj/) o —2)) — Inlexp(—z) — 2 -1n =
/mdx_2ln(l+e>{p( )) —In[exp(—=)] = 2-In(2) =

= ‘ 2In (1 +exp(—2z)) + 2 — 2 - In(2) ‘

(Da Exponentialfunktionen immer positiv sind, ist auch das Argument des Logarithmus auf jeden Fall positiv,
womit man in diesem Falle auf die Betragsstriche beim Logarithmus verzichten kann!)

8



e.)
Hier ist partielle Integration keine schlechte Idee:

2 2 2

: 21 1
/a:~ln(x)dx: 7~ln(aj) —/%-de:%Jn(m)—%—l—const.:%-(ln(x)—§>—|—const.

Aufgabe 5 110 Punkte|
a.)

Wir unterscheiden folgende Grenzfiille:

1.) Kleine z:

1 23
sinh(z)%i- <2-x+2~3'+...> Tt

1 2 2
cosh(a:)z2~(2+2~z2+...>%1+z+...

2!
sinh(x)
tanh(z) = ~
anh(z) cosh(z) v
2.) Grofie x:
sinh(z) —— expz(gc)7 sinh(z) —— _expém)

exp(z)

cosh(z) —— 5 cosh(z) —— %

tanh(z) —— 1, tanh(z) —— —1

00 T——00

Und1 50 sehen die Funktionen aus:

' ' ' siflh((x)) —_—
f(z) cosh(x
10
5 - -
1 E———
0
_5 - -
-10 .
15 1 1 1 1
-3 2 1 0 1 2 3
T



() tanh(z)

05 | E

-05 -

15 F E

2 1 1 1 1
-4 -2 0 2 4

x

Es gibt jeweils fiir die Sinus-, Kosinus- und Tangenshyperbolikusfunktion.

b.)
% sinh(z) = % - (exp(z) 4+ exp(—x)) = m
% cosh(z) = % - (exp(x) — exp(—x)) = m
d _d (sinh(z)) cosh?(z) — sinh?(z) N 2 siehe c.) 1
dz tanh(z) = dz (cosh(x)) B cosh?(x) =[1-tanh@) | = cosh?(z)
c.)
2 12 1 2 2
cosh”(x) — sinh”(z) = 1 [(exp(:c) + exp(—x))” — (exp(z) — exp(—x)) } =
= 1 [2-exp(e) - exp(—) + 2 exp(e) - exp(—a)] =
cosh(2z) = % - (exp(2z) + exp(—2x)) =
= i - [exp(2x) 4 2 - exp(x) - exp(—x) + exp(—2x)+
+exp(2x) — 2 - exp(x) - exp(—x) + exp(—2z)] =
= i . {(exp(x) + exp(—z))? + (exp(z) — exp(—x))ﬂ = | cosh?(x) + sinh?(z)
sinh(2r) = - (exp(2x) — exp(~21)) = 1 - (exp(z) + exp(~1)) - (exp(z) — exp(~1)) =
= ‘ 2 - cosh(z) - sinh(x) ‘

tanh(2z) = sinh(2z) _ 2 sinh(z) - cosh(x) _ 2 sinh(z) - cosh(z) . —Cosh}(z) _

2 - tanh(x)

cosh(2z)  cosh?(x) + sinh?(x)  cosh?(x) + sinh?(x)

cosh?(z)

1+ tanh?(x)

1 Punkt

1 Punkt

1 Punkt

1 Punkt

1 Punkt

1 Punkt

1 Punkt



