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hnen: Freitag, 5.11.2004Aufgabe 6 (7 Punkte)Reihenentwi
klungen der Hyperbelfunktionen:Wir wollen die Reihenentwi
klung der Hyperbelfunktionen sinhx und 
oshxherleiten, indem wir sie als L�osungen der folgenden Di�erentialglei
hung 2.Ordnung darstellen: f 00(x) = f(x) : (1)Dabei verwenden wir eine Reihenentwi
klung von f(x) analog zur Aufgabe 1.Dr�u
ken Sie die Reihenglieder dur
h Fakult�aten aus, �ahnli
h wie in Aufgabe1.a) Verwenden Sie zun�a
hst die Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f 0(0) = 1.Dies bes
hreibt die Funktion sinhx. (2.5 Punkte)b) Verwenden Sie nun die Anfangsbedingungen f(0) = 1 und f 0(0) = 0.Dies bes
hreibt die Funktion 
oshx. (2.5 Punkte)
) Zeigen Sie, dass die Beziehungen sinhx+
oshx = ex und 
oshx�sinhx =e�x gelten, indem Sie mit der Reihenentwi
klung der Exponentialfunk-tion aus Aufgabe 1 verglei
hen. (2 Punkte)Aufgabe 7 (3 Punkte)L�osungsmethoden f�ur Integrale:Bere
hnen Sie das Integral R10 x3e�x dx, indem Sie formal einen Parameter� einf�uhren, und die Exponentialfunktion im Integranden als e�x = e��x���=1s
hreiben. Benutzen Sie die Eigens
haft dd�e��x = �xe��x um das Integralzu l�osen. Hinweis: Sie k�onnen die Di�erentiation und Integration vertaus
hen.Setzen Sie erst am S
hluss, na
h der Integration und Di�erentiation � = 1.Aufgabe 8 (10 Punkte)Komplexe Zahlen:Die Wurzel w einer reellen Zahl x ist de�niert als die L�osung der Glei
hungw2 = x. Wir s
hreiben w = �px f�ur die beiden L�osungen falls x � 0. Fallsx < 0 ist, gibt es keine Wurzel von x im Berei
h der reellen Zahlen. Wir wollennun den Zahlenberei
h erweitern, so dass Wurzeln aus allen Zahlen des Zah-lenberei
hs gezogen werden k�onnen. Dazu f�uhren wir die imagin�are Einheit idur
h folgende De�nition ein: i2 = �1 : (2)Wird desweiteren eine reelle Zahl y der imagin�aren Einheit zugeordnet, erh�altman eine imagin�are Zahl y � i � i � y. Wir m�ussen uns nun als n�a
hstesGedanken �uber algebrais
he Operationen zwis
hen imagin�aren und reellenZahlen ma
hen. Wir de�nieren die Addition und die Multiplikation zweierimagin�arer Zahlen dur
h (y1 �i)+(y2 �i) = (y1+y2) �i und dur
h (y1 �i)(y2 �i) =(y1y2) � i2 = �y1y2 (das Produkt zweier imagin�arer Zahlen ist also reell). DieMultiplikation einer reellen Zahl x mit einer imagin�aren Zahl y de�nieren wirmittels x � (y � i) = (xy) � i.



a) Was ergibt si
h f�ur (y � i)2? Was ist p�1? Was ergibt si
h f�ur p�jyj?S
hlie�li
h wollen wir au
h eine Addition zwis
hen einer reellen Zahl x undeiner imagin�aren Zahl i �y einf�uhren: z = x+ i �y � i �y+x. Wir nennen z einekomplexe Zahl. x hei�t Realteil und y hei�t Imagin�arteil der komplexen Zahlz. Relle und imagin�are Zahlen sind spezielle komplexe Zahlen z = x+ i �y mity = 0 bzw. x = 0. Die komplexe Zahl 0 ist de�niert dur
h z = x+ i �y mit x =y = 0. Zwei komplexe Zahlen z1 = x1+i�y1 und z2 = x2+i�y2 seien genau dannglei
h, wenn x1 = x2 und y1 = y2 gilt. Das Negative (�z) einer komplexenZahl z = x + i � y ist gegeben dur
h die L�osung der Glei
hung (�z) + z = 0,also dur
h (�z) = (�x)+i �(�y). Nun wollen wir die (kommutative) Additionvon komplexen Zahlen mit reellen und imagin�aren Zahlen so einf�uhren, dass(x1 + i � y1) + x2 = x2 + (x1 + i � y1) = (x1 + x2) + i � y1(x1 + i � y1) + (i � y2) = (i � y2) + (x1 + i � y1) = x1 + i � (y1 + y2)gilt. Weiter soll (x1+ i �y1)+x2 = x1+(i �y1+x2) und (x1+ i �y1)+(i �y2) =x1 + (i � y1 + i � y2) gelten (Assoziativit�at).b) Was ergibt si
h f�ur (x1 + i � y1) + (x2 + i � y2)?Die Subtraktion zweier komplexer Zahlen ist einfa
h dur
h z1 � z2 = z1 +(�z2) de�niert. Die (kommutative+assoziative) Multiplikation zwis
hen einerkomplexen Zahl und einer reellen oder einer imagin�aren Zahl soll distributivsein, also(x1 + i � y1) � x2 = x2 � (x1 + i � y1) = (x1x2) + i � (y1x2)(x1 + i � y1) � (i � y2) = (i � y2) � (x1 + i � y1) = x1 � (i � y2) + (i � y1) � (i � y2) :
) Was ergibt si
h f�ur (x1 + i � y1) � (x2 + i � y2)?d) Was ist das Einselement f�ur die komplexe Multiplikation, was ist also diekomplexe Zahl z1 = x1 + i � y1, so dass z1 � z = z f�ur beliebige komplexeZahlen z = x+ i � y?Wir haben somit die Addition und Multiplikation zwis
hen komplexen Zah-len de�niert. S
hlie�li
h wollen wir no
h die Division f�ur komplexe Zahleneinf�uhren. Die komplexe Zahl z = z1z2 soll so de�niert sein, dass z �z2 = z1 gilt.e) Es sei z = x+ i � y = z1z2 , z1 = x1 + i � y1 und z2 = x2 + i � y2. L�osen Siedie Glei
hung (x+ i � y) � (x2 + i � y2) = x1 + i � y1 bez�ugli
h x und y.Die konjugiert komplexe Zahl z� zur komplexen Zahl z = x+ i � y ist de�niertals z� = x� i � y.f) Es sei z = x + i � y. Zeigen Sie, dass z � z� = z� � z immer reell ist unddr�u
ken Sie diesen reellen Wert dur
h x und y aus.g) Bere
hnen Sie z = z1z2 = z1 � z�2z2 � z�2indem Sie z1 �z�2 bere
hnen, und das Ergebnis dur
h die reelle Zahl z2 �z�2teilen.Wir k�onnen nun beliebig Wurzeln w aus komplexen Zahlen z ziehen, de�niertals L�osung der Glei
hung w2 = z. Die Glei
hung hat zwei L�osungen.h) Bere
hnen Sie die beiden Wurzeln der komplexen Zahl z = i, d.h. be-re
hnen Sie pi, indem Sie in obiger Glei
hung w = x + i � y s
hreiben,und die Glei
hung na
h x und y au
�osen.


