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Aufgabe 6 (7 Punkte)

Reihenentwicklungen der Hyperbelfunktionen:

Wir wollen die Reihenentwicklung der Hyperbelfunktionen sinh 2 und cosh z
herleiten, indem wir sie als Losungen der folgenden Differentialgleichung 2.
Ordnung darstellen:

(@) = f(z) . (1)
Dabei verwenden wir eine Reihenentwicklung von f(z) analog zur Aufgabe 1.
Driicken Sie die Reihenglieder durch Fakultéiten aus, dhnlich wie in Aufgabe
1.

a) Verwenden Sie zuniichst die Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f'(0) = 1.
Dies beschreibt die Funktion sinh . (2.5 Punkte)

b) Verwenden Sie nun die Anfangsbedingungen f(0) = 1 und f’(0) = 0.
Dies beschreibt die Funktion coshz. (2.5 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass die Beziehungen sinh z+cosh 2 = e” und cosh z—sinh z =
e~ % gelten, indem Sie mit der Reihenentwicklung der Exponentialfunk-
tion aus Aufgabe 1 vergleichen. (2 Punkte)

Aufgabe 7 (3 Punkte)

Losungsmethoden fiir Integrale:

Berechnen Sie das Integral fooo z3e~® dz, indem Sie formal einen Parameter

X einfithren, und die Exponentialfunktion im Integranden als e=% = e~*

-
schreiben. Benutzen Sie die Eigenschaft %e”\z = —ze ™ um das Integral
zu l6sen. Hinweis: Sie konnen die Differentiation und Integration vertauschen.

Setzen Sie erst am Schluss, nach der Integration und Differentiation A = 1.

Aufgabe 8 (10 Punkte)

Komplexe Zahlen:

Die Wurzel w einer reellen Zahl z ist definiert als die Losung der Gleichung
w? = z. Wir schreiben w = 4/z fiir die beiden Lésungen falls > 0. Falls
x < 0 ist, gibt es keine Wurzel von x im Bereich der reellen Zahlen. Wir wollen
nun den Zahlenbereich erweitern, so dass Wurzeln aus allen Zahlen des Zah-
lenbereichs gezogen werden kénnen. Dazu fithren wir die imagindre Einheit i
durch folgende Definition ein:

i2=—1. (2)

Wird desweiteren eine reelle Zahl y der imaginédren Einheit zugeordnet, erhélt
man eine imagindre Zahl y -1 = ¢ -y. Wir miissen uns nun als néchstes
Gedanken iiber algebraische Operationen zwischen imagindren und reellen
Zahlen machen. Wir definieren die Addition und die Multiplikation zweier
imaginérer Zahlen durch (y1-i)+ (y2-4) = (y1 +y=2) -4 und durch (y; -i)(y2-i) =
(y1y2) - i2 = —y1y2 (das Produkt zweier imaginirer Zahlen ist also reell). Die
Multiplikation einer reellen Zahl  mit einer imaginiren Zahl y definieren wir
mittels z - (y -7) = (zy) - .



a) Was ergibt sich fiir (y -4)?? Was ist /—1?7 Was ergibt sich fiir \/—|y|?

Schliefilich wollen wir auch eine Addition zwischen einer reellen Zahl z und
einer imagindren Zahl i -y einfithren: z = x+1i-y = i-y + 2. Wir nennen z eine
komplexe Zahl. z heifit Realteil und y heifit Imagindrteil der komplexen Zahl
z. Relle und imaginire Zahlen sind spezielle komplexe Zahlen z = z 41 - y mit
y = 0 bzw. z = 0. Die komplexe Zahl 0 ist definiert durch z =z +i-y mit z =
y = 0. Zwei komplexe Zahlen z; = 1 +4-y; und 2o = z>+i-y> seien genau dann
gleich, wenn 1 = x2 und y; = y» gilt. Das Negative (—z) einer komplexen
Zahl z = z + i - y ist gegeben durch die Losung der Gleichung (—z) + z = 0,
also durch (—z) = (—z)+i-(—y). Nun wollen wir die (kommutative) Addition
von komplexen Zahlen mit reellen und imaginiren Zahlen so einfiihren, dass

(T14+i-y)+re =22+ (w1 +i-y1) = (1 +22) +i-

(@1 +i-y)+ (@ y2) =0 y)+ (@ +i-y) =21 +i (1 +y2)
gilt. Weiter soll (1 +i-y1)+ze =1+ (i-y1 +22) und (21 +i-y1)+ (i-y2) =
1+ (i -y1 +1-y2) gelten (Assoziativitiit).

b) Was ergibt sich fiir (z1 +i-y1) + (22 + 7 - y2)?

Die Subtraktion zweier komplexer Zahlen ist einfach durch z; — zo = 21 +
(—22) definiert. Die (kommutative+assoziative) Multiplikation zwischen einer
komplexen Zahl und einer reellen oder einer imaginéren Zahl soll distributiv
sein, also

(x1+i-y1) w2 =m2-(x1 +i-y1) = (w122) + - (y122)
(@ +i-y) - (iy2) = () (@ +ioy)=a1-(0-y2) + (0 y1) (0-y2) .
c) Was ergibt sich fiir (z1 +i-y1) - (22 +7-y2)?
d) Was ist das Einselement fiir die komplexe Multiplikation, was ist also die

komplexe Zahl z; = zy + i - y1, so dass z; - z = z fiir beliebige komplexe
Zahlen z = x +i-y?

Wir haben somit die Addition und Multiplikation zwischen komplexen Zah-
len definiert. Schliellich wollen wir noch die Division fiir komplexe Zahlen
einfithren. Die komplexe Zahl z = j—; soll so definiert sein, dass z - zo = z; gilt.

e) Esseiz:x-l-i-y:j—;,zl:xl-l-i-yl und zy = x5 + i - y2. Losen Sie

die Gleichung (z +i-y) - (x2 + i - y2) = 21 + 4 - y1 beziiglich z und y.
Die konjugiert komplexe Zahl z* zur komplexen Zahl z = = + i - y ist definiert
als z* =z —i-y.
f) Essel z =z +1i-y. Zeigen Sie, dass z - z* = z* - z immer reell ist und
driicken Sie diesen reellen Wert durch z und y aus.
g) Berechnen Sie

21 z1+ 25
= — =
29 29 - 25

indem Sie 21 - z5 berechnen, und das Ergebnis durch die reelle Zahl z5 - 23
teilen.

Wir kénnen nun beliebig Wurzeln w aus komplexen Zahlen z ziehen, definiert
als Losung der Gleichung w? = 2. Die Gleichung hat zwei Losungen.

h) Berechnen Sie die beiden Wurzeln der komplexen Zahl z = i, d.h. be-
rechnen Sie v/i, indem Sie in obiger Gleichung w =  + i - y schreiben,
und die Gleichung nach x und y auflsen.



